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Прокласифiковано iнтеграли руху першого роду для рiвняння Шрьодiнгера зi змiнною
масою. Вказано вiсiм класiв рiвнянь з нееквiвалентною симетрiєю. Вони включають
в себе iнтегровнi, суперiнтегровнi та максимально суперiнтегровнi системи. Повний
набiр розв’язкiв однiєї з цих систем наведений в явному виглядi.
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Дослiдження симетрiї та iнтегралiв руху рiвняння Шрьодiнгера знаходиться в центрi уваги
багатьох дослiдникiв (див., наприклад, [1]). В той же час рiвняння Шрьодiнгера зi змiнною
масою до останнього часу залишалося не дослiдженим попри те, що вони широко викорис-
товуються у фiзицi твердого тiла. У роботах [2, 3] були вперше систематично дослiдженi
iнтеграли руху та симетрiї тривимiрних рiвнянь Шрьодiнгера зi змiнною масою.

У данiй роботi вивчаються двовимiрнi рiвняння Шрьодiнгера зi змiнною масою. Такi
рiвняння природно виникають пiсля роздiлення змiнних у рiвняннях вищої розмiрностi,
причому їх симетрiї не можна отримати редукцiєю симетрiй тривимiрних рiвнянь. Iншими
словами, дослiдження симетрiї двовимiрних рiвнянь Шрьодiнгера є самостiйною задачею.

Визначальнi рiвняння. Розглянемо стацiонарне рiвняння Шрьодiнгера

Ĥψ = Eψ, (1)

де

Ĥ = paf(x)pa − V (x) = −∂af(x)∂a − V (x), x = (x1, x2). (2)

Тут pa = −i∂a, V (x) i f(x) = 1/m(x) — довiльнi функцiї.
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Наша задача — знайти всi гамiльтонiани (2), якi допускають iнтеграли руху, що нале-
жать до диференцiальних операторiв першого порядку. Такi iнтеграли руху можна подати
у виглядi

Q =
1

2
(ξapa + paξ

a) + η̃ = −i(ξa∂a + η), (3)

де η =
1

2
∂aξ

a + iη̃, ξi та η — невiдомi функцiї вiд x.

Згiдно з визначенням, диференцiальнi вирази (2) та (3) повиннi комутувати:

[Ĥ,Q] ≡ ĤQ−QĤ = 0. (4)

Обраховуючи комутатор i прирiвнюючи до нуля коефiцiєнти при рiзних похiдних, дiстаємо
таку систему визначальних рiвнянь:

ξba + ξab − δabξ
i
i = 0, (5)

ξifi = fξii, (6)

−ξifai + fiξ
a
i + fξacc + 2fηa = 0, (7)

faηa + fηaa − ξiVi = 0, (8)

де δab — символ Кронекера, i нижнi iндекси позначають похiднi за вiдповiдними змiнни-
ми. Наприклад, ξac = ∂ξa/∂xc i т. п. У текстi пiд iндексами, що повторюються, розумiємо
пiдсумовування за значеннями 1 i 2.

Формула (5) визначає рiвняння для конформного вектора Кiллiнга. Розв’язок цього
рiвняння може бути вибраний у такому виглядi (див., наприклад, [5]):

ξa = λaxnxn − 2xaλnxn + µcεacxb + ωxa + νa, (9)

де εac — одиничний антисиметричний тензор, грецькими лiтерами позначено константи
iнтегрування.

Згiдно з (3), (9), загальний вигляд iнтеграла руху першого порядку для гамiльтонiана (2)
задається такою формулою:

Q = λiKi + µiJ i + ωD + νiP i + b, (10)

де

P i = pi = −i ∂
∂xi

, J i = εijkxjpk, D = xnpn − i, Ki = 2xiD − xnxnpi, (11)

а b — невiдома функцiя вiд x. Цi рiвняння характеризують алгебру Лi конформної групи
у двовимiрному евклiдовому просторi. Iншими словами, з точнiстю до останнього доданка,
пропорцiйного одиничному оператору, шуканий iнтеграл руху є лiнiйною комбiнацiєю ге-
нераторiв конформної групи у двовимiрному евклiдовому просторi E(2), яка виявляється
максимально можливою групою симетрiї дослiджуваних рiвнянь.

Алгоритм iнтегрування визначальних рiвнянь. Для знаходження розв’язкiв сис-
теми визначальних рiвнянь (8), (7) i (6) треба перебрати усi нееквiвалентнi набори довiльних
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параметрiв λa, µc, νa та ω, що визначають функцiї ξa згiдно з формулою (9). З точнiстю до
групи внутрiшнiх автоморфiзмiв групи C(2), такi набори визначаються оптимальною систе-
мою пiдалгебр алгебри c(2), базиснi елементи якої заданi формулами (11). Для знаходження
цих пiдалгебр скористаємося таким твердженням (див. [6]).

Твердження 1. Алгебра c(2) iзоморфна алгебрi Лi псевдоортогональної групи SO(1, 2).
Сформульований вище автоморфiзм може бути заданий явно за допомогою таких спiв-

вiдношень:

Jab = εabcJc, Ka = J0a − J3a, P a = J0a + J3a, D = J30, (12)

де P a, Ja, Ka та D — оператори (11). Цi спiввiдношення визначають алгебру so(1, 2).
Згiдно з наведеними твердженнями, оптимальна система пiдалгебр алгебри c(2) збiгаєть-

ся з оптимальною системою пiдалгебр алгебри so(1, 3). Остання була знайдена в роботi [7],
результатами якої ми i скористаємося.

Твердження 2. Нееквiвалентнi пiдалгебри алгебри so(1, 3) визначаються такими на-
борами базисних елементiв.

Одновимiрнi пiдалгебри:

〈J12〉, 〈G1〉, 〈J03〉, 〈J12 + αJ03〉;

двовимiрнi пiдалгебри:

〈G1, G2〉, 〈G1, J03〉, 〈J12, J03〉;

тривимiрнi пiдалгебри:

〈G1, G2, J03〉, 〈G1, G2, J12〉, 〈G1, G2, J12 + αJ03〉, 〈J12, J13, J23〉, 〈J01, J02, J12〉;

чотиривимiрна пiдалгебра:

〈G1, G2, J12, J03〉;

шестивимiрна пiдалгебра:

〈J01, J02, J03, J12, J13, J23〉;

де G1 = J01 − J13, G2 = J02 − J23, α > 0.
Таким чином, задача групової класифiкацiї рiвняння (1) зводиться до пошуку нееквiва-

лентних розв’язкiв рiвнянь (8), (7), (6), де ξa — функцiї, заданi рiвнянням (9). При цьому
досить обмежитись такими наборами значень числових параметрiв λi, µi, νi та ω, що вiд-
повiдають пiдалгебрам, перерахованим вище.

Продиференцiювавши (6) за a i пiдставивши в отримане рiвняння ξifai, виражене з (7),
одержимо, що

η = −2λaxa + c, (13)

де λa — константи, що входять у загальний вираз (10) для операторiв симетрiї, а c —
довiльна константа, яка є несуттєвою i може бути опущена.
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Результати класифiкацiї. Для завершення групової класифiкацiї рiвнянь залиши-
лося проiнтегрувати визначальнi рiвняння (8), (7) та (6) для випадкiв, що вiдповiдають
пiдалгебрам, перерахованим у твердженнi 2.

Нехай оптимальна пiдалгебра одновимiрна i включає єдиний базисний елемент J03. Вiд-
повiднi функцiї ξ1, ξ2 мають такий вигляд:

ξ1 = −x1, ξ2 = −x2.

Пiдставивши цi функцiї в (6), отримаємо рiвняння для невiдомої функцiї f :

x1f1 + x2f2 = 2f,

загальний pозв’язок якого має вигляд

f(x) = F

(
x2
x1

)
x21, (14)

де F (·) — довiльна функцiя своїх аргументiв.
Пряма перевiрка показує, що функцiї (14) тотожно задовольняють також рiвняння (7).
Залишилося розв’язати останнє визначальне рiвняння (8), яке набуває вигляду

x1V1 + x2V2 = 0. (15)

Це лiнiйне однорiдне рiвняння, загальний розв’язок якого має такий вигляд:

V = F̃

(
x2
x1

)
x21. (16)

Розглянемо рiвняння, що допускають симетрiю вiдносно бiльш широких алгебр, якi
включають J03 i iншi базиснi елементи. Згiдно з твердженням 2, достатньо розглянути
двi двовимiрнi алгебри: 〈G1, J03〉 та 〈J12, J03〉. При цьому виникають додатковi умови iнва-
рiантностi вiдносно дiї операторiв G1 та J12 вiдповiдно.

Розглянемо пiдалгебру 〈G1, J03〉. Пiдставивши вiдповiднi значення функцiї ξa у рiвнян-
ня (6) та (8), отримаємо додаткову систему визначальних рiвнянь для f i V :

f1 = 0, V1 = 0.

Цi умови забороняють залежнiсть функцiй F (·) та F̃ (·) вiд x1, i допустимi функцiї f
i V набувають вигляду

f(x) = µx22, V (x) = νx22. (17)

Для рiвнянь, iнварiантних вiдносно пiдалгебри 〈J12, J03〉, функцiї (14) та (16) повиннi
задовольняти такi додатковi умови:

x2f1 − x1f2 = 0, x2V1 − x1V2 = 0,

якi отримуються при пiдстановцi у (7) та (6) вiдповiдних виразiв для ξa та η. Цi умови
сумiснi з (14) та (16) тiльки тодi, коли

f(x) = µx22, V = νx22. (18)
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Аналогiчно, стартуючи з iнших одновимiрних алгебр, наведених у згаданому тверджен-
нi, i послiдовно розв’язуючи вiдповiднi визначальнi рiвняння, знаходимо всi iншi рiвнян-
ня Шрьодiнгера та їх алгебри симетрiї. Ця процедура є алгоритмiчною для всiх розв’яз-
них оптимальних пiдалгебр. У нашому випадку нерозв’язними є тiльки такi алгебри, що
включають пiдалгебру so(2). Результати щодо розв’язкiв визначальних рiвнянь наведено
в табл. 1.

Iнтегрування системи, iнварiантної вiдносно алгебри o(3). Кожне з рiвнянь (1),
що вiдповiдають функцiям f i V , якi наведенi у рядках 7 i 8 табл. 1, допускає по два
iнтеграли руху, що комутують мiж собою, тобто є суперiнтегровними. Це дає можливiсть
вiдносно просто знайти їх точнi розв’язки. Ми знайдемо такi розв’язки для гамiльтонiана (2)
з функцiями f i V , наведеними в рядку 7 табл. 1:

H = µ(pa(1 + r2)2pa − 4r2) + ν. (19)

Задачу на знаходження власних значень для даного гамiльтонiана можна записати у ви-
глядi

H̃ψ = −(∂a(1 + r2)2∂a + 4r2)µ = Ẽψ, (20)

де

H̃ =
1

µ
(H − ν) i Ẽ =

E

µ
− ν

µ
. (21)

Рiвняння (20) має такi iнтеграли руху:

M3 = x1p2 − x2p1, (22)

Ma =
1

2
(r2 − 1)pa − xaxbpb + ixa, a, b = 1, 2, (23)

якi задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[Ma,M b] = iεabcM c. (24)

Таблиця 1. Алгебри iнварiантностi рiвнянь (2) та вiдповiднi функцiї f та V , що визначають цi рiвняння

N0 Пiдалгебра f V

1 J12 F (r2) F̃ (r2)

2 G1 F (x2) F̃ (x2)

3 J12 + αJ03 F

(
− ln(r) + α

x2

x1

)
r2 F̃

(
− ln(r) + α

x2

x1

)
r2

4 J03 F

(
x2

x1

)
x2
1 F̃

(
x2

x1

)
x2
1

5 〈G1, J03〉 µx2
2 νx2

2

6 〈J12, J03〉 µr2 νr2

7 〈J12, J13, J23〉 µ(r2 + 1)2 4µr2 + ν

8 〈J01, J02, J12〉 µ(r2 − 1)2 4µr2 + ν
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Використовуючи згадану симетрiю, можна алгебраїчно знайти власнi значення Ẽ до
розв’язання рiвняння (20). Для цього обчислимо оператор Казiмiра алгебри o(3) для ви-
разу (20):

C =M2
1 +M2

2 +M2
3 =

1

4
(H̃ − 4). (25)

Згiдно з (25) власнi значення гамiльтонiана можуть бути вираженi через власнi значення
оператора C, якi мають вигляд

C = q(q + 1) =
n2 − 1

4
, n = 1, 3, 5, . . . . (26)

Звiдки отримуємо:

E = µ(n2 + 3) + c i Ẽ = n2 + 3. (27)

Наступним кроком буде знайти власнi вектори, якi вiдповiдають власним значенням (27).
Ввiвши полярнi координати i розклавши розв’язки за радiальними функцiями

ψ =
∑

k

φk(r) exp
ikϕ, (28)

отримаємо такi рiвняння для радiальних функцiй:
(
−(r2 + 1)2

(
∂2

∂r2
− k2

r2
− (1 + 5r2)

r(1 + r2)

∂

∂r

)
− 4r2

)
φk = (n2 + 3)φk, (29)

де k = 0, 1, 2, . . . — спектральнi параметри, якi вiдповiдають власним векторам квадрата
орбiтального моменту. В даному випадку гамiльтонiан iнварiантний вiдносно просторового
вiдображення x1 → x1, x2 → −x2, яке трансформує ψ, φ таким чином:

ψ(x1, x2) → ψ(x1,−x2), φk(r) → φ−k(r). (30)

Тому нам достатньо розглянути лише позитивнi k.
Iнтегровними в квадратурах розв’язками рiвнянь (29) є

φk = Cn
k r

k(r2 + 1)−
1
2
− 1

2
nF
([

1

2
− 1

2
n,

1

2
+ k − 1

2
n

]
, [1 + k],−r2

)
, (31)

де F (·) — гiпергеометрична функцiя, а Cn
k — константи iнтегрування. Для того щоб розв’яз-

ки зникали на нескiнченностi потрiбно, щоб k 6 n − 1.
Таким чином, максимально суперiнтегровна система (20) є розв’язною. Точнi розв’язки

i спектр гамiльтонiана задаються рiвняннями (31) i (27).
Отже, в роботi проведена класифiкацiя рiвняння Шрьодiнгера зi змiнною масою для

двовимiрного випадку, що допускають iнтеграли руху першого порядку. Деякi з цих рiв-
нянь мають несподiванi симетрiї, наприклад, рiвняння з лiнiї 7 табл. 1 iнварiантне вiдносно
алгебри Лi групи обертань у тривимiрному просторi SO(3). Нагадаємо що геометрична си-
метрiя цих систем задається групою SO(2).

Наведено список рiвнянь, що допускають iнтеграли руху першого порядку. Оскiльки
такi iнтеграли руху є генераторами неперервних груп симетрiй, то наведенi результати
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можна iнтерпретувати як групову класифiкацiю рiвнянь (1), якi мiстять два довiльнi еле-
менти, тобто функцiї f i V . Ця класифiкацiя може розглядатись як попередня, оскiльки ми
не розглядали додатковi перетворення еквiвалентностi, що не належать до групи C(2).

Автор висловлює подяку проф. А. Г. Нiкiтiну за цiннi зауваження до роботи.
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Групповая классификация уравнений Шредингера с переменной
массой для двухмерного случая

Киевский национальный университет им. Тараса Шевченко

Проклассифицированы интегралы движения первого порядка для уравнений Шредингера с пе-
ременной массой. Указано восемь классов уравнений с неэквивалентной симметрией. Они
включают в себя интегрируемые, суперинтегрируемые и максимально суперинтегрируемые
системы. Полный набор решений одной из этих систем представлен в явном виде.

Ключевые слова: уравнение Шредингера, гамильтонианы, интегралы движения, интегри-
руемые системы, суперинтегрируемые системы, максимально суперинтегрируемые системы,
алгебра Ли.
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The first-order integrals of motion for Schrödinger equations with variable mass are classified. Eight
classes of such equations with non-equivalent symmetries are specified. They include integrable,
superintegrable, and maximally superintegrable systems. A complete set of solutions for one of
these systems is presented explicitly.
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