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ОПОВІДІ
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Алгебра L над полем F називається (лiвою) алгеброю Лейбнiца, якщо друга бiнарна операцiя 
(комутування [ , ]) задовольняє тотожнiсть Лейбнiца

[[ , ], ] [ ,[ , ] [ ,[ , ]]a b c a b c b a c= −  для усіх , ,a b c L∈ .

Алгебри Лейбнiца є узагальненням алгебр Лi. Дiйсно, алгебра Лейбнiца L є алгеброю Лi тодi 
i тiльки тодi, коли [a, a] = 0 для кожного елемента a ∈ L. З огляду на це ми можемо розгляда-
ти алгебри Лейбнiца як “не антикомутативний” аналог алгебр Лi.

Алгебри Лейбнiца вперше з’явилися в роботах А.М. Блоха [1—3], у яких вiн називав їх 
D-алгебрами. Однак тодi його дослiдження не були продовженi. Iнтерес до цього об’єкта 
зрiс пiсля роботи Д. Лодая [4], який i ввiв термiн “алгебра Лейбнiца” на честь Лейбнiца, який 
розглядав “тотожнiсть Лейбнiца” для диференцiювання функцiй. Алгебри Лейбнiца при-
родно виникають у деяких розділах диференцiальної геометрiї, алгебрi гомологiй, класичнiй 
алгебраїчнiй топологiї, алгебраїчнiй К-теорiї, некомутативнiй геометрiї та iн. Деякi роботи, 
що стосуються алгебр Лейбнiца, присвяченi вивченню гомологiчних проблем [5—7]. Теорiя 
алгебр Лейбнiца розвивається досить iнтенсивно, але дуже нерiвномiрно. З одного боку, 
деякi глибокi структурнi теореми були отриманi як аналоги вiдповiдних результатiв алгебр 
Лi. З iншого боку, є деякi питання, якi, здавалося б, повиннi розглядатися в першу чергу, 
навiть не починали дослiджуватися. Так, автори не змогли знайти робiт, якi мiстять загаль-
ний опис циклiчних пiдалгебр алгебр Лейбнiца. Знайдено роботи, якi мiстили опис для де-
яких частинних випадкiв, але загального результату не було. Тому ми вважаємо доцільним 
заповнити цю прогалину. Буде корисним нагадати деякi важливi поняття.
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Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F. Для непорожньої пiдмножини M алгебри L 
позначимо через M  пiдалгебру алгебри L, породжену множиною M.

Нехай A та B — пiдпростори L, тодi через [A, B] позначимо пiдпростiр, породжений усiма 
елементами вигляду [a, b], де a A∈ , b B∈ .

Алгебра Лейбнiца L має iдеал, який вiдiграє важливу роль в її будовi. Позначимо через 
Leib(L) пiдпростiр, породжений елементами [a, a], a L∈ . Пiдпростiр Leib(L) є iдеалом в L, i 
якщо H є таким iдеалом в L, що L/H є алгеброю Лi, то Leib(L) �  H. Iдеал Leib(L) називають 
ядром Лейбнiца алгебри L.

Зазначимо ще одну важливу властивiсть елементiв ядра Лейбнiца:

[ ], , 0a a x⎡ ⎤ =⎣ ⎦  для довiльних елементiв ,a x L∈ .

Нехай L — алгебра Лейбнiца. Визначимо нижнiй центральний ряд для L:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1L L L L L Lα α+ δ= γ γ γ γ γ… …� � � � � ,

де ( ) ( ) [ ]γ = γ =1 2, ,L L L L L , далi рекурсивно ( ) ( )1 ,L L Lα+ α⎡ ⎤γ = γ⎣ ⎦  для усiх порядкових α i 

( ) ( )L Lλ μ<λ μγ = γ∩  для граничних λ. Останнiй член ( )Lδγ  називають нижнiм гiпоцентром L.

Таким чином, якщо k — додатне цiле число, то [ ]γ = … …( ) ,[ , [ , ] ]k L L L L L  — лiвонормова-
ний комутант k екземплярiв L.

Алгебра Лейбнiца L називається нiльпотентною, якщо iснує додатне цiле k таке, що 
( )γ = 0k L . Бiльш детально, алгебру L будемо називати нiльпотентною з класом нiль по-

тентностi c, якщо ( )1 0c L+γ = , але ( ) 0c Lγ ≠ . Клас нiльпотентностi алгебри L будемо по-
значати через ncl(L).

Визначимо лiвий (вiдповiдно правий) центр ( )left Lζ  (вiдповiдно ( )right Lζ ) алгебри 
Лейбнiца L таким чином:

( )left { [ , ] 0L x L x yζ = ∈ =  для усiх }y L∈

(вiдповiдно

( )right { [ , ] 0L x L y xζ = ∈ =  для усiх }y L∈ ).

Слiд зазначити, що лiвий центр алгебри L є iдеалом. Бiльш того, Leib ( ) ( )leftL Lζ� , отже, 
( )leftL Lζ  є алгеброю Лi. У загальному випадку лiвий та правий центри є рiзними, бiльш 

того, лiвий центр є iдеалом на вiдмiну вiд правого центру, який у загальному випадку не є 
iдеалом. Вiдповiдний приклад можна знайти в роботi [8].

Центр ( )Lζ  алгебри L визначається таким чином:

( ) { [ , ] 0 [ , ]L x L x y y xζ = = =∈  для усіх }y L∈ .

Центр є iдеалом в L, що, зокрема, дає змогу розглядати фактор-алгебру ( )L Lζ .
Алгебру Лейбнiца L називають абелевою, якщо =[ , ] 0x y , для усiх елементiв ,x y L∈ . За-

значимо, що лiвий та правий центри є абелевими пiдалгебрами.
Визначимо верхнiй центральний ряд

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 10 L L L L L L Lα α+ λ ∞= ζ ζ ζ ζ ζ ζ = ζ… …� � � � � �
алгебри Лейбнiца L за такими правилами: ( ) ( )1 L Lζ = ζ  — центр L i рекурсивно 

( ) ( ) ( )( )1 L L L Lα+ α αζ ζ = ζ ζ  для усiх порядкових α та ( ) ( )λ μ<λ μζ = ζ∪L L  для граничних λ. 

За побудовою кожний член цього ряду є iдеалом в L. Останнiй член ( )L∞ζ  цього ряду нази-
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вають верхнiм гiперцентром алгебри L. Алгебра Лейбнiца L називається гiперцентральною, 
якщо вона збігається з верхнiм гiперцентром.

Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F i d ∈ L. Покладемо

( ) ( ) ( ) ( )+ ⎡ ⎤= = = ∈⎣ ⎦1 2 1ln , ln [ , ], ln , ln ,k kd d d d d d d d k N .

Цi елементи будемо називати лiвонормованими комутаторами елемента d. Слiд зазначити, 
що пiдалгебра d  є пiдпростором, породженим елементами ∈ln ( ),k d k N . Отже, маємо два 
природних випадки.

Елементи = ∈ln ( ),j jd d j N  є лiнiйно незалежними. Тодi пiдалгебра D d=  має ниж нiй 
центральний ряд

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 0j jD D D D D+= γ γ γ γ… …� � � � �
довжини ω i ( ) ,j t j tD Fd j Nγ = ⊕ ∈� . У цьому випадку будемо говорити, що елемент d має 
нескiнченну глибину.

Елементи = ∈ln ( ),j jd d j N  є лiйнiйно залежними, тодi пiдалгебра D d=  має скiн чен-
ну вимiрнiсть над полем F. У цьому випадку будемо говорити, що елемент d має скiнченну 
глибину. Нехай k — таке найменше натуральне число, що …1ln ( ), , ln ( )kd d  є лiнiйно неза-
лежними, але +…1 1ln ( ), , ln ( ), ln ( )k kd d d  лiнiйно залежнi. Можна показати, що у цьому разi

= +…+1ln ( ) ln ( )kD F d F d . Зокрема, пiдмножина …1{ln ( ), , ln ( )}kd d  складе базис для D i 
( )=dimF D k . У цьому випадку будемо говорити, що елемент d має глибину k.

Випадок, коли елемент d має скiнченну глибину, виявився бiльш рiзноманiтним, що i 
показує нижчесформульований результат.

Теорема 1. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, a ∈ L, D = ⟨a⟩. Припустимо, що еле-
мент a має скiнченну глибину. Тодi D є алгеброю одного з таких типiв:

(i) D = Fa — абелева, [a, a] = 0;
(ii) iснує натуральне k таке, що lnk(a) ≠ 0, але lnk+1(a) = 0, тобто D — нiльпотентна 

циклiчна алгебра;
(iii) D = V ⊕ U, де V — абелевий iдеал, ζleft( )V D� , U — нiльпотентна циклiчна пiдалгебра, 

[D, D] = V ⊕ [U, U] є абелевим iдеалом;

(iv) = ζ ⊕ ζleft right( ) ( )D D D , де =ζ = +…+left
2[ , ] ( ) ln ( ) ln ( )kD D D F a F a , ζ =right( )D Fc , 

для деякого c ∈ D i [c, y] = [a, y], для кожного ∈ζleft( )y D .
Iнший отриманий результат стосується “мiнiмальних” алгебр Лейбнiца, а саме таких ал-

гебр Лейбнiца, усi власнi пiдалгебри яких є алгебрами Лi.
Теорема 2. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F. Припустимо, що кожна власна пiд-

алгебра алгебри L є лiєвою алгеброю. Тодi L є алгеброю, одного з таких типiв:
(i) L є алгеброю Лi;
(ii) iснує натуральне k таке, що lnk(a) ≠ 0, але lnk+1(a) = 0, тобто L є нiльпотентною;

(iii) L = V ⊕ U, де V — абелевий iдеал, ζleft( )V D� , U = Fu i [u, u] = 0, V = Fv + Fv1 i 
[u, v] = v1, [u, v1] = 0.

Оскільки кожна абелева алгебра Лейбнiца є алгеброю Лi, маємо 
Наслiдок. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F. Припустимо, що кожна власна пiд-

алгебра алгебри L є абелевою. Тодi L є алгеброю одного з таких типiв:
(i) L є алгеброю Лi, у якої кожна власна пiдалгебра є абелевою;
(ii) знайдеться натуральне k таке, що lnk (a) ≠ 0, але lnk+1(a) = 0, тобто L є нiль по-

тентною;
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(iii) L = V ⊕ U, де V є абелевим iдеалом, ζleft( )V L� , U = Fu i [u, u] = 0, V = Fv + Fv1 i 
[u, v] = v1, [u, v1] = 0.

Цей результат означає, що опис алгебр Лейбнiца, усi власнi пiдалгебри яких є абелеви-
ми, може бути застосований i на випадок алгебр Лi з такими ж обмеженнями на пiдалгебри. 
Такi алгебри Лi можуть бути або простими, або розв’язними. Розв’язнi мiнiмальнi неабелевi 
алгебри Лi (навiть розв’язнi мiнiмальнi алгебри Лi, якi не є нiльпотентними) були описанi 
в [9—11]. Простi мiнiмальнi неабелевi алгебри Лi дослiджувалися в [12, 13], але їх повний 
опис залишається вiдкритою проблемою.
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О НЕКОТОРЫХ “МИНИМАЛЬНЫХ” АЛГЕБРАХ ЛЕЙБНИЦА

Получено описание алгебр Лейбница, все подалгебры которых являются алгебрами Ли, и алгебр Лейбница, 
все собственные подалгебры которых абелевы.
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ON SOME “MINIMAL” LEIBNIZ ALGEBRAS

The description of the Leibniz algebras, whose proper subalgebras are Lie algebras, and the Leibniz algebras, whose 
proper subalgebras are Abelian, is obtained.
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