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Изучается одна известная проблема об описании экстремальных конфигураций, кото-
рые максимизируют произведение внутренних радиусов взаимно непересекающихся об-
ластей.
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Пусть N, R — множество натуральных и вещественных чисел соответственно, C — компле-
ксная плоскость, C = C

∪
{∞} — расширенная комплексная плоскость или сфера Римана,

R+ = (0,∞). Пусть χ(t) = (t + t−1)/2, t ∈ R+ — функция Жуковского. Пусть r(B, a) —
внутренний радиус области B ⊂ C, относительно точки a ∈ B [1–6].

Системой непересекающихся областей называется конечный набор произвольных обла-
стей {Bk}nk=1, n ∈ N, n > 2, таких, что Bk ⊂ C, Bk

∩
Bm = ∅, k ̸= m, k, m = 1, n.

Систему точек An := {ak ∈ C, k = 1, n}, n ∈ N, n > 2, назовем n-лучевой, если |ak| ∈ R+

при k = 1, n, 0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Введем обозначения αk :=
1

π
arg

ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n,

n∑
k=1

αk = 2.

Для произвольной n-лучевой системы точек An = {ak}nk=1 рассмотрим следующий
“управляющий” функционал:

M(0)(An) :=

n∏
k=1

χ

(∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣1/(2αk)
)
|ak|.

© Г. П. Бахтина, И. Я. Дворак, И. В. Денега, 2016

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2016, №1 7



В данной работе рассматривается задача об экстремизации функционала

Jn(γ) = [r(B0, 0)r(B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r(Bk, ak) (1)

при γ > 0, n > 2 на множестве всех систем взаимно непересекающихся областей {Bk}n+1
k=0

таких, что ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, (n+ 1), a0 = 0, an+1 = ∞.
При γ = 1/2 и n > 2 оценка для функционала (1) для систем непересекающихся областей

была впервые получена в работе [6]. В работе [7] результат [6] был усилен при γ ∈ (0, n2/8],
n > 2. Задача об оценке функционала (1) при начальных значениях натурального параме-
тра n также рассматривалась в [8, 9]. В данной работе получены оценки функционала (1)
при n = 2, 5 на более широком интервале значений параметра γ.

Теорема 1. Пусть n = 2, 5, 0 < γ 6 γn, γ2 = 0,72, γ3 = 1,40, γ4 = 2,27, γ5 = 3,33.
Тогда для 0 < γ 6 γn любой n-лучевой системы точек An = {ak}nk=1, n = 2, 5, такой, что
M(0)(An) = 1 и любого набора взаимно непересекающихся областей B0, Bk, B∞ (a0 = 0 ∈
∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C) справедливо неравенство

[r(B0, 0)r(B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r(Bk, ak) 6 [r(Λ0, 0)r(Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r(Λk, λk),

где области Λ0, Λ∞, Λk и точки 0, ∞, λk (k = 1, n, n = 2, 5) — круговые области и,
соответственно, полюсы квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −γw
2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Доказательство теоремы 1. Применяя к системе точек {ak}nk=1 и областей {Bk}nk=1

кусочно-разделяющее преобразование, развитое в [4, с. 120], [5, с. 48–50], аналогично рабо-
там [6, 8, 9, 10], получаем неравенство

Jn(γ) 6 2n

(
n∏
k=1

αk

)[
n∏
k=1

Φ(τk)

]
6 4

γ

[
n∏
k=1

τ
2τ2k+2

k |1− τk|−(1−τk)2(1 + τk)
−(1+τk)

2

]
,

где Φ(τ) = τ2τ
2 |1− τ |−(1−τ)2(1 + τ)−(1+τ)2 , τ > 0, τk =

√
γαk, k = 1, n.

Пусть

Ψ(x) = x2x
2+2|1− x|−(1−x)2(1 + x)−(1+x)2 и F (x) = ln(Ψ(x)).

Рассмотрим экстремальную задачу

n∏
k=1

Ψ(xk) −→ max,

n∑
k=1

xk = 2
√
γ, xk = αk

√
γ.

Пусть X(0) = {x(0)k }
n

k=1
— произвольный экстремальный набор точек выше указанной зада-

чи. Далее, следуя работе [11], получаем

F ′(x
(0)
k ) = F ′(x

(0)
j ), k, j = 1, n, (2)
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Рис. 1. График функции y = F ′ (x)

F ′(x) = 4x ln(x)− 2(x− 1) ln |x− 1| − 2(x+ 1) ln(x+ 1) +
2

x

(рис. 1). На основании соотношения (2) и следуя работе [11], докажем, что

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)n .

Пусть F ′(x) = t, y0 6 t < 0, y0 ≈ −1,06. Найдем решение уравнения F ′(x) = tk, k =
= 1, 20. Для ∀tk ∈ [y0, 0) уравнение имеет два решения: x1(t) ∈ (0, x0], x2(t) ∈ (x0,∞].

Таблица 1

k tk x1(tk) x2(tk) x1(tk) + x2(tk+1) 2x1(tk)+x2(tk+1) 3x1(tk)+x2(tk+1) 4x1(tk)+x2(tk+1)

1 −0,10 0,595614 1,588941
2 −0,15 0,603048 1,416199 2,011813 2,607427 3,203041 3,798655
3 −0,20 0,610729 1,310498 1,913546 2,516594 3,119642 3,722690
4 −0,25 0,618678 1,237691 1,848420 2,459149 3,069878 3,680607
5 −0,30 0,626917 1,184045 1,802723 2,421401 3,040079 3,65875
6 −0,35 0,635472 1,142792 1,769709 2,396626 3,023543 3,650460
7 −0,40 0,644375 1,110153 1,745625 2,381097 3,016569 3,652041
8 −0,45 0,653662 1,083829 1,728204 2,372579 3,016954 3,661329
9 −0,50 0,663378 1,062338 1,716000 2,369662 3,023324 3,676986

10 −0,55 0,673576 1,044684 1,708062 2,371440 3,034818 3,698196
11 −0,60 0,684325 1,030184 1,703760 2,377336 3,050912 3,724488
12 −0,65 0,695709 1,018378 1,702703 2,387028 3,071315 3,755678
13 −0,70 0,707842 1,008999 1,704708 2,400417 3,096126 3,791835
14 −0,75 0,720873 1,002054 1,709896 2,417738 3,125580 3,833422
15 −0,80 0,735017 0,997389 1,718262 2,439135 3,160008 3,880881
16 −0,85 0,750597 0,990083 1,725100 2,460117 3,195134 3,930151
17 −0,90 0,768137 0,979982 1,730579 2,481176 3,231773 3,982370
18 −0,95 0,788621 0,966394 1,734531 2,502668 3,270805 4,038942
19 −1,00 0,814378 0,947119 1,735740 2,524361 3,312982 4,101603
20 −1,06 0,884406 0,884406 1,698784 2,513162 3,327540 4,141918
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Рассмотрим следующие значения t: t1 = −0,1, t2 = −0,15, t3 = −0,2, t4 = −0,25, . . .,
t18 = −0,95, t19 = −1,00, t20 = y0. Непосредственные вычисления приведены в табл. 1.
Учитывая свойства функции F ′(x) и условия теоремы, получаем следующее неравенство:
x1(t)+x2(t) > x1(tk)+x2(tk+1) > 2

√
γn, tk 6 t 6 tk+1, k = 1, 20, n = 2, 5. Отсюда, используя

значения, приведенные в табл. 1, получаем, что теорема 1 доказана при всех 0 < γ 6 γn.
Далее, аналогично рассуждениям работы [11] имеем, что для экстремального набора X(0)

возможен только случай, когда {x(0)k }
n

k=1
∈ (0, x0], x0 ≈ 0,88441, n = 2, 5, и, следовательно,

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)n . Утверждение о знаке равенства проверяется непосредственно.

Теорема 1 доказана.
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ния.
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Про добуток внутрiшнiх радiусiв взаємно неперетинних областей

Вивчається одна загальна проблема про опис екстремальних конфiгурацiй, якi максимiзу-
ють добуток внутрiшнiх радiусiв взаємно неперетинних областей.

Ключовi слова: внутрiшнiй радiус, неперетиннi областi, n-променева система точок, “керу-
ючий” функцiонал, квадратичний диференцiал.
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About the product of inner radii of pairwise non-overlapping domains

A general problem of the description of extremal configurations maximizing the product of the inner
radii of mutually non-overlapping domains is studied.

Keywords: inner radius, non-overlapping domains, n-radial system of points, “control” functional,
quadratic differential.
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