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Процеси народження та поширення кореляцiй
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Розглянуто проблему строгого опису еволюцiї станiв квантових систем багатьох ча-
стинок за допомогою кореляцiйних операторiв. Побудовано непертурбативний розв’язок
задачi Кошi для iєрархiї нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь для послiдовностi маргiнальних
кореляцiйних операторiв, якими описуються процеси народження та поширення коре-
ляцiй. Також в границi самоузгодженого поля встановлено асимптотичну поведiнку
побудованих маргiнальних кореляцiйних операторiв.

Ключовi слова: кореляцiйний оператор, група нелiнiйних операторiв, нелiнiйна iєрархiя
ББГКI, квантове кiнетичне рiвняння, границя самоузгодженого поля.

Вiдомо, що еволюцiя станiв квантових систем багатьох частинок може бути описана за
допомогою маргiнальних (s-частинкових) операторiв густини або в термiнах маргiналь-
них кореляцiйних операторiв. Традицiйно маргiнальнi кореляцiйнi оператори визначаються
кластерними розкладами маргiнальних операторiв густини. Фiзична iнтерпретацiя маргi-
нальних кореляцiйних операторiв пов’язана з тiєю обставиною, що макроскопiчнi харак-
теристики вiдхилень вiд середнiх значень спостережуваних в мiкроскопiчному масштабi
визначаються такими операторами [1, 2].

В повiдомленнi розглядається проблема строгого опису еволюцiї станiв квантових систем
багатьох частинок за допомогою маргiнальних кореляцiйних операторiв, якими описуються
процеси народження та поширення кореляцiй. Одна з вiдкритих проблем теорiї еволюцiйних
рiвнянь систем багатьох частинок полягає в побудовi розв’язку задачi Кошi для iєрархiї
нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь для послiдовностi маргiнальних кореляцiйних операторiв
i дослiдженнi його властивостей, зокрема, скейлiнгової асимптотичної поведiнки.

Зауважимо, що загально прийнятий пiдхiд до встановлення скейлiнгової асимптотичної
поведiнки квантових систем багатьох частинок грунтується на дослiдженнi скейлiнгової
границi розв’язку квантової iєрархiї рiвнянь ББГКI для маргiнальних операторiв густини
побудованого методами теорiї збурень [3, 4] (строгi результати з кiнетичної теорiї зiткнень —
[5, 6]).

Нехай простiр L1(FH) =
∞⊕
n=0

L1(H⊗n) — простiр послiдовностей f = (f0, f1, . . . , fn, . . .)

ядерних операторiв, f0 ∈ C, визначених на просторi Фока FH з такою нормою: ∥f∥L1(FH) =

=
∞∑
n=0

Tr1,...,n|fn(1, . . . , n)|, де символом Tr1,...,n позначено частиннi слiди оператора fn ≡

≡ fn(1, . . . , n) ∈ L1(Hn), визначеного на n-частинковому гiльбертовому просторi Hn = H⊗n.
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Пiдпростiр фiнiтних послiдовностей вироджених операторiв iз нескiнченно диференцiйова-
ними ядрами з компактними носiями позначимо L1

0(FH).
На просторi L1(Hn) визначено однопараметричне вiдображення

R1 ∋ t 7→ G∗
n(t)fn

.
= e−itHnfne

itHn , (1)

де самоспряжений оператор Hn — гамiльтонiан системи n частинок, якi задовольняють
статистику Максвелла — Больцмана, i використано систему одиниць, де h = 2π~ = 1 —
постiйна Планка, m = 1 — маса частинок. Обернену групу операторiв до групи G∗

n(t) будемо
позначати (G∗

n)
−1(t) = G∗

n(−t).
На пiдпросторi L1

0(Hn) iнфiнiтезимальний генератор N ∗
n групи операторiв (1) визнача-

ється в сенсi сильної збiжностi простору L1(Hn) оператором

lim
t→0

1

t
(G∗

n(t)fn − fn) = −i(Hnfn − fnHn)
.
= N ∗

nfn, (2)

який має таку структуру:

N ∗
n =

n∑
j=1

N ∗(j) + ϵ
n∑

j1<j2=1
N ∗

int(j1, j2),

де оператор N ∗(j) — генератор рiвняння фон Неймана у випадку вiльної еволюцiї; опе-
ратор N ∗

int визначається через оператор парного потенцiалу взаємодiї Φ такою формулою:
N ∗

int(j1, j2)fn
.
= −i(Φ(j1, j2)fn − fnΦ(j1, j2)) та ϵ > 0 — скейлiнговий параметр [2].

На просторi L1(FH) визначено таке однопараметричне нелiнiйне вiдображення:

G(t; 1, . . . , s | f) .
=

∑
P: (1,...,s)=

∪
j
Xj

A|P|(t, {X1}, . . . , {X|P|})
∏

Xj⊂P

f|Xj |(Xj), s > 1, (3)

де символом
∑

P: (1,...,s)=
∪
j
Xj

позначено суму за всiма можливими розбиттями P множини iн-

дексiв (1, . . . , s) ≡ Y на |P| непорожнiх пiдмножин Xj ⊂ Y , якi не перетинаються, множина
({X1}, . . . , {X|P|}) складається з елементiв, якi є пiдмножинами Xj ⊂ Y , тобто |({X1}, . . .,
{X|P|})| = |P|. Твiрним оператором A|P|(t) розкладу (3) є |P|-го порядку кумулянт груп
операторiв (1), який визначено таким розкладом:

A|P|(t, {X1}, . . . , {X|P|})
.
=

∑
P′ : ({X1},...,{X|P|})=

∪
k
Zk

(−1)|P
′|−1(|P′| − 1)!

∏
Zk⊂P′

G∗
|θ(Zk)|(t, θ(Zk)), (4)

де вiдображення декластерiзацiї θ визначено формулою θ({X1}, . . . , {X|P|}) = (1, . . . , s).
На просторi L1(FH) вiдображення (3) утворює обмежену сильно неперервну групу не-

лiнiйних операторiв, iнфiнiтезимальний генератор якої визначається формулою

N (1, . . . , s | g(t)) .
= N ∗

s gs(t, 1, . . . , s) +

+ ϵ
∑

P: (1,...,s)=X1
∪

X2

∑
i1∈X1

∑
i2∈X2

N ∗
int(i1, i2)g|X1|(t,X1)g|X2|(t,X2), (5)
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де ϵ > 0 — скейлiнговий параметр, символом
∑

P: Y=X1
∪

X2

позначено суму за всiма можли-

вими розбиттями P множини iндексiв (1, . . . , s) ≡ Y на двi непорожнi пiдмножини X1 ⊂ Y
i X2 ⊂ Y , якi не перетинаються, та оператор N ∗

s визначено на пiдпросторi L1
0(Hs) фор-

мулою (2).
Для початкових даних з простору L1(FH) групою нелiнiйних операторiв (3) визначає-

ться непертурбативний розв’язок задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь фон Неймана для послi-
довностi кореляцiйних операторiв [7]:

g(t, 1, . . . , s) = G(t; 1, . . . , s | g(0)), s > 1, (6)

де g(0) = (g0, g
0,ϵ
1 , . . . , g0,ϵn , . . .) — послiдовнiсть кореляцiйних операторiв, якою описується

початковий стан квантової системи не фiксованої (довiльної) кiлькостi частинок. Зауважи-
мо, що кореляцiйнi оператори визначаються кластерними розкладами операторiв густини
(ядра операторiв густини вiдомi як матрицi густини), якi є розв’язком рiвнянь фон Нейма-
на [2].

В термiнах послiдовностi кореляцiйних операторiв (6) маргiнальнi (s-частинковi) коре-
ляцiйнi оператори визначаються такими розкладами в ряд:

Gs(t, 1, . . . , s)
.
=

∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+nG(t; 1, . . . , s+ n | g(0)), s > 1. (7)

Згiдно з оцiнкою: ∥G(t; 1, . . . , s | f)∥L1(Hs) 6 s!e2scs, де c ≡ e3max
(
1, max

P: Y=
∪
i
Xi

∥f|Xi|∥L1(H|Xi|)

)
,

ряд (7) iснує i справедлива така нерiвнiсть: ∥Gs(t)∥L1(Hs) 6 s!(2e2)scs
∞∑
n=0

(2e2)ncn.

Еволюцiя всiх можливих станiв квантових систем багатьох частинок, якi задовольняють
статистику Максвелла–Больцмана, описується за допомогою послiдовностi G(t) = (I,G1(t),
G2(t), . . . , Gs(t), . . .) ∈ L1(FH) маргiнальних кореляцiйних операторiв (7), яка задовольняє
задачу Кошi для iєрархiї нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь (нелiнiйна iєрархiя ББГКI):

∂

∂t
Gs(t, Y ) = N (Y | G(t)) + Trs+1

∑
i∈Y

N ∗
int(i, s+ 1)×

×

(
Gs+1(t, Y, s+ 1) + ϵ

∑
P: (Y,s+1)=X1

∪
X2,

i∈X1;s+1∈X2

G|X1|(t,X1)G|X2|(t,X2)

)
, (8)

Gs(t)
∣∣
t=0

= G0,ϵ
s , s > 1. (9)

У iєрархiї еволюцiйних рiвняннь (8) оператор N (Y | G(t)) визначається формулою (5),
ϵ > 0 — скейлiнговий параметр та використано введенi вище позначення.

Непертурбативний розв’язок задачi Кошi (8), (9) зображується такою послiдовнiстю
самоспряжених операторiв:

Gs(t, Y ) =

∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+nA1+n(t; {Y }, s+ 1, . . . , s+ n | G(0)), s > 1, (10)
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де G(0) = (I,G0,ϵ
1 (1), . . ., G0,ϵ

s (1, . . . , s), . . .) — послiдовнiсть початкових маргiнальних ко-
реляцiйних операторiв. Твiрний оператор A1+n(t; {Y }, s + 1, . . . , s + n | G(0)) розкладу
в ряд (10) визначається кумулянтом (1 + n)-го порядку груп нелiнiйних операторiв (3)

A1+n(t; {Y }, s+ 1, . . . , s+ n | G(0))
.
=

.
=

∑
P: ({Y },s+1,...,s+n)=

∪
k
Xk

(−1)|P|−1(|P| − 1)!G(t; θ(X1) | . . .G(t; θ(X|P|) | G(0)) . . .), (11)

де G(t; θ(X1) | . . .G(t; θ(X|P|) | G(0)) . . .) — композицiя нелiнiйних вiдображень (3) вiдповiд-
них невзаємодiючих пiдсистем частинок, наприклад,

G(t; 1 | G(t; 2 | f)) = A1(t, 1)A1(t, 2)f2(1, 2),

G(t; 1, 2 | G(t; 3 | f)) =

= A1(t, {1, 2})A1(t, 3)f3(1, 2, 3) + A2(t, 1, 2)A1(t, 3)(f1(1)f2(2, 3) + f1(2)f2(1, 3)).

Наведемо приклади розкладiв (11). Кумулянт першого порядку груп нелiнiйних опера-
торiв (3) є групою нелiнiйних операторiв (3), тобто

A1(t; {1, . . . , s} | G(0)) = G(t; 1, . . . , s | G(0)),

у випадку s = 2 кумулянт другого порядку груп нелiнiйних операторiв (1) зображується
таким розкладом:

A1+1(t; {1, 2}, 3 | G(0)) = G(t; 1, 2, 3 | G(0))− G(t; 1, 2 | G(t; 3 | G(0))) =

= A1+1(t, {1, 2}, 3)G0,ϵ
3 (1, 2, 3) +

+ (A1+1(t, {1, 2}, 3)− A1+1(t, 2, 3)A1(t, 1))G
0,ϵ
1 (1)G0,ϵ

2 (2, 3) +

+ (A1+1(t, {1, 2}, 3)− A1+1(t, 1, 3)A1(t, 2))G
0,ϵ
1 (2)G0,ϵ

2 (1, 3) +

+ A1+1(t, {1, 2}, 3)G0,ϵ
1 (3)G0,ϵ

2 (1, 2) + A3(t, 1, 2, 3)G
0,ϵ
1 (1)G0,ϵ

1 (2)G0,ϵ
1 (3),

де оператор A3(t, 1, 2, 3) = A1+1(t, {1, 2}, 3)− A1+1(t, 2, 3)A1(t, 1)− A1+1(t, 1, 3)A1(t, 2) — ку-
мулянт третього порядку груп операторiв (1).

Один з пiдходiв до побудови розкладу в ряд (10) для маргiнальних кореляцiйних опе-
раторiв полягає в застосуваннi до їх визначення (7) кластерних розкладiв груп нелiнiйних
операторiв (3) за кумулянтами (11). Дiйсно, зображуючи твiрнi оператори ряду (10) у фор-
мi кластерних розкладiв:

G(t; 1, . . . , s+ n | f) =
∑

P: (1,...,s+n)=
∪
k
Xk

A|X1|(t;X1 | . . .A|X|P||(t;X|P| | f) . . .), n > 0, (12)

згiдно з визначенням послiдовностi початкових кореляцiйних операторiв g(0) = (I, g0,ϵ1 (1),
. . . , g0,ϵn (1, . . . , n), . . .) в термiнах початкових маргiнальних кореляцiйних операторiв виводи-
мо вираз (10). Розв’язки рекурсивних спiввiдношень (12) зображуються розкладами (11).
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Справедливе таке твердження. Якщо max
n>1

∥G0,ϵ
n ∥L1(Hn) < (2e3)−1, тодi у випадку обмеже-

ного потенцiалу взаємодiї для t ∈ R розв’язок задачi Кошi для нелiнiйної iєрархiї
ББГКI (8), (9) визначається послiдовнiстю маргiнальних кореляцiйних операторiв, якi зо-
бражуються розкладами в ряд (10). Якщо G0,ϵ

n ∈ L1
0(Hn), n > 1, тодi така послiдовнiсть

є сильним розв’язком, для довiльних початкових даних G0,ϵ
n ∈ L1(Hn), n > 1, — слабким

розв’язком.
Наведемо деякi властивостi маргiнальних кореляцiйних операторiв (10), якими опису-

ються процеси народження та поширення кореляцiй.
У випадку початкових станiв, якi визначаються послiдовнiстю маргiнальних кореляцiй-

них операторiв G(c) = (0, G0,ϵ
1 , 0, . . . , 0, . . .), тобто станiв статистично незалежних частинок,

згiдно з визначенням (11), маргiнальнi кореляцiйнi оператори (10) зображуються такими
розкладами:

Gs(t, 1, . . . , s) =

∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+nAs+n(t; 1, . . . , s+ n)

s+n∏
i=1

G0,ϵ
1 (i), s > 1, (13)

де твiрним оператором As+n(t) ряду (13) є (s+n)-го порядку кумулянт груп операторiв (1).
У термiнах маргiнальних (s-частинкових) операторiв густини, кластернi розклади яких ви-
значаються маргiнальними кореляцiйними операторами:

F 0,ϵ
s (1, . . . , s) =

∑
P: (1,...,s)=

∪
i
Xi

∏
Xi⊂P

G0,ϵ
|Xi|(Xi), s > 1,

зазначений початковий стан описується послiдовнiстю F (c) =
(
I, F 0,ϵ

1 (1), . . . ,
n∏

i=1
F 0,ϵ
1 (i), . . .

)
,

i у випадку послiдовностi (13) маргiнальнi оператори густини зображуються такими роз-
кладами в ряд (непертурбативний розв’язок задачi Кошi для квантової iєрархiї ББГКI [2]):

Fs(t, 1, . . . , s) =
∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+nA1+n(t; {Y }, s+ 1, . . . , s+ n)

s+n∏
i=1

F 0,ϵ
1 (i), s > 1,

де твiрним оператором A1+n(t) є (1 + n)-го порядку кумулянт груп операторiв (1).
У просторi L1(FH) твiрнi оператори (11) розкладу в ряд (10) можуть бути зображенi

в формi редукованих кумулянтiв груп нелiнiйних операторiв (3), а саме [8],

U1+n(t; {1, . . . , s}, s+ 1, . . . , s+ n | G(0))
.
=

n∑
k=0

(−1)k
n!

k!(n− k)!
×

×
∑

P: (θ({1,...,s}),s+1,...,s+n−k)=
∪
i
Xi

A|P|(t, {X1}, . . . , {X|P|})
k∑

k1=0

k!

k1!(k − k1)!
. . .×

×
k|P|−2∑

k|P|−1=0

k|P|−2!

k|P|−1!(k|P|−2−k|P|−1)!
G0,ϵ

|X1|+k−k1(X1, s+n−k+1, . . . , s+n−k1) . . .×

×G0,ϵ
|X|P||+k|P|−1

(X|P|, s+ n− k|P|−1 + 1, . . . , s+ n). (14)
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Зауважимо, що непертурбативний розв’язок (10) задачi Кошi для нелiнiйної iєрархiї
ББГКI (8) або в формi (14) може бути перетворено до ряду теорiї збурень внаслiдок засто-
сування аналогiв рiвнянь Дюамеля для кумулянтiв (4) груп операторiв (1).

Опишемо процеси народження та поширення кореляцiй квантових систем багатьох ча-
стинок в наближеннi самоузгодженого поля. З цiєю метою встановимо асимптотичну по-
ведiнку в скейлiнговiй границi самоузгодженого поля маргiнальних кореляцiйних операто-
рiв (10).

Розглянемо початковi стани, якi визначаються одночастинковим (маргiнальним) опера-
тором густини та кореляцiйними операторами

G(cc) =

(
I,G0,ϵ

1 (1), gϵ2(1, 2)

2∏
i=1

G0,ϵ
1 (i), . . . , gϵn(1, . . . , n)

n∏
i=1

G0,ϵ
1 (i), . . .

)
, (15)

де операторами gϵn(1, . . . , n) ≡ gϵn ∈ L1
0(Hn), n > 2, визначаються кореляцiї початкових ста-

нiв. Пiдкреслимо, що зазначене припущення (15) стосовно початкового стану є типовим для
кiнетичного опису систем багатьох частинок, зокрема, конденсованi стани систем частинок
характеризуються кореляцiями [1].

Нехай iснує границя самоузгодженого поля початкового одночастинкового оператора
густини в такому сенсi

lim
ϵ→0

∥ϵG0,ϵ
1 − g01∥L1(H) = 0, (16)

i вiдповiдно для початкових кореляцiйних операторiв:

lim
ϵ→0

∥gϵn − gn∥L1(Hn) = 0, n > 2. (17)

У випадку початкових станiв (15) для одночастинкового кореляцiйного оператора (10),
тобто,

G1(t, 1) =

∞∑
n=0

1

n!
Tr2,...,1+nA1+n(t)g

ϵ
n+1(1, . . . , n+ 1)

n+1∏
i=1

G0,ϵ
1 (i),

де твiрний оператор A1+n(t) ≡ A1+n(t, 1, . . . , n + 1) є (n + 1)-го порядку кумулянтом груп
операторiв (1), iснує границя самоузгодженого поля в такому сенсi

lim
ϵ→0

∥ϵG1(t)− g1(t)∥L1(H) = 0,

де граничний одночастинковий кореляцiйний оператор зображується розкладом в ряд

g1(t, 1) =

∞∑
n=0

t∫
0

dt1 . . .

tn−1∫
0

dtnTr2,...,n+1G∗
1(t− t1, 1)N ∗

int(1, 2)×

×
2∏

j1=1

G∗
1(t1 − t2, j1) . . .

n∏
in=1

G∗
1(tn − tn, in)

n∑
kn=1

N ∗
int(kn, n+ 1)

n+1∏
jn=1

G∗
1(tn, jn)×

×
∑

P: (1,...,n+1)=
∪

i Xi

∏
Xi⊂P

g|Xi|(Xi)
n+1∏
i=1

g01(i), (18)
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який для обмежених потенцiалiв взаємодiї є збiжним за нормою простору L1(H) на скiнче-
ному промiжку часу: t < t0 ≡ (2∥Φ∥L(H2)∥g

0
1∥L1(H))

−1.
Оператор (18) є слабким розв’язком задачi Кошi для квантового кiнетичного рiвняння

з початковими кореляцiями типу кiнетичного рiвняння Власова:

∂

∂t
g1(t, 1) = N ∗(1)g1(t, 1) +

+ Tr2N ∗
int(1, 2)

2∏
i1=1

G∗
1(t, i1)(g2(1, 2) + I)

2∏
i2=1

(G∗
1)

−1(t, i2)g1(t, 1)g1(t, 2), (19)

g1(t)|t=0 = g01, (20)

де оператори N ∗(1) та N ∗
int(1, 2) визначенi згiдно з формулою (2). Зазначимо, що виведене

кiнетичне рiвняння є немарковським квантовим кiнетичним рiвнянням. Для чистих станiв
рiвняння (19) зводиться до кiнетичного рiвняння Хартрi з початковими кореляцiями.

За сформульованих вище умов (16), (17) на початковий стан (15) iснує границя само-
узгодженого поля маргiнальних кореляцiйних операторiв (10):

lim
ϵ→0

∥ϵsGs(t)− gs(t)∥L1(Hs) = 0, s > 2,

де граничний маргiнальний кореляцiйний оператор gs(t) визначається такою формулою:

gs(t, 1, . . . , s) =

s∏
i1=1

G∗
1(t, i1)gs(1, . . . , s)

s∏
i2=1

(G∗
1)

−1(t, i2)

s∏
j=1

g1(t, j), s > 2, (21)

в якiй граничний одночастинковий кореляцiйний оператор g1(t) зображується рядом (18).
Отже, в наближеннi самоузгодженого поля в процесi еволюцiї системи новi кореляцiї не

народжуються за виключенням тих, якi породжуються початковими кореляцiями. У випад-
ку початкових станiв системи статистично незалежних частинок кiнетичне рiвняння (19)
є квантовим рiвнянням Власова, а властивiсть (21) описує процес поширення початкового
хаосу.

Доведення отриманих результатiв (18) та (21) грунтується на вiдповiдних граничних
формулах для кумулянтiв асимптотично збурених груп операторiв (1) та використаннi яв-
ного вигляду твiрних операторiв розкладу в ряд (10) маргiнальних кореляцiйних операто-
рiв. Отриманi результати можуть бути поширенi на системи багатьох бозонiв або фермiонiв
подiбно до роботи [7].

Зауважимо, що послiдовнiсть граничних маргiнальних кореляцiйних операторiв (18),
(21) є розв’язком квантової iєрархiї рiвнянь Власова [8], якою в границi самоузгодженого
поля описується послiдовнiсть маргiнальних кореляцiйних операторiв (10) у випадку до-
вiльних початкових станiв.

Вiдмiтимо також, що в роботах [9, 10] було розвинуто два iнших пiдходи до опису про-
цесу поширення початкових кореляцiй в скейлiнговiй границi самоузгодженого поля. В ро-
ботi [9] властивiсть поширення початкових кореляцiй було встановлено за допомогою опису
еволюцiї квантової системи багатьох частинок в термiнах маргiнальних спостережуваних,
а в роботi [10] така властивiсть доведена в iнший спосiб, а саме, в термiнах одночастинко-
вого оператора густини, який визначався розв’язком узагальненого квантового кiнетичного
рiвняння з початковими кореляцiями.
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Процессы рождения и распространения корреляций в квантовых
многочастичных системах

В сообщении рассмотрена проблема строгого описания эволюции состояний многочасти-
чных систем на основе корреляционных операторов. Построено непертурбативное реше-
ние задачи Коши для иерархии нелинейных эволюционных уравнений дляпоследовательности
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маргинальных корреляционных операторов, которыми описываются процессы рождения и
распространения корреляций. Также установлено асимптотическое поведение в пределе са-
мосогласованного поля построенных маргинальных корреляционных операторов.

Ключевые слова: корреляционный оператор, группа нелинейных операторов, нелинейная
иерархия ББГКИ, квантовое кинетическое уравнение, предел самосогласованного поля.

V. I. Gerasimenko

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kiev
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Processes of creation and propagation of correlations in quantum
many-particle systems

The communication deals with the problem of a rigorous description of the evolution of states of
quantum many-particle systems by means of the correlation operators. We construct a nonper-
turbative solution of the Cauchy problem of the hierarchy of nonlinear evolution equations for a
sequence of marginal correlation operators, which describe the processes of creation and propagation
of correlations. Moreover, the mean field asymptotic behavior of the constructed marginal correlati-
on operators is established.

Keywords: correlation operator, group of nonlinear operators, nonlinear BBGKY hierarchy, quan-
tum kinetic equation, mean field limit.
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