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В работе изучается спектр линейного самосопряженного оператора, который является одно-
мерным возмущением самосопряженного оператора, причем спектр последнего представ-
ляет собой объединение дискретного простого спектра и абсолютно непрерывной части,
при этом предполагается, что непрерывная часть спектра содержит конечное число лакун.
Исследуется задача об одномерном возмущении такого оператора, причем нас интересует
случай попадания дискретного спектра как в лакуну, так и на непрерывную часть спектра.

1. Пусть A — линейный самосопряженный оператор, действующий в гильбертовом про-
странстве H. Рассмотрим одномерное возмущение оператора A,

Bh = Ah+ c⟨h, φ⟩φ, (1)

где h и φ из H, а c ∈ R, c ̸= 0, ∥φ∥ = 1.
Резольвента Rλ(B) оператора B выражается через резольвенту Rλ(A) оператора A фор-

мулой [1]

Rλ(B)f = Rλ(A)f − ⟨Rλ(A)f, φ⟩
1
c + ⟨Rλ(A)φ,φ⟩

Rλ(A)φ, (2)

где f из H.
Особенностями резольвенты Rλ(B) могут быть точки спектра оператора A и нули фун-

кции m(λ), где

m(λ) =
1

c
+ ⟨Rλ(A)φ,φ⟩. (3)

Справедлива следующая теорема [1].
Теорема 1. Пусть A — линейный самосопряженный полуограниченный снизу опе-

ратор, действующий в бесконечномерном сепарабельном гильбертовом пространстве H,
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спектр которого прост и состоит из счетного числа изолированных точек, {αi}∞i=1, зану-
мерованных в порядке возрастания, Ahk = αkhk, αk ̸= αs, k ̸= s, hk⊥hs, ⟨hk, hs⟩ = δks, ∀k.
Пусть оператор B имеет вид (1), при этом ξk = ⟨φ, hk⟩ ̸= 0, ∀k. Тогда спектр операто-
ра B состоит из счетного числа изолированных точек {βi}∞i=1, которые перемежаются
с числами {αi}∞i=1, т. е., на каждом интервале (αk, αk+1) существует единственное соб-
ственное значение оператора B, причем если c > 0, то α1 < β1 < α2 < β2 < . . . , а при
c < 0, соответственно, β1 < α1 < β2 < α2 < . . . .

2. Пусть A — линейный самосопряженный оператор, действующий в гильбертовом про-
странстве H. Рассмотрим оператор B — одномерное возмущение оператора A вида (1).
Предположим, что оператор A разлагается в прямую сумму операторов A = Ac

⊕
Ad, где

Ac имеет абсолютно непрерывный спектр σ(Ac), а Ad — ограниченный оператор с простым
дискретным спектром σ(Ad) = {αi}∞i=0, причем σ(Ac)

∩
σ(Ad) = ∅. Как известно [2, 3], при

одномерном возмущении спектр σ(Ac) оператора A не меняется. Следующие теоремы да-
ют условия наложения спектра возмущенного оператора B на непрерывную часть спектра
исходного.

Обозначим

αmin = min
i

αi, αmax = max
i

αi. (4)

Теорема 2. Пусть σ(Ac) = (−∞, b] — спектр оператора Ac, причем b < αmin < . . . <
< αmax, где αmin, αmax имеют вид (4). Тогда, чтобы существовало собственное значение β
оператора B такое, что β < b (наложение на σ(Ac)), достаточно, чтобы выполнялось
условие

c < b− αmax.

Теорема 3. Пусть σ(Ac) = [a,∞) — спектр оператора Ac, причем αmin < . . . < αmax <
< a, где αmin, αmax имеют вид (4). Тогда, чтобы существовало собственное значение β
оператора B такое, что β > a, достаточно, чтобы выполнялось условие

c > a− αmin.

Теорема 4. Пусть σ(Ac) = [a, b] — спектр оператора Ac, причем, a < b < αmin < . . . <
< αmax (или αmin < . . . < αmax < a < b), где αmin, αmax имеют вид (4). Тогда, чтобы
существовало собственное β значение оператора B такое, что a < β < b, необходимо,
чтобы выполнялось условие

a− αmin < c < b− αmax.

Теорема 5. Пусть σ(Ac) = [a, b] — спектр оператора Ac, причем αmin < . . . < αk <
< a < b < αk+1 < . . . < αmax, где αmin, αmax имеют вид (4). Тогда, чтобы существовало
собственное β значение оператора B такое, что a < β < b, достаточно, чтобы выпол-
нялись условия∑

i6k

|ξi|2 >
(
1

c
+

1

αk+1 − a

)
(αk+1 − a)(a− αmin)

αk+1 − αmin
,

∑
i>k

|ξi|2 >
(

1

b− αk
− 1

c

)
(αmax − b)(b− αk)

αmax − αk
.
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Доказательства теорем 2–5 основано на изучении вещественных нулей функции m(λ),

m(x) =
1

c
+
∑ |ξi|2

αi − x
,

где ξi = ⟨φ, hi⟩ (1 6 i 6 ∞) — координаты вектора φ в базисе, состоящем из ортонормиро-
ванных собственных векторов {hi}∞i=1 оператора Ad.

Таким образом, в работе получены условия наложения дискретной части спектра на
абсолютно непрерывную часть при одномерном возмущении.
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Про поведiнку дискретного спектра при одновимiрному збуреннi

Дослiджено випадок накладення дискретної частини спектра лiнiйного оператора на абсо-
лютно безперервну частину при одновимiрному збуреннi.
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The behavior of a discrete spectrum at a one-dimensional perturbation

The case of the overlay of a discrete part of the spectrum of a linear operator on an absolutely
continuous part at a one-dimensional perturbation is studied.
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