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Про еквiвалентнiсть збурень оператора
диференцiювання функцiями вiд оператора Помм’є
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У просторах функцiй, аналiтичних у довiльних зiркових вiдносно початку координат
областях комплексної площини, дослiдженi умови еквiвалентностi двох операторiв, якi
є збуреннями оператора диференцiювання функцiями вiд оператора Помм’є. Описано ко-
мутанти таких операторiв, а також встановлено їхню гiперциклiчнiсть та хаоти-
чнiсть.

Ключовi слова: Оператор Помм’є, еквiвалентнi оператори, гiперциклiчний оператор,
хаотичний оператор.

У класичнiй працi Ж. Дельсарта, Ж.-Л. Лiонса [1] доведено еквiвалентнiсть у про-
сторi цiлих функцiй довiльних двох диференцiальних операторiв одного i того ж порядку
з одиничними старшими коефiцiєнтами. Цей результат узагальнювався в рiзних напрям-
ках. Аналогiчне твердження в [2, 3] доведене рiзними методами для операторiв, що дiють
у просторах функцiй, аналiтичних у кругових областях, а в [4, 5] — для диференцiальних
операторiв скiнченного порядку вiдносно узагальненого диференцiювання. В роботах [6, 8]
дослiджувалися умови еквiвалентностi рiзних збурень степенiв диференцiальних операто-
рiв у просторах функцiй, якi аналiтичнi в кругових областях. Для розв’язання цих задач
були розробленi рiзнi методи, але всi вони використовували специфiку простору аналiти-
чних функцiй у кругових областях, а саме можливiсть зображення функцiй з вiдповiдно-
го простору у виглядi сум степеневих рядiв. Значно менше вивченi умови еквiвалентностi
диференцiальних операторiв у просторах функцiй, якi аналiтичнi в довiльних областях.
В роботах [9, 10] дослiдженi умови еквiвалентностi узагальненого оператора Данкла, який
є збуренням оператора диференцiювання певним рiзницевим оператором, до оператора ди-
ференцiювання в просторi функцiй, аналiтичних в областях. У данiй роботi цi результати
узагальнюються на деякий ширший клас операторiв.

Нехай G — довiльна область комплексної площини. Через H(G) позначимо простiр усiх
аналiтичних в областi G функцiй, що надiлений топологiєю компактної збiжностi, а сим-
волом L(H(G)) — множину всiх лiнiйних неперервних операторiв, що дiють в H(G). Через
H′(G) позначатимемо спряжений простiр до H(G). Вивчимо в просторi H(G) умови еквi-
валентностi двох операторiв виду

(Af)(z) = f ′(z) + L
ζ

[
f(z)− f(ζ)

z − ζ

]
, (1)

© Ю.С. Лiнчук, 2016

20 ISSN 1025-6415 Dopov. Nac. akad. nauk Ukr., 2016, №6



де L ∈ H′(G). Зазначимо, що у випадку 0 ∈ G формулою (∆f)(z) = (f(z)−f(0))/z при z ̸= 0
i (∆f)(0) = f ′(0) визначається оператор Помм’є ∆, який лiнiйно та неперервно дiє в H(G).
В [11] показано, що загальний вигляд лiнiйних неперервних операторiв T ∈ L(H(G)), якi
переставнi з оператором ∆, дається формулою

(Tf)(z) = L
ζ

[
zf(z)− ζf(ζ)

z − ζ

]
, (2)

в якiй L пробiгає множину H′(G). Для довiльного функцiонала L ∈ H′(G) виконується рiв-

нiсть L
ζ

[
f(z)− f(ζ)

z − ζ

]
= ((∆T )f)(z), де T визначається формулою (2). Оператор (2) є певною

функцiєю вiд оператора Помм’є ∆ [12]. Тому оператор виду (1) є збуренням диференцiаль-
ного оператора деякою функцiєю вiд оператора Помм’є.

Нехай G — довiльна однозв’язна область комплексної площини, а (Gn)
∞
n=1 — послiдов-

нiсть однозв’язних областей, кожна з яких обмежена замкненою спрямною жордановою

кривою, яка апроксимує зсередини область G, тобто Gn ⊂ Gn+1, G =
∞∪
n=1

Gn. Нагадаємо,

що простiр H({G) складається з функцiй, якi є аналiтичними на множинi {G. Функцiя
l(λ) ∈ H({G) тодi i тiльки тодi, коли iснує n ∈ N таке, що функцiя l(λ) є аналiтичною на
множинi C \ Gn i l(∞) = 0. У [13] показано, що мiж функцiоналами L ∈ H′(G) i функцi-
ями l(λ) ∈ H({G) iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть, яка встановлюється формулою
l(λ) = L[1/(λ − z)]. При цьому функцiя l(λ) називається характеристичною для функцiо-
нала L. Наведемо спочатку деякi допомiжнi твердження.

Лема 1. Нехай G — довiльна однозв’язна область комплексної площини, а l(λ) ∈
∈ H({G), причому lim

λ→∞
λl(λ) = 0. Тодi iснує єдина функцiя l1(λ) ∈ H({G), для якої ви-

конується рiвнiсть l′1(λ) = l(λ) в {G.
З використанням леми 1 встановлено, що в просторi H(G) довiльний оператор виду (1)

є еквiвалентним до оператора B, який дiє за правилом (Bf)(z) = f ′(z) + a(∆f)(z), де a =
= L(1). Через l(λ) позначимо характеристичну функцiю функцiонала L. Тодi, застосовуючи
лему 1 до функцiї l2(λ) = l(λ)−a/λ, одержимо, що iснує функцiя l3(λ) з простору H({G), для
якої в {G виконується рiвнiсть l′3(λ) = l2(λ). Покладемо m(λ) = el3(λ)/λ. Оскiльки l3(λ) ∈
∈ H({G), то iснує функцiонал M ∈ H′(G), для якого m(λ) є характеристичною функцiєю.
Тодi оператор T , який дiє за правилом

(Tf)(z) =M
ζ

[
zf(z)− ζf(ζ)

z − ζ

]
,

є iзоморфiзмом простору H(G), оскiльки функцiяm(λ) ̸= 0 в {G. Iзоморфiзм T є оператором
перетворення оператора A у B, тобто виконується рiвнiсть TA = BT . Отже, є правильним
твердження.

Теорема 1. Нехай G — довiльна однозв’язна область комплексної площини, яка мi-
стить початок координат i функцiонал L ∈ H′(G). Тодi оператор A, який визначає-
ться формулою (1), еквiвалентний у просторi H(G) оператору B, який дiє за правилом
(Bf)(z) = f ′(z) + a(∆f)(z), де a = L(1).

Для комплексного числа z i цiлого невiд’ємного n через (z)n позначимо символ Похга-
мера, тобто (z)n = z(z + 1) . . . (z + n − 1) при n > 1, (z)0 = 1.

ISSN 1025-6415 Доп. НАН України, 2016, №6 21



Лема 2. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат область компле-
ксної площини i a ∈ C. Для того щоб оператор B, який дiє за правилом (Bf)(z) = f ′(z) +
+ a(∆f)(z), був еквiвалентним у просторi H(G) оператору диференцiювання d/dz необхi-
дно i достатньо, щоб a ∈ C \ {−n : n ∈ N}.

Необхiднiсть умови леми 2 випливає з того, що розмiрностi ядер еквiвалентних опера-
торiв однаковi. Для доведення достатностi використовується дiагональний оператор Pa+1,
який на степенях z дiє за правилом Pa+1(z

n) = ((a+ 1)n/n!)z
n, n = 0, 1, . . .. При виконаннi

умов леми 2 оператор Pa+1 продовжується до iзоморфiзму простору H(G) [9]. Залишається

скористатися рiвнiстю Pa+1B =
d

dz
Pa+1.

З леми 2 та транзитивностi вiдношення еквiвалентностi операторiв одержуємо, що є пра-
вильними такi твердження.

Наслiдок 1. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат область ком-
плексної площини, а Bj = d/dz + aj∆, де aj ∈ C, причому aj ̸= −n, n ∈ N, j = 1, 2. Тодi
оператори B1 та B2 є еквiвалентними в просторi H(G).

Наслiдок 2. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат область компле-
ксної площини, а Bj = d/dz + aj∆, де aj ∈ C, j = 1, 2, причому a1 ̸= −n, n ∈ N, а a2 = −m
для деякого m ∈ N. Тодi оператори B1 та B2 не є еквiвалентними в просторi H(G).

Лема 3. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат область комплексної
площини, а Bj = d/dz + aj∆, де aj ∈ {−n : n ∈ N}, j = 1, 2, причому a1 ̸= a2. Тодi
оператори B1 та B2 не є еквiвалентними в просторi H(G).

З теореми 1 та лем 2, 3 випливає основний результат цiєї роботи.
Теорема 2. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат область ком-

плексної площини i функцiонали Lj ∈ H′(G), j = 1, 2. Для того щоб оператор (A1f)(z) =
= f ′(z)+L1

ζ
[(f(z)−f(ζ))/(z−ζ)] був еквiвалентним у просторi H(G) оператору (A2f)(z) =

= f ′(z) + L2
ζ
[(f(z) − f(ζ))/(z − ζ)] необхiдно i достатньо, щоб виконувалася одна з таких

умов:
1◦ L1(1) = L2(1);
2◦ L1(1), L2(1) ∈ C \ {−n : n ∈ N}.
Наслiдок 3. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат область ком-

плексної площини i функцiонал L ∈ H′(G). Для того щоб оператор A, який визначається
формулою (1), був еквiвалентним у просторi H(G) оператору диференцiювання d/dz не-
обхiдно i достатньо, щоб виконувалася умова L(1) ∈ C \ {−n : n ∈ N}.

Застосуємо одержанi результати до опису комутанта оператора (1).
Теорема 3. Нехай G — довiльна обмежена та зiркова вiдносно початку координат

область комплексної площини, функцiонал L ∈ H′(G) i виконується умова L(1) ∈ C\
{−n : n ∈ N}. Для того щоб оператор T ∈ L(H(G)) був переставним з оператором A,
який визначається формулою (1), необхiдно i достатньо, щоб вiн зображався формулою

T =

∞∑
n=0

cnA
n, (3)

де c(t) =
∞∑
n=0

cnt
n — цiла функцiя з класу [1, 0].

Наведемо деякi означення i поняття теорiї динамiчних систем [14]. Нехай T — деякий
оператор з класу L(H(G)). Функцiя f ∈ H(G) називається гiперциклiчним елементом опе-

22 ISSN 1025-6415 Dopov. Nac. akad. nauk Ukr., 2016, №6



ратора T , якщо система функцiй (Tnf)∞n=0 є щiльною в просторi H(G). Оператор T називає-
ться гiперциклiчним, якщо вiн має гiперциклiчний елемент. Функцiя f ∈ H(G) називається
перiодичним елементом оператора T , якщо для деякого натурального n виконується рiв-
нiсть Tnf = f . Оператор T називається хаотичним, якщо вiн має щiльну в H(G) множину
перiодичних елементiв.

Теорема 4. Нехай G — довiльна обмежена та зiркова вiдносно початку координат
область комплексної площини, функцiонал L ∈ H′(G) i виконується умова L(1) ∈ C\
{−n : n ∈ N}. Якщо c(t) =

∞∑
n=0

cnt
n — цiла функцiя з класу [1, 0], яка вiдмiнна вiд сталої, то

оператор T , який зображається формулою (3), є гiперциклiчним i хаотичним у просторi
H(G).
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13. Köthe G. Dualität in der Funktionentheorie // J. Reine Angew. Math. – 1953. – 191. – P. 30–49.
14. Grosse-Erdmann K.G. Universal families and hypercyclic operators // Bull. Amer. Math. Soc. – 1999. –

36, No 3. – P. 345–381.

References

1. Delsartes J., Lions J. L. Comment. Math. Helv., 1957, 32, No 2: 113–128.
2. Fage M.K. Operator-analytical functions of one independent variable, Lviv: Lviv State University Publ.,

1959 (in Ukrainian).
3. Fishman К.М. Uspehi mat. nauk, 1964, 19, No 5: 143–147 (in Russian).
4. Fishman К.М. Mat. Sb., 1965, 68, No 1: 63–74 (in Russian).
5. Tkachenko V.A. Sib. Math. J., 1979, 20, No 1: 109–118.
6. Kushnirchuk I. F., Nagnibida N. I., Fishman K.M. Funktsional. Anal. i Prilozheniya, 1974, 8, No 2: 83–84

(in Russian).

ISSN 1025-6415 Доп. НАН України, 2016, №6 23



7. Salem N.B., Kallel S. Complex Variables, Theory and Application, 2005, 50, No 3: 195–210.
8. Maldonado M., Prada J., Senosiain M. J. J. Nonlinear Math. Phys., 2008, 15, No 3: 345–352.
9. Linchuk Yu. S. Mat. metody ta fiz.-mekh. polya, 2014, 57, No 4: 7–17 (in Ukrainian).

10. Linchuk Yu. S. Dopov. NAN Ukraine, 2014, No 3: 25–28 (in Ukrainian).
11. Linchuk N.E. Mat. Zametki, 1988, 44, No 6: 794–802 (in Russian).
12. Linchuk N.E., Linchuk S. S. Ukr. Math. Bull., 2008, 5, No 2: 193–202 (in Ukrainian).
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Об эквивалентности возмущений оператора дифференцирования
функциями от оператора Поммье

В пространствах функций, аналитических в произвольных звездных относительно начала
координат областях комплексной плоскости, исследованы условия эквивалентности двух
операторов, которые являются возмущениями оператора дифференцирования функциями
от оператора Поммье. Описаны коммутанты таких операторов, а также доказана их ги-
перцикличность и хаотичность.

Ключевые слова: Оператор Поммье, эквивалентные операторы, гиперцикличный оператор,
хаотичный оператор.
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On the equivalence of perturbations of a differential operator by
functions of the Pommiez operator

We establish the conditions of equivalence of two operators that are perturbations of the differential
operator by functions of the Pommiez operator in the spaces of functions analytic in arbitrary
starlike domains of the complex plane with respect to the origin. We describe the commutants of
the operators and establish their hypercyclicity and chaoticity.

Keywords: Pommiez operator, equivalent operators, hypercyclic operator, chaotic operator.
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