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Получены аналитические решения задач осушения и увлажнения колонки грунта с уг-
лубленным учетом влияния зоны аэрации на фильтрационный процесс. Рассчитаны 
фильтрационные характеристики для трех классов мелкодисперсных грунтов. Показа-
но, что упрощенное описание межзонного водообмена может приводить к значитель-
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При научном обосновании алгоритма управления водным режимом безнапорных водо-
носных пластов, как правило, внимание акцентируется на положении и динамике уровня 
грунтовых вод (УГв) [1–3]. особое отношение к уровенному режиму осушаемых или ув-
лажняемых грунтов в первую очередь объясняется тем, что его удается достоверно прог-
нозировать, основываясь на сравнительно простых фильтрационных моделях. слабым 
местом у таких моделей часто является одна из важнейших статей баланса грунтовых 
вод, а именно, их обмен с почвенными водами в зоне аэрации. следует подчеркнуть, 
что теоретический анализ подобного водообмена, а, по сути, влияния гравитационных, 
капиллярных и сорбционных сил на фильтрационный процесс выполнять сложно ввиду 
существенной нелинейности математических моделей влагопереноса. и естественно, что 
действенным инструментом для их исследований являются численные, а не аналитичес-
кие методы. Благодаря их применению при наличии необходимого информационного 
обеспечения удается прежде всего рассчитывать с высокой точностью влажность среды 
и поток влаги в пределах ненасыщенной зоны. При моделировании действия дренажных 
устройств ключевое значение приобретает указанный поток на ее нижней границе. кроме 
того, данные численных расчетов влажностных характеристик позволяют формализо-
вать соответствие между интенсивностью межзонного водообмена и УГв. известно, что 
режимы влажности и УГв хотя и неоднозначно, но все-таки тесно взаимосвязаны [4]. 
Фактически однозначная связь между ними при осушении устанавливается только после 
стекания из зоны аэрации всей гравитационной влаги. кстати, вопросы физического 
и биологического испарения влаги в данной работе не затрагиваются. тогда конечный 
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(стационарный) профиль влажности будет тождественен кривой водоудерживания. от-
клонение же промежуточных профилей от стандартного обусловлено запаздывающим 
характером движения влаги. ее задержка зависит главным образом от интенсивности 
водно-физических процессов, мерой которой может служить скорость перемещения УГв 

 в работе [5] предложено конструировать аппроксимационные выражения для ин-
тенсивности межзонного водообмена W, учитывая ее преимущественную зависимость от 
отметки УГв H и ско рости  [6, 7], следующим образом

где функции водоотдачи  и водонасыщения  в соответствии с мультипликативным 
принципом принимаются в таком виде:

Здесь знак “–’’ под корнем и коэффициент  отвечают осушению грунта, а знак “+’’ 
там же и  – увлажнению. определяющее значение в (2) имеют, по существу, предельные 
функции  которые характеризуют максимальные при данном положении УГв 
водоотдачу и водонасыщение грунта. согласно (2), они достигаются при бесконечно мед-
ленном перемещении УГв, так что вся гравитационная влага при осушении успевает из 
зоны аэрации стечь на свободную поверхность, а при увлажнении перейти там же в капил-
лярно или сорбционно связанное состояние. тогда в указанной зоне имеет место равновес-
ное распределение влажности, которое, кстати, существенно зависит от направленности 
водно-физических процессов. таким образом, для определения вышеупомянутых функций 
достаточно предварительно задаться основной гидрофизической характеристикой (оГх), 
которая устанавливает однозначную связь между влажностью  и (всасывающим) давле-
нием  в равновесных условиях. Наибольшим авторитетом у почвоведов, мелиораторов 
пользуется эмпирическая четырехпараметрическая формула Генухтена [8]

где  – полная за вычетом защемленного воздуха и остаточная влагоемкости. именно 
на ее основе создан полный банк данных по эмпирическим коэффициентам  
и дополнительно коэффициенту фильтрации k. все изученные мелкодисперсные грунты 
в зависимости от относительного содержания в них трех основополагающих фракций 
(глина, ил, песок) разделены на двенадцать классов и каждому из них приписан набор 
репрезентативных значений указанных коэффициентов [9–11]. тогда для любого класса 
грунта в соответствии (3) рекомендуется для предельной функции водоотдачи принимать

(1)

(2)

(3)

(4)
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где M – отметка поверхности земли. в условиях увлажнения грунта равновесная влаж-
ность  заметно отличается от  используя соотношение между ними [12, 13]

для предельной функции водонасыщения получено следующее выражение

динамичность водно-физических процессов в выражениях для функции  
нашла отражение в множителях, содержащих производные  характерные значе-
ния входящих в них коэффициентов  найдены путем сопоставления результатов чис-
ленных и аналитических расчетов для всех двенадцати классов. кроме того, указанные 
коэффициенты дифференциированы в зависимости от скорости движения свободной по-
верхности.

Базовые для теоретического анализа уровенного режима одномерные уравнения пред-
ставляют развернутую форму условия сопряжения потоков на межзонной границе [14]. 
исходя из равенства здесь скоростей фильтрации и влагопереноса, в случае осушения 
грунта за счет постоянного пониженного напора в основании колонки грунта  получено 
уравнение относительно H в таком виде

Увлажнение же колонки грунта благодаря созданию на ее дне постоянного повышен-
ного напора  можно описать уравнением

к уравнениям (6), (7) присоединяется единое начальное условие

где возможные значения  находятся в пределах между отметками водоупора и поверх-
ностью земли. другие встречающиеся на практике ситуации, когда образуется поверхнос-
тный слой воды или влажность грунта всюду меньше  не рассматриваются.

Прежде всего разрешается уравнение (6) относительно  так что

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)



54 ISSN 1025-6415 Dopov. Nac. acad. nauk Ukr., 2016, № 9

отсюда с учетом (8) следует искомое решение в виде такой обратной функции

вид зависимости (10) несколько упрощается, если ввести безразмерные переменные и 
параметры:      тогда окончательно 
формула (10) будет

из (11) вытекают два частных случая. так, при 

если же не принимать во внимание запаздывание влаги  то

относительный фильтрационный расход  в пределах насыщенной зоны будет одина-
ковым и при известной зависимости  должен рассчитываться по формуле

Промежуточных вычислений здесь можно избежать, если в (11) принять

Аналогичным образом выведена зависимость, описывающая подъем УГв в колонке 
грунта,

отсюда при 
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и наконец,

опираясь на уравнения (11), (15), легко решать практические задачи понижения или 
подъема УГв до заданной отметки  за оптимальное время  обеспечивающие необхо-
димый темп перемещения УГв напоры  определяются простым подбором из указан-
ных уравнений после соответствующей конкретизации в них значений t и H.

инженерные расчеты фильтрационных характеристик в безнапорных пластах обычно 
базируются на линеаризованных моделях. При этом нелинейность, связанная с межзонным 
водообменом, устраняется благодаря замене функций  их осредненными аналогами – 
коэффициентами водоотдачи  и недостатка насыщения  тогда, пренебрегая 
задержкой влаги в зоне аэрации, при перемещении УГв в пределах от отметки H до поверх-
ности земли указанные коэффициенты будут

если грунт в течение расчетного периода насыщен неполностью, так что крайние от-
метки  H меньше M, то значения функциональных коэффициентов  приходится 
пересчитывать [5, 15] и, например, при подъеме УГв с отметки  будет

тогда динамика УГв просто рассчитывается по известной формуле

Здесь связь показателей межзонного водообмена с положением УГв учтена лишь частично, 
так как при выводе (18) коэффициенты  рассматривались как постоянные величины.

Приведенные выше зависимости иллюстрируются расчетами ряда примеров. для них 
выбраны грунты с легким механическим составом – чисто песчаный, суглинистый песок, 
опесчаненный суглинок. такие грунты имеют высокую проницаемость, а поэтому фильтра-
ционные процессы обычно протекают в них со сравнительно большой скоростью. Пред-
метом расчетов стали относительные величины – отметка УГв в осушаемой или увлаж-
няемой колонке грунта, а также расход притекающей в зону аэрации влаги. изначально 
были зафиксированы такие значения исходных параметров: M = 2,  = 2 при осушении 
и  = 0 при увлажнении,   остальные параметры  
варьировались, а их репрезентативные значения для вышеупомянутых грунтовых классов 
сведены в табл. 1 [1].

снижение УГв при нулевом напоре в основании колонки определялось по формулам 
(11), (13) и (18), а соответствующие расчетные кривые представлены на рис. 1. кроме 

(17)

(18)
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значений коэффициента  согласно табл. 1, также для него в случае песчаного грунта ис-
пользовано значение 0 (кривая 2). сопоставление кривых 2  и 4  показыва-
ет, что игнорирование запаздывания стекания влаги на свободную поверхность обусловли-
вает значительную погрешность в расчетах уровенного режима. так, УГв достигнет дна 
колонки при  к моменту времени  если же , то  0,358. очевидно, 
что УГв будет перемещаться медленнее при худшей проницаемости грунта, чем и объяс-
няется взаимное расположение кривых 1, 3, 4. данные вычислений по (13) и (18) совпали 
вследствие принятия  таким образом упрощенная трактовка функций водообмена 
как функциональных осредненных коэффициентов может также приводить к серьезным 
ошибкам при вычислении УГв. Эта ошибка еще более возрастет, если указанные коэффи-
циенты считать постоянными. расход  в данных условиях не меняется и равен 1.

результаты расчетов увлажнения грунтов заметно отличаются от описанных выше, что 
объясняется существенной разницей в предельных ветвях оГх (для осушения и увлажне-
ния). кривые подъема УГв рассчитывались по формулам (15), (16), (18) и изображены на 
рис. 2. чтобы убедиться в важности учета подвижности УГв в его расчетах здесь, доста-
точно сравнить кривые 1  и 3  в таком случае погрешность при нахождении 
УГв из-за пренебрежения задержкой влаги оказывается порядка 15 %. специфичность 
оГх у грунтов с легким механическим составом заключается в том, что их влажность 
резко меняется только при малых значениях всасывающего давления. как следствие, 

Таблица 1. Значения исходных параметров

класс грунта a, м-1 n qs qr k, м/сут ad, сут0,5·м-0,5 aw, сут0,5·м-0,5

Песок 14,5 2,68 0,43 0,045 7,13 0,1837 0,0904
суглинистый 
песок

12,4 2,28 0,41 0,057 3,5 0,3056 0,1457

опесчаненный 
суглинок

7,5 1,89 0,41 0,065 1,06 0,5799 0,2688

рис. 1. снижение УГв со временем: 1 – грунт III; 2, 4 – грунт I; 3 – грунт II; 1, 3, 4 – ad > 0; 2 – 
ad = 0
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даже при значительных колебаниях глубоко залегающего в песке УГв предельные фун-
кции  мало чувствительны к его положению. их же осреднение способно при-
водить к минимальным ошибкам в расчетах фильтрационных характеристик, но только 
при условии, что подвижность УГв слабо сказывается на функциях водообмена. На рис. 
2 данные его вычислений для грунта I по (16) и (18) показаны одной линией. Более грубо 
определяется расход , если не учитывать запаздывание в развитии зоны аэрации. его 
характерные изменения со временем демонстрирует рис. 3. кривые  получены при 
ранее установленных по формуле (17) зависимостях  и заданном  ввиду  = 0 
в начальный момент времени расход оказался неограниченно большим, но резко снижался 

рис. 2. Подъем УГв со временем: 1, 3 – грунт I; 2, 4 – грунт II; 5, 6 – грунт III; 1–3, 5 – по (15); 
1, 2, 5 – aw > 0; 3 – aw = 0; 3, 4, 6 – по (18)

рис. 3. относительный фильтрационный расход при увлажнении колонки грунта: 1, 3 – грунт I; 
2, 4 – грунт II; 5, 6 – грунт III; 1, 3, 4, 6 – по (15), (17); 1 – при aw = 0; 3, 4, 6 – при aw > 0; 1, 
2, 5 – по (17), (18)
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со временем. тем не менее, ошибки при вычислении  вследствие  слабо зависят 
от  и остаются в течение всего расчетного периода стабильно большими (свыше 30 %).

У грунтов, относящихся к следующим после песка двум по порядку классам и облада-
ющим в несколько раз худшей проницаемостью, форма оГх настолько отличается, что 
осреднение функций водообмена, а затем и использование в практических расчетах осред-
ненных коэффициентов становится неэффективным. в справедливости этого утвержде-
ния легко убедиться сравнив эталонные (без осреднения) кривые 2 и 5 на рис. 2; 4 и 6 – 
на рис. 3 с приближенными (с осреднением) соответственно 4 и 6 на рис. 2, 2 и 5 на рис. 3.

Подводя итоги, следует подчеркнуть, что при интенсивных водно-физических процес-
сах важно аккуратно учитывать не только потенциальную способность грунта аккуму-
лировать гравитационную влагу в зоне аэрации или отдавать ее, но и их динамичность, 
в частности, скорость перемещения УГв. Пренебрежение подвижностью УГв при опи-
сании водообмена между насыщенной и ненасыщенной зонами грунта может приводить 
к серьезным ошибкам в расчетах уровенного режима, расходной характеристики и при 
осушении, и при подпочвенном увлажнении. такого же порядка погрешности в вычис-
лениях фильтрационных характеристик следует ожидать и при традиционных способах 
осреднения функций водообмена. в дальнейшем предполагается углубленно учесть влия-
ние зоны аэрации на действие дренажных систем, что потребует аналитического решения 
уже двухмерных нелинейных задач фильтрации.
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Про моделювання водного режиму, що регулюється, 
в колонці грунту

Одержано аналітичні розв’язки задач осушення і зволоження колонки грунту з поглиб-
леним врахуванням впливу зони аерації на фільтраційний процес. Розраховано фільтра-
ційні характеристики для трьох класів дрібнодисперсних грунтів. Показано, що спроще-
ний опис міжзонного водообміну може призводити до значних похибок у фільтраційних 
розрахунках водного режиму, що регулюється.

Ключові слова: грунт, фільтрація, вологоперенос, вологообмін, водовіддача, водонаси-
чення, рівенний режим.
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On the modeling of the controlled groundwater flow in a soil column

The analytical solutions of the problems of draining and wetting a soil column are got with 
regard for the aeration zone on the filtration. The filtration characteristics for three classes of 
fine-dispersed soils are obtained. Simplifying the description of the water exchange between two 
characteristic zones is shown to cause essential errors in calculations.

Keywords: soil, groundwater flow, moisture, water exchange, water capacity, water saturation, 
water table.
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