
3ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2017. № 6

МАТЕМАТИКА

© С.Л. Гефтер, А.Л. Пивень, 2017

1. Пусть X  и Y  — комплексные пространства Фреше, т.е. полные метризуемые локально 
выпуклые пространства, X∗ — сопряженное к X  пространство, ( , )L X Y  — пространство ли-
нейных непрерывных операторов, действующих из X  в Y , и ( )S Y  — пространство последо-
вательностей элементов из Y . Рассмотрим неявное разностное уравнение

1 , 0,1, 2, ...,n n nAx Bx g n+ + = =  (1)

где , ( , )A B L X Y∈  и 0{ } ( )n ng S Y∞
= ∈ .

Многочисленные результаты о существовании, единственности и представлении реше-
ний уравнения (1) в случае банаховых пространств ,X Y  и различных ограничениях на по-
следовательность 0{ }n ng ∞

=  описаны в [1—11] и в других работах. В настоящем сообщении 
получен критерий существования и единственности решения уравнения (1) в пространстве 
всех последовательностей ( )S Y  (см. следствие 1) и явная формула для решения (формула 
(9)). В случае банаховых пространств X  и Y  этот результат уточняется в следствии 2.

2. Предположим сначала, что X Y=  и рассмотрим частный случай уравнения (1):

1 , 0,1, 2, ...,n n nAx x f n+ = − =  (2)

где 0{ } ( )n nf S X∞
= ∈ . Через A∗ будем обозначать оператор, сопряженный к оператору A. В сле-

дующей теореме устанавливается необходимое и достаточное условие однозначной разре-
шимости уравнения (2) при любой заданной последовательности 0{ }n nf ∞

= .
Теорема 1. Для того чтобы разностное уравнение (2) имело единственное решение 

0{ }n nx ∞
=  при любой последовательности 0{ }n nf ∞

= , необходимо, а в случае слабой секвенци-
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альной полноты пространства X и достаточно, чтобы для любого линейного непрерывного 
функционала X∗φ∈  существовало такое число ( )k k= φ ∈N, что

( ) 0.kA∗ φ =  (3)

При этом решение уравнения (2) дается формулой

0

, 0,1, 2, ...,k
n n k

k

x A f n
∞

+
=

= =∑  (4)

где сходимость ряда в правой части равенства (4) понимается в топологии пространства 
Фреше X .

Доказательство. Необходимость. Пространство ( )S X  является пространством Фреше 
с метрикой

0 0
0

( , )1
({ } , { } ) ,

1 ( , )2
X n n

n n n n n
X n nn

d x y
d x y

d x y

∞
∞ ∞

= =
=

=
+∑

где ( , )Xd ⋅ ⋅  — метрика в X . Так как ( , )A L X X∈ , то линейный оператор

1: ( ) ( ), ( ) , ( )n n nF S X S X Fx x Ax x S X+→ = − ∈

является непрерывным в пространстве ( )S X . В силу предположения теоремы существу-
ет обратный оператор 1F − , определенный на всем пространстве Фреше ( )S X . Поэтому по 
теореме Банаха об обратном операторе оператор 1F −  также является непрерывным.

Для любых m ∈N и 0{ } ( )n nf f S X∞
== ∈  рассмотрим последовательность 0{ }m m

n nf f ∞
== ∈

( )S X∈ , где

, ,

0, .
nm

n

f n m
f

n m
⎧

= ⎨ >⎩

�

Непосредственной проверкой убеждаемся, что при любом m ∈N решением разност ного 
уравнения

1 , 0,1, 2, ...,m m m
n n nAx x f n+ = − =

является последовательность 0{ }m m
n nx x ∞

== , где

0

,     ,

0,                       .

m n
k

n km
n k

A f n m
x

n m

−

+
=

⎧
⎪= ⎨
⎪ >⎩

∑ �
 (5)

Это означает, что 1 m mF f x− = . Так как оператор 1F −  непрерывен и lim m

m
f f

→∞
=  в ( )S X , то в 

пространстве ( )S X  существует lim m

m
x

→∞
. В частности, отсюда получаем, что существует 

0lim m

m
x

→∞
. С учетом представления (5) для 0

mx  получаем, что ряд 
0

k
k

k

A f
∞

=
∑  сходится при любых 

( 0,1, 2, ...)kf X k∈ = . Положим k kf f= α , где f  — произвольный элемент из X , а 0{ }k k
∞

=α  — 
произвольная последовательность комплексных чисел. Тогда для любого линейного не-

прерывного функционала X∗φ∈  сходится числовой ряд 
0

( )k
k

k

A f
∞

=
α φ∑ . Следовательно, 
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lim ( ) 0k
k

k
A f

→∞
α φ = . В силу произвольности числовой последовательности 0{ }k k

∞
=α  полу-

чаем, что для любых f X∈ , X∗φ∈  найдется такое ( , )k k f= φ ∈N, что ( ) 0kA fφ = . 

Зафиксируем функционал X∗φ∈ . Для любого k ∈N рассмотрим замкнутое множество 

{ : ( ) 0}k
kX f X A f= ∈ φ = . Тогда 

1
k

k

X X
∞

=
=∪ . Поскольку X  — полное метрическое простран-

ство, то по теореме Бэра оно является множеством второй категории. Следовательно, при 
некотором ( )k k= φ ∈N множество kX  содержит шар

0 0( ) { : ( , ) }r XB x x X d x x r= ∈ .�

Поэтому ( ) 0kA xφ =  при всех 0( )rx B x∈ . Учитывая непрерывность операции умножения 
вектора на скаляр в пространстве Фреше, заключаем, что ( ) 0kA xφ =  при всех x X∈ , поэто-
му ( ) 0kA∗ φ = .

Достаточность. Рассмотрим последовательность векторов

0

m
k

m k
k

y A f X
=

= ∈ .∑
В силу условия (3) для любого функционала X∗φ∈  числовая последовательность

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
m m

k k
m k k

k k

y A f A f∗

= =
φ = φ = φ∑ ∑

стабилизируется: ( )( ) ( ), ( )m ky y m kφφ = φ φ� . Поэтому последовательность my  фундамента-
льна относительно слабой сходимости в X . Так как пространство X  является слабо сек-
венциально полным, то существует элемент 0x X∈ , к которому последовательность my  

слабо сходится. Это означает, что ряд 
0

k
k

k

A f
∞

=
∑  слабо сходится к элементу 0x . Аналогично по 

формуле (4) определяются элементы nx , где 1, 2, ...n = . Непосредственной подстановкой (4) 
в уравнение (2) с учетом непрерывности оператора A  проверяется, что последовательность 

0{ }n nx ∞
=  есть решение разностного уравнения (2).

Докажем единственность решения уравнения (2). Для этого рассмотрим однородное 
уравнение 

1 , 0,1, 2, ...n nAx x n+ = = . (6)

Тогда , , 0,1, 2, ...k
n n kx A x n k+= = . Отсюда с учетом (3) получаем, что ( ) 0nxφ =  

( 0,1, 2, ...)n = для любого функционала X∗φ∈ . В силу теоремы Хана—Банаха 0,nx =
0,1, 2, ...n = , т.е. однородное уравнение (6) имеет только тривиальное решение. Поэтому 

разностное уравнение (2) имеет единственное решение при любой последовательности 

0{ }n nf ∞
= . Отсюда из уже доказанной необходимости утверждения теоремы получаем, что ряд 

0

k
k

k

A f
∞

=
∑  сходится в топологии пространства X  при любых ( 0,1, 2, ...)kf X k∈ = . Сле до ва-

тельно, при любом n∈N ряд в правой части равенства (4) также сходится в топологии про-
странства X . Теорема полностью доказана.

Следующий пример показывает, что уравнение (2) может иметь единственное решение 
при любой последовательности 0{ }n nf ∞

= , но оператор A  может не быть нильпотентным.
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Пример 1. Пусть X s S= = (C) — пространство всех числовых последовательностей, 
A  — оператор сдвига: если 0 1 2( , , , ...)u u u u s= ∈ , то 0 1 2(0, , , , ...)Au u u u= . Оператор всюду 
определен и непрерывен в пространстве s , а само пространство s  является пространст-
вом Фреше. С помощью представлений , 0{ } ,n n m mx x ∞

==
 , 0{ }n n m mf f ∞

==  элементов из s урав-
не ние (2) переписывается в виде

, 0 , 0 1, 1 , ,, ,n n n m n m n mx f x x f m N+ −= = − ∈
 
N,   (n = 0, 1, 2, ...). (7)

Тогда при любых , 0{ }n n m mf f s∞
== ∈ (n = 0, 1, 2, ...) существует единственное решение nx =  

, 0{ } ( 0,1, 2, ...)n m mx s n∞
== ∈ = уравнения (2), которое определяется из соотношений (7):

, ,
0

, , 0,1, 2, ...
m

n m n k m k
k

x f n m+ −
=

= =∑ .

Однако оператор A  не является нильпотентным и, более того, 0nA x ≠  при всех n∈N  и 
0 x s≠ ∈ .

Следующая теорема показывает, что в частном случае, когда X  — банахово простран-
ство, существование и единственность решения уравнения (2) при любой заданной после-
довательности 0{ }n nf ∞

=  влечет за собой нильпотентность оператора A .
Теорема 2. Пусть X  — банахово пространство и ( , )A L X X∈ . Для того чтобы раз-

ностное уравнение (2) имело единственное решение 0{ }n nx ∞
=  при любой последовательности 

0{ }n nf ∞
= , необходимо и достаточно, чтобы оператор A  был нильпотентным. При этом если 

1r +  — индекс нильпотентности оператора A , то решение разностного уравнения (2) опре-
деляется формулой

0

, 0,1, 2, ...
r

k
n n k

k

x A f n+
=

= =∑ . (8)

3. Из теорем 1 и 2 вытекают следствия, устанавливающие соответствующие критерии 
существования и единственности решения уравнения (1).

Следствие 1. Для того чтобы разностное уравнение (1) имело единственное решение 

0{ }n nx ∞
=  при любой последовательности 0{ }n ng ∞

= , необходимо, а в случае слабой секвенци-
альной полноты пространства X  и достаточно, чтобы существовал обратный оператор 

1 ( , )B L Y X− ∈  и для любого линейного непрерывного функционала X∗φ∈  существовало такое 
( )k k= φ ∈N, что 1(( ) ) 0kB A− ∗ φ = . При этом решение уравнения (1) дается формулой

1 1

0

( ) , 0,1, 2, ...,k
n n k

k

x B A B g n
∞

− −
+

=
= − =∑  (9)

где сходимость ряда в правой части равенства (9) понимается в топологии пространства 
Фреше X .

Следствие 2. Пусть ,X Y  — банаховы пространства, , ( , )A B L X Y∈ . Для того чтобы 
разностное уравнение (1) имело единственное решение 0{ }n nx ∞

=  при любой последователь нос-
 ти 0{ }n ng ∞

= , необходимо и достаточно, чтобы существовал обратный оператор 1 ( , )B L Y X− ∈  
и оператор 1B A−  был нильпотентным. При этом если 1r +  — индекс нильпотентности опе-
ратора 1B A− , то решение разностного уравнения (1) определяется формулой

1 1

0

( ) , 0,1, 2, ...
r

k
n n k

k

x B A B g n− −
+

=
= − =∑ .
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Замечание 1. В условиях следствия 1 начальная задача 0x a X= ∈  для уравнения (1) 
разрешима в том и только в том случае, когда

1 1

0

( ) .k
k

k

a B A B g
∞

− −

=
= −∑
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НЕЯВНЕ ЛІНІЙНЕ РІЗНИЦЕВЕ РІВНЯННЯ 
У ПРОСТОРАХ ФРЕШЕ

Доведено критерій існування та єдиності розв’язку неявного лінійного різницевого рівняння  Axn +1 + Bxn =  
= gn з неперервними операторними коефіцієнтами A, B, що діють у просторах Фреше. Вказано явні фор-
мули для розв’язку цього рівняння. Отримані результати уточнюються для випадку банахових просторів.

Ключові слова: неявне різницеве рівняння, простір Фреше.
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IMPLICIT LINEAR DIFFERENCE EQUATION 
IN FRECHET SPACES

An criterion of the existence and the uniqueness for a solution of the implicit linear difference equation 
 
Axn +1 + 

+ Bxn = gn, where A and B are continuous operators, which act on Frechet spaces, is proved. Explicit formulas 
for the solution of this equation are found. For the case of Banach spaces, the results are specified.

Keywords: implicit difference equation, Frechet space.


