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Розглянуто підстановки, які редукують рівняння 2( ) ( ) ( )tt xx xu a t uu b t u c t u= + +  до системи звичайних дифе-
ренціальних рівнянь. Запропоновано ефективний метод інтегрування редукованих систем. Показано, що 
їх інтегрування зводиться до інтегрування системи лінійних рівнянь 1 1 1( )w t w″ = Φ , 2 2 2( )w t w″ = Φ , де 1( )tΦ , 

2( )tΦ  — довільні наперед задані функції.

Ключові слова: диференціальні рівняння, нелінійні гіперболічні рівняння, узагальнене відокремлення змінних.

У даній роботі розглядається задача побудови точних розв’язків нелінійного рівняння гі-
перболічного типу

2( ) ( ) ( )tt xx xu a t uu b t u c t u= + + , (1)

де коефіцієнти ( )a t , ( )b t , ( )c t  є функціями від t.
У роботах [1—4] для рівнянь з поліномінальною нелінійністю використовувався метод 

побудови точних розв’язків з узагальненим відокремленням змінних

1

( ) ( )
k

i i
i

u t x
=

= ψ ϕ∑ , (2)

який ґрунтується на відшуканні скінченновимірних підпросторів, інваріантних відносно 
відповідного диференціального оператора. При цьому система координатних функцій 

( )i xϕ  задавалася апріорно, а для визначення функцій ( )i tψ  застосовувався метод невизна-
чених коефіцієнтів. У такий спосіб були отримані такі системи координатних функцій для 
рівняння (1) [4]: 

1, x, x2, якщо ( )a t  і ( )b t  — довільні функції; 

1, x, x2, x3, якщо 
3

( ) ( )
2

a t b t= − ; 

1, x, x2, x3, x4, якщо 
4

( ) ( )
3

a t b t= − . 
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Явне задання системи координатних функцій значно спрощує процедуру побудови точних 
розв’язків, але не гарантує відшукання всіх розв’язків виду (2).

У роботах [5, 6] для пошуку точних розв’язків рівняння (1) використовувалася підста-
новка виду

( ) ( ) ( , )u d x w t f t x= + , (3)

де невідомі функції ( )d x  і ( , )f t x  визначалися з умови, що підстановка (3) редукує рів-
няння (1) до звичайного диференціального рівняння з невідомою функцією ( )w t . За допо-
могою підстановки (3) знайдені нові системи координатних функцій для точних розв’язків 
рівняння (1). Так, у випадку

( ) ( )
1

a t b t
α=
−α

, Rα ∈ , 0,1, 2, 3α ≠ , 

систему координатних функцій утворюють функції x2, xα, а якщо ( ) 2 ( )a t b t= − , то таку сис-
тему утворюють функції x2, x2 ln x .

Таким чином, відшукання систем координатних функцій зводить задачу побудови точ-
них розв’язків рівняння (1) до інтегрування відповідних систем звичайних диференціаль-
них рівнянь другого порядку. У даній роботі запропоновано ефективний метод інтегруван-
ня редукованих систем. Показано, зокрема, що інтегрування таких систем зводиться до ін-
тегрування системи звичайних диференціальних рівнянь

1 1 1( )w t w″ = Φ , 2 2 2( )w t w″ = Φ , (4)

де 1( )tΦ , 2( )tΦ  — довільні наперед задані функції. У багатьох випадках система (4) може 
бути проінтегрована.

1. Редукція рівняння (1) до системи двох звичайних диференціальних рівнянь. Роз-
глянемо три випадки.

I. Випадок ( ) ( )
1

a t b t
α=
−α

, Rα ∈ , 0,1, 2, 3α ≠ . 

Підстановка
2

1 2( ) ( )u w t x w t xα= +  (5)

редукує рівняння (1) до системи рівнянь

1 1 1
4 2

w a w c w
− α⎡ ⎤″ = +⎢ ⎥α⎣ ⎦

, (6)

2 1 2[( 2)( 3) ]w a a w c w″ = − α − + . (7)

Рівняння (7) є лінійним відносно w2 для відомих функцій aw1 і c. Аналогічно рівняння 
(6) є лінійним відносно w1 для відомих aw1 і c. Нехай

1 1
4 2

( )a w c t
− α + = Φ
α

, (8)

1 2( 2)( 3) ( )a w c tα − α − + = Φ . (9)

Тоді система (8), (9) перепишеться так:

1 1 1( )w t w″ = Φ , 2 2 2( )w t w″ = Φ , (10)
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де 1( )tΦ , 2( )tΦ  — деякі функції від t. Отже, інтегрування системи (6), (7) за умови, що 
aw1 і c задовольняють (7), зводиться до інтегрування системи (10). Розглядаючи (8), (9) як 
систему рівнянь з двома невідомими aw1 і c, відзначимо, що вона є сумісною для довільних 
функцій 1( )tΦ  і 2( )tΦ . Тому можна вважати, що в системі (10) 1( )tΦ  і 2( )tΦ  є довільними 
наперед заданими функціями. Для побудови точних розв’язків рівняння (1) важливо, щоб 
обидва рівняння системи (10) були інтегровними. Таким чином, побудову розв’язків систе-
ми (6), (7) можна провести за такою схемою.

а) Вибираємо довільно функції 1( )tΦ  і 2( )tΦ , для яких обидва рівняння системи (10) 
є інтегровними.

б) Розв’язавши систему рівнянь (8), (9), знаходимо aw1 і c:

2 1
1 2

( )

( 1)( 2)
a w

α Φ −Φ=
α − α −

, 2 12 ( 3)
( 1)( 2) ( 1)( 2)

c
Φ α α − Φ= +

α − α − α − α −
. (11)

в) Проінтегрувавши систему рівнянь (10), визначимо її загальний розв’язок:

1 1 1 2 2w c c= ϕ + ϕ ,  2 3 1 4 2w c c= ψ + ψ ,

де 1( )xϕ , 2( )xϕ  і 1( )tψ , 2( )tψ  — фундаментальні системи розв’язків відповідно першого і 
другого рівняння системи (10).

г) Якщо 1 2 0Φ −Φ ≠ , то з першої рівності (11) отримаємо

2 1
2

1 1 2 2

( )
( )

( 1)( 2) [ ]
a t

c c

α Φ −Φ=
α − α − ϕ + ϕ

, 2 2
1 2 0c c+ ≠ , (12)

де c1 і c2 розглядаються як параметри.
д) Якщо функції ( )a t  і ( )c t  визначаються за формулами (12) і (11), то розв’язком рів-

няння є функція 
2

1 1 2 2 3 1 4 2( ) ( )u c c x c c xα= ϕ + ϕ + ψ + ψ , 

де 2 2
1 2 0c c+ ≠ , а c3 і c4 — довільні сталі.
Розглянемо, наприклад, випадок 1( )t AΦ = −  і 2( )t BΦ = − , де A, B — сталі, 0A < , 0B < , 

A B≠ . Загальний розв’язок системи (10) має вигляд

1 1 2ch( ) sh( )w c A t c A t= + , 2 3 4ch( ) sh ( )w c B t c B t= + ,

де c1, c2, c3, c4 — довільні сталі. З формул (12) і (11) отримуємо
1

1 22
( )

( ) ch( ) sh( )
( 1)( 2)

A B
a t c A t c A t

−α − ⎡ ⎤= +⎣ ⎦α − α −
, (13)

2 ( 3)
( )

( 1)( 2) ( 1)( 2)
B A

c t
α α −= −

α − α − α − α −
. (14)

Таким чином, рівняння (1), в якому функція ( )a t  визначається за формулою (13), а 
функція ( )c t  — за формулою (14), має такий розв’язок:

2
1 2 3 4ch ( ) sh ( ) ch ( ) sh ( )u c A t c A t x c B t c B t xα⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , 

де 2 2
1 2 0c c+ ≠ , а c3 і c4 — довільні сталі.
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II. Випадок 
3

( ) ( )
2

a t b t= − . 

Підстановка 
2 3

1 2( ) ( )u w t x w t x= +  

редукує рівняння (1) до системи звичайних диференціальних рівнянь

1 1 1( )w bw c w″ = + , 2 2w c w″ = . 

Ця система аналогічна системі (6), (7) і її інтегрування проводиться так само.
III. Випадок ( ) 2 ( )a t b t= − . 
Підстановка

2 2
1 2( ) ln ( )u w t x x w t x= +  

редукує рівняння (1) до системи звичайних диференціальних рівнянь 

1 1 1( 2 )w bw c w″ = − + , 2
2 1 2 1( 2 )w bw c w bw″ = − + + . 

Інтегрування цієї системи проводиться аналогічно інтегруванню системи (6), (7).
2. Редукція рівняння (1) до системи трьох звичайних диференціальних рівнянь. 

Підстановка 
2

2 1 0( ) ( ) ( )u w t x w t x w t= + +  

редукує рівняння (1) до системи рівнянь

2 2 2[(2 4 ) ]w a b w c w″ = + + , (15)

1 2 1[(2 4 ) ]w a b w c w″ = + + , (16)

2
0 2 0 1[2 ]w a w c w bw″ = + + . (17)

Нехай

2 2(2 4 ) ( )a b w c t+ + = Φ ,  (18)

2 12 ( )a w c t+ = Φ , (19)

де 1( )tΦ , 2( )tΦ  є деякими функціями від t. Інтегрування системи (15)—(17) за умови, що 
виконуються співвідношення (18), (19), зводиться до інтегрування системи лінійних рівнянь

2 2 2( )w t w″ = Φ ,  1 2 1( )w t w″ = Φ ,  2
0 1 0 1( )w t w bw″ = Φ + . (20)

Вважатимемо, що в системі (20) 1( )tΦ  і 2( )tΦ  — довільні наперед задані функції, для 
яких рівняння системи (20) є інтегровними. Розв’язавши систему (18), (19), знаходимо

2 1
1

( )
2

a w c= Φ − , 2 2 1
1

( )
4

bw = Φ −Φ , (21)

де ( )c c t=  — довільна функція.
Розглянемо систему рівнянь

2 2 2( )w t w″ = Φ ,  1 2 1( )w t w″ = Φ , 0 1 0( )w t w″ = Φ  (22)
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і визначимо її загальний розв’язок:

2 1 1 2 2w c c= ϕ + ϕ , 1 3 1 4 2w c c= ϕ + ϕ , 0 5 1 6 2w c c= ψ + ψ ,

де 1( )xϕ , 2( )xϕ  і 1( )tψ , 2( )tψ  — фундаментальні системи розв’язків відповідно першого і 
третього рівняння системи (22). Знаходимо загальний розв’язок третього рівняння системи 
(20):

2 2
1 1 2 1

0 2 1 5 1 6 2
bw bw

w dt dt c c
W W

ψ ψ= ψ −ψ + ψ + ψ∫ ∫ ,  (23)

де 1 2 1 2( )W t = ψ ψ −ψ ψ′ ′ , 1 3 1 4 2w c c= ϕ + ϕ ,

1
2 1 1 1 2 2

1
( )( )

4
b c c −= Φ −Φ ϕ + ϕ . (24)

З першої рівності (21) отримуємо, що

1
1 1 1 2 2

1
( ) ( )( )

2
a t c c c −= Φ − ϕ + ϕ . (25)

Отже, розв’язок рівняння (1), в якому функції ( )a t  і ( )b t  визначаються за формулами 
(25), (24), а ( )c t  є довільною функцією, має вигляд

2
1 1 2 2 3 1 4 2 0( ) ( )u c c x c c x w= ϕ + ϕ + ϕ + ϕ + ,

де 0w  визначається за формулою (23).
Таким чином, підстановки, розглянуті в даній роботі, зводять задачу побудови точних 

розв’язків рівняння (1) до інтегрування системи рівнянь

1 1 1( )w t w″ = Φ , 2 2 2( )w t w″ = Φ ,

де 1w  і 2w  — функції від t, а 1( )tΦ  і 2( )tΦ  — довільні наперед задані функції. Інтегровні 
рівняння такого типу добре вивчені. До них належать, наприклад, узагальнене рівняння Ле-
жандра, вироджене гіпергеометричне рівняння, а також рівняння Бесселя і рівняння Матьє. 
Довільний вибір функцій 1( )tΦ  і 2( )tΦ  дає можливість будувати розв’язки, що мають на-
перед задані властивості.

Метод побудови точних розв’язків рівняння (1), викладений у пп. 1 і 2, можна застосу-
вати до побудови точних розв’язків нелінійного рівняння

2 2( ) ( ) ( ) ( )tt xx xu auu f t u bf t u g t u h t= + + + + , (26)

де коефіцієнти ( )f t , ( )g t , ( )h t  є функціями від t, а коефіцієнти a і b — сталі, відмінні від 
нуля. Рівняння (26) вивчалося в [7], а випадок f a= , constg = , consth =  — у [2]. У [7] 
визначені всі підстановки виду

1 2( ) ( ) ( )u w t d x w t= + ,

які редукують (26) до системи звичайних диференціальних рівнянь другого порядку з не-
відомими функціями 1( )w t , 2( )w t . Редуковані системи мають такий самий вигляд, що і сис-
теми, наведені в пп. 1 і 2, а тому їх інтегрування проводиться аналогічно.
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ПОСТРОЕНИЕ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ 
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Рассмотрены подстановки, редуцирующие уравнение 2( ) ( ) ( )tt xx xu a t uu b t u c t u= + +  к системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Предложен эффективный метод интегрирования редуцированных систем. 
Показано, что их интегрирование сводится к интегрированию системы линейных уравнений 1 1 1( )w t w″ = Φ , 

2 2 2( )w t w″ = Φ , где 1( )tΦ , 2( )tΦ  — произвольные наперед заданные функции.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, нелинейные гиперболические уравнения, обобщенное раз-
деление переменных.
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Побудова точних розв’язків нелінійних рівнянь гіперболічного типу
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CONSTRUCTION OF EXACT SOLUTIONS 
TO NONLINEAR EQUATIONS OF THE HYPERBOLIC TYPE

Substitutions that reduce the equation 2( ) ( ) ( )tt xx xu a t uu b t u c t u= + +  to a system of ordinary differential equations 
are considered. An efficient method to integrate the corresponding reduced systems is proposed. It is shown that 
their integration can be reduced to the integration of a system of linear equations 1 1 1( )w t w″ = Φ , 2 2 2( )w t w″ = Φ , 
where 1( )tΦ  and 2( )tΦ  are arbitrary predefined functions.

Keywords: differential equations, nonlinear hyperbolic equations, generalized separation of variables.


