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Постановка задачи. Рассмотрим устойчивость особой точки в нуле трехмерных нели ней­
ных систем уравнений. Из этого класса систем возьмем примеры (базовые модели процес­
cов). Уравнения в квадратичных функциях записываем дважды: в нуле и малой окрестности 
нуля. При второй записи уравнений (рассматривается малая окрестность нуля) применяем 
неравенства. Предварительная устойчивость (неустойчивость) влияет на знак неравенства, 
в силу которого строятся уточняющие уравнения. Для обох случав уравнения в квадра­
тичных функциях совпадают. Применение двух видов анализа “вспомогательного” и “уточ­
няющего” приводит к одним и тем же уравнениям и заключениям о качестве особой точки и 
малой области.Объяснение этого явления связано с элементами теории сравнения. Пред ла­
гаемый качественный анализ трехмерных систем содержит элемент, который имеет опре­
деленную связь с методом сравнения. Область в окрестности нуля остается малой и сохра­
няет определенное качество. В рамках этого представления рассмотрим три примера. Для 
ознакомления с критериями устойчивости (неустойчивости) отсылаем к обзору, который 
дает современное состояние результатов по данному вопросу [1].

Ключевым утверждением метода сравнения является следующее: если для исследуе­
мой системы существует функция Ляпунова, удовлетворяющая подходящим условиям, 
тогда различные динамические свойства исходной системы следуют из соответствующих 
динамических свойств системы сравнения [1].

Необходимость установления неустойчивости возмущенной системы связана с изуче­
нием, например, проблемы существования аттракторов. Базовые модели неоднократно ана­
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лизировались в случае существования аттракторов [2, 3]. Элеметарная технология доказа­
тельств существования регулярных аттракторов может быть такой: устанавливается неу­
стойчивость решения в окрестности нуля и при помощи подходящего принципа симметрии 
(кососимметрии) и устанавливается замыкание траектории [4].

Один из примеров относится к рассмотрению малой окрестности нуля двух связанных 
осцилляторов (осциллятор Ван­дер­Поля и осциллятор Дуффинга). Малая окрестность 
нуля при определенных значениях параметров (например, все параметры равны единице) 
способствует синхронизации двух осцилляторов, так как в окрестности нуля два осцилля­
тора имеют близкую топологию пространства. Анализ значений параметров в виде нера­
венств, приведенных в статье, указывает на возможность возникновения неустойчивости 
орбит осцилляторов, образующих в этом случае хаотический аттрактор.

Качественное определение особых точек в нуле трехмерных систем. Рассмотрим си­
стему Рёсслера, которая возникла в динамике химических реакций, протекающих в некото­
рой среде с перемешиванием [5]. Она описывается безразмерной системой

, , ,
dx dy dz

y z x ay b cz xz
dt dt dt

= − − = + = − +   (1)

где , ,a b c  — положительные величины. Координаты особых точек системы (1) находим из 
уравнения

2 0.az cz b− + =   (2)

Примем в процессе исследования следующие значения параметров:

0,2; 0,2; 2.a b c= = =

Рассмотрим ближайшую к нулю особую точку ( , , ),a a aA x az y z z z= = − =  где /(2 ) ( / 2 ) / 0,2az c a c a b a= − − = 
2/(2 ) ( / 2 ) / 0,2z c a c a b a= − − = . Вторая особая точка ( , , ),b b bB x az y z z z= = − =  где /(2 ) ( /2 ) / .bz c a c a b a= + − 

2/(2 ) ( /2 ) / .z c a c a b a= + −  Свяжем с точкой A  систему координат ,Aξηχ  где ,ax azξ = −  ,ay zη = +  

.az zχ = −  Система (1) в новых координатах примет вид

, , .a
a

d d d b
a z

dt dt dt z

ξ η χ
= −η− χ = ξ + η = ξ − χ + ξχ  (3)

Здесь принято во внимание (на основе уравнения (2)), что / .a ab z c az− = − +
Введем квадратичные функции

2 2 2
1 2 3/2, /2, /2V V V= ξ = η = χ .  (4)

Запишем уравнения (3), принимая во внимание квадратичные функции 

2 2 2
2 2 2( /2) ( /2) ( /2)

, , .a
a

d d d b
a z

dt dt dt z

ξ η χ
= −ξη− ξχ = ηξ + η = χξ − χ + ξχ

Примем следующие допущения. Рассматривается малая окрестность нуля для первого 
уравнения системы (3). Малые отклонения от нуля

| | | | 1, | | | | 1,ξ = η << ξ = χ <<
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имеют такие оценки

2 2( ) 0, ( ) 0ξ − η ξ − χ� � .  (5)

При рассматрении особой точки допускаем,что

2 2( ) 0, ( ) 0.ξ − η = ξ − χ =   (6)

Тогда при выполнении уcловия (5) рассматривается малая окрестность нуля. Приня тие 
условий (6) включает в рассмотрение особую точку — нуль.

Первое уравнение системы (3). С учетом допущения (6) оно имеет вид

2
2 2 2( /2)

/2 /2.
d

dt

ξ
= −ξ − η − χ

В переменных (4) первое уравнение примет вид

1
1 2 32 .

dV
V V V

dt
= − − −   (7)

Принимаем оценки (5) , тогда в малой окрестности нуля системы (3) имеют место нера­
венства 2( ) 0ξ − η � , 2( ) 0ξ − χ � , либо 2 2 2 2/2 /2; /2 /2−ξη − ξ − η ξχ − ξ − χ� � . Первое урав­
нение имеет также вид (7) (для малой области введем переменные jY ):

1
1 2 32 .

dY
Y Y Y

dt
= − − −   (8)

Неравенства, которые употреблялись при построении уравнения (8) “уменьшали” слагае­
мые со знаком минус, которые соответствовали устойчивости. Рассматривая нуль и малую 
окрестность нуля, замечаем, что результаты “предварительного” (в нуле) и “уточ ненного” 
(в окрестности) анализов для первого уравнения системы (3) совпадают.

Второе уравнение системы (3). Рассматривается малая окрестность нуля второго урав­
нения системы (3):

| | | | 1ξ = η << . (9)

Пусть оценка 2( ) 0ξ − η �  при условии (9) допускает для особой точки принять 2( ) 0ξ − η = . 
Запишем второе уравнение в виде

2
2 2/2

(1 2 ) /2.
d

a
dt

η
= ξ + + η   (10)

В переменных (4) уравнение (10) примет вид

2
1 22 (1 2 ) .

dV
V a V

dt
= + +   (11)

Примем оценку 2( ) 0ξ − η � , либо 2 2/2 /2ξη ξ + η� . Тогда второе уравнение системы 
(3) запишется в виде уравнения (11):

2
1 22 (1 2 ) .

dY
Y a Y

dt
= + +  (12)
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Неравенства, которые употреблялись при построении уравнения (12) уменьшали неус­
тойчивость. Результаты предварительного и уточненного анализов для второго уравнения 
системы (3) совпадают.

Третье уравнение системы (3). Рассматривается нуль и малая окрестность нуля тре­
тьего уравнения системы (3). Принимаем 2( ) 0ξ − χ = ; 2 2( ) 0ξ − χ = . Третье уравнение в нуле 
имеет вид

2
2 2 4( /2)

( / /2) ( /2 1/2) /2.a a a
d

b z z z
dt

χ
= − − χ + + ξ + χ

В переменных (4) уравнение примет вид

3
3 1 3(2 / ) ( 1) 2 .a a a

dV
b z z V z V V

dt
= − − + + +   (13)

Введем точные оценки 2( ) 0ξ − χ � ; 2 2( ) 0ξ − χ � . Тогда 2 2ξχ ξ + χ� , 2 2 4 .ξχ ξ + χ�  Третье 
уравнение для окрестности нуля запишется в виде (13):

23
3 1 3(2 / ) ( 1) 2 .a a a

dY
b z z Y z Y Y

dt
= − − + + +   (14)

Результаты предварительного и уточненного анализа для третьего уравнения системы 
(3) совпадают. При построении уравнения (14) применялись неравенства, которые умень­
шали устойчивость уравнения (13).

На плоскости ξη  квадратичная функция 1 2Y Y Yξη = +  имеет производную (согласно 
уравнений (8), (12))

1 2( 1) 2 0.a

dY
z Y aY

dt

ξη = + + >   (15)

Ось χ  связана с производной 

2
3 3 3(2 / ) 2 0.a a

dY
Y b z z Y Y

dt

χ = − − − + <  (16)

Уравнения (15), (16) показывают, что особая точка (0, 0, 0)A  может быть седлофокусом, 
либо седлоузлом.

Рассмотрим математическую модель генератора электромагнитных колебаний с ква­
дратичной нелинейностью, приведенную в [5]

2, , ( ),
dx dy dz

mx xz y x b z x
dt dt dt

= − + = − = − −   (17)

где 1; 0,2m b= = . Введем квадратичные функции

2 2 2
1 2 3/2, / 2, /2.V x V y V z= = =

Уравнения (17) примут следующий вид:

2 2 2
2 2 2 2( /2) ( /2) ( /2

, , ( ).
d x d y d z

mx x z xy xy b z xz
dt dt dt

= − + = − = − −
 

 (18)
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Здесь также рассмотрим динамику каждого уравнения из системы (18) в нуле и малой 
окрестности нуля. В предварительном анализе в нуле замена произведения переменных 
производится на основе равенства 2 2 2 2( ) /2 /2x z x z− = − − , тогда первое уравнение системы 
(18) имеет вид

2
2 2 2 4( /2)

(2 1) /2 /2 /2 /2,
d x

m x y z x
dt

= + + − −

либо

21
1 2 3 1(2 1) 2

dV
m V V V V

dt
= + + − −

Рассмотрим неравенство 2 2( ) 0x z+ � . На основе неравенства 2 2 2/2 /2x z x z− − −�  пер вое 
уравнение системы (18) имеет вид

21
1 2 3 1(2 1) 2 .

dY
m Y Y Y Y

dt
= + + − −  (19)

Результаты предварительного и уточненного анализов для первого уравнения системы 
(18) совпадают. В уточненном анализе в малой окрестности нуля во втором уравнении 
системы (18) замена произведения переменных производится на основе неравенства 

2 2/2 /2.xy x y− − −�  Второе уравнение записываем так:

2
1 2 .

dY
Y Y

dt
= − −

Третье уравнение приобретает вид

23
3 1 32 2 .

dY
bY bY bY

dt
= − + +

Особая точка системы (18) в нуле (0, 0, 0)  и в малой окрестности нуля удовлетворяет таким 
условиям: на плоскости yz

1 3 2 3(1 ) 2 2 0,
dY

b Y bY bY Y
dt

= − − − + <   (20)

где Y = 2 3 ;YY Y+
по оси x

1
1 3(2 ) ( 1 2 ) 0.

dY
m b Y b Y

dt
= + + − − >   (21)

В малой окрестности нуля имеет место область малого радиуса. Уравнения (20), (21) 
показывают, что особая точка (0, 0, 0)  может быть седлофокусом, либо седлоузлом.

В системе (17) имеется разделение корней в характеристическом уравнении соответ­
ствующем линейной системе (17). Характеристическое уравнение

2( )( 1) 0b mλ + λ − λ − =
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имеет корни

2
1 2, 3, /2 ( /2) 1.b m mλ = − λ = ± −

Рассмотрим математическую модель генератора электромагнитных колебаний Чуа [7, 8]:

3( ), , .
dx dy dz

ax bx y x y z by
dt dt dt

= α − + = − + = −   (22)

Параметры системы имеют следующие значения: ( , , , ) (1/6,1/6, 6, 7).a b α β =  Введем квадра­
тичные функции

2 2 2
1 2 3/2, /2, /2.V x V y V z= = =

В квадратичных функциях уравнения (22) записываем в виде

2 2 2
2 4 2( /2) ( /2) ( /2)

( ), , .
d x d y d z

ax bx xy xy y yz byz
dt dt dt

= α − + = − + = −   (23)

Для анализа особой точки в нуле примем равенства

2 2 2 2 2 2/2 /2, /2 /2, /2 /2.xy x y yz x z yz x z= + = + − = − −   (24)

При включении малой окрестности нуля потребуются следующие неравенства:

2 2 2 2 2 2/2 /2, /2 /2, /2 /2.xy x y yz x z yz x z+ + − − −� � �   (25)

Запишем уравнения (23) применяя равенства (24)

21 2 3
1 1 1 2 1 3 2 3(2 4 ), , ( ),

dV dV dV
aV bV V V V V b V V

dt dt dt
= α − + + = + = − +

 
 (26)

Запишем уравнения (23) применяя неравенства (25). Уравнения (23)сохраняют вид 
уравнений (26):

21 2 3
1 1 1 2 1 3 2 3(2 4 ), , ( ).

dY dY dY
aY bY Y Y Y Y b Y Y

dt dt dt
= α − + + = + = − +

Особая точка в системе (23) в нуле и малой окрестности нуля удовлетворяет условию 

1 2 3( 2) (1 ) (1 ) 0,
dY

a Y b Y b Y
dt

= α + + − + − >  (27)

где 1 2 3Y Y Y Y= + + . Условие (27) показывает неустойчивость траектории в нуле и малой 
окрестности нуля.

Предварительный и уточняющий анализы показывают, что качественный анализ про­
водится в области точных оценок особой точки, поэтому качественные результаты двух слу­
чаев совпадают. Качество особой точки соответствует особой точке и распространяется на 
малую окрестность.
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Применение двух видов анализа вспомогательного и уточняющего приводит к од­
ним и тем же уравнениям и заключениям о качестве области. Объяснение этого явления 
связано с элементами теории сравнения. Область в окрестности нуля меняет (в рамках 
теории сравнения) свои размеры, оставаясь малой и сохраняя определенное качество.

О синхронизации связанных осцилляторов. Рассмотрим четырехмерную систему: 
комбинацию осцилляторов Дуффинга и Ван­дер­Поля. Осциллятор Ван­дер­Поля подроб­
но анализировался весьма многими авторами (с большой величиной параметра µ  в [8]):

3 20; (1 ) 0,x bx ax cy y y y fx+ + + = − µ − − =&& & && &   (28)

где ,a b  — параметры осцилляторов; ,c f  — управляющие патаметры. В этом примере ус­
тановим условия, достаточные для синхронизации связанных осцилляторов. Замыкание 
траектории системы Ван­дер­Поля происходит согласно принципу кососимметрии [8]. 
Осциллятор Дуффинга в несвязанном состоянии образует устойчивую особую точку в 
ну ле. Особые точки в нуле и поведение траектории в окрестности нуля обоих осциллято­
ров связаны с проблемой синхронизации осцилляторов. Представим систему (28) в виде 
системы уравнений первого порядка

31 2
2 2 1 1, ,

dx dx
x bx ax cy

dt dt
= = − − −  (29)

21 2
2 1 2 1, (1 ) .

dy dy
y y y fx

dt dt
= = µ − −  (30)

Рассмотрим характеристическое уравнение системы (29), (30):

4 3 2( ) 0.b b cfλ + λ −µ − λ µ + =

Примем значения всех параметров системы (29), (30) равным единице ( , , , , ) (1,1,1,1,1)a b f cµ =  
( , , , , ) (1,1,1,1,1)a b f cµ = . Тогда осуществляется синхронизация: осциллятор Дуффинга образует пре­

дельный цикл (заметим,что синхронизация может осуществляться и при других значениях 
параметров). При указанных значениях параметров особая точка связанной системы имеет 

Рис. 1
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сумму характеристических показателей, равную нулю. В окрестности нуля четырехмерной 
системы поведение систем (29), (30) будет близким. На рис. 1 представлены портреты на 
координатных плоскостях. Траектория Дуффинга (рис. 1, а) показывает удвоение периода. 
При синхронизации скорость передвижения изображающей точки по траектории в системе 
осциллятора Дуффинга замедлена из­за топологической структуры поля, которая просле­
живается по уравнению в вариациях. Система саморегулируется тем, что делает “корот­
кие” обороты, чтобы осуществлять синхронизацию по периоду. Если уменьшить параметр 
b  и увеличить параметр c , который связан с величиной периода осциллятора Ван­дер­
Поля, то поиск регулярных движений может привести к хаосу

; 1.b c< µ >  (31)

Система осцилляторов теряет возможность к полной синхронизации, возникает взаим­
ная неустойчивость орбит осцилляторов. Осциллятор Ван­дер­Поля порождает совместно 
с осциллятором Дуффинга странный аттрактор. На рис. 2 приведены портреты на коорди­
натных плоскостях (параметры ( , , , , ) (1; 0,3;1;1; 2)a b f cµ = ).

Таким образом, рассматривались движения в окрестности нуля двух видов базовых мо­
делей систем: трехмерные системы и связка двух осцилляторов. Оценки решений в малой 
окрестности нуля (в виде равенств и неравенств) позволяют показать неустойчивость, кото­
рую могут развивать седлофокусные, либо седлоузловые решения в особой точке и малой 
окрестности нуля. При анализе связки двух осцилляторов условие (31) порождает хаос.

Приведенное приложение к трехмерным примерам и связанным двум осцилляторам 
является лишь демонстрацией подхода. Однако для систем размерностью более трёх дан­
ный подход может быть более конструктивным.
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ПРО РУХИ В МАЛІЙ ОКОЛИЦІ НУЛЯ 
БАГАТОВИМІРНОЇ СИСТЕМИ

Наведено якісний аналіз особливих точок багатовимірних систем. У тривимірних системах (базові мо де­
лі), що утворюють атрактори, особливі точки в нулі можуть бути сідловузловими, або сідлофокусними. 
У зв’язці двох осциляторів (Дуффінга і Ван­дер­Поля) сума характеристичних показників в особливій 
точці при синхронізації дорівнює нулю. 

Ключові слова: нелінійна багатовимірна система, біфуркація.
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ON MOTIONS IN A SMALL NEIGHBORHOOD 
OF ZERO OF A MULTIDIMENSIONAL SYSTEM 

The qualitative analysis of singular points of multidimensional systems is given. In three­dimensional systems 
(base models) that form attractors, the special points at zero can be saddle­headed or septofocus. In the bundle of 
two oscillators (Duffing and Van der Pol), the sum of characteristic indices at a singular point with syn ch ro ni­
zation is zero.
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