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Найдены условия на внешнюю дилатацию ( , )OK x f  и границы областей в , 3,n n �  при которых гомео-
морфизмы f классов Соболева 1,1

locW  допускают непрерывное или гомеоморфное продолжение в замыкание 
областей.
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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

МАТЕМАТИКА

Предварительные замечания. В работе получены приложения теории так называемых 
коль цевых и нижних Q -гомеоморфизмов к исследованию граничного поведения гомео-
морфизмов с обобщенными производными по Соболеву (см., например, [1]).

Как известно, любой гомеоморфизм f  класса 1,1
locW  с локально интегрируемой дилата-

цией KO(x, f ) на плоскости является как кольцевым, так и нижним Q -гомеоморфизмом с 
Q KO(x, f) (см. [2, 3]). Кроме того, в работе [4], в частности, было показано, что гомео-
морфизмы f  класса 1,

loc
pW  при 1p n> −  в , 3,n n �  являются так называемыми нижними

Q -гомеоморфизмами с функцией ( )Q x , равной внешней дилатации KO(x, f ) отображения 
f , и кольцевыми Q∗ -гомеоморфизмами с 1

*( ) ( , )n
OQ x K x f−= .

Случай с критическим показателем 1p n= − , который оставался неизученным, рассмат-
ривается в данной работе. Это продвижение оказалось возможным, прежде всего, благодаря 
статье [5].

Соответствующие определения и историю вопроса можно найти в [6].
2. Непрерывное продолжение на границу. Здесь и в дальнейшем мы используем обо-

значение предельных множеств отображения : nf D →   для множеств X D⊂ ,

0( , ) : : lim ( ), , .n
k k k

k
C X f y y f x x x X x D

→∞

⎧ ⎫
= ∈ = → ∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭
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Заметим, что для произвольного гомеоморфизма :f D D′→  имеет место включение 
( , )C D f D′∂ ⊂ ∂  (см., например, предложение 13.5 в [1]).

В силу теоремы 1 в [6], а также теоремы 6.1 в [7] (см. лемму 9.4 в [1]) имеем следую щее 
утверждение.

Лемма 1. Пусть D  и D′  — области в , 2,n n �  0x D∈∂ . Предположим, что область 
D  локально связна в точке 0x D∈∂ , а граница области D′  сильно достижима. Пусть 

:f D D′→  — гомеоморфизм класса Соболева 1,1
locW  с 1

loc ( )n
OK L D−∈ . Если выполнено условие

0

10

,
( )O n

dr
K r

ε

−
= ∞∫

где 0 0 00 sup
x D

d x x
∈

< ε < = −  и

0

1
1

1
01 1

( , )

( ) ( , ) ( , )
n

n
O O On n

S x r

K r K x r K x f dA
−

−
− −

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟⎝ ⎠
∫ ,  (1)

0 0( , ) { : },nS x r x x x r= ∈ − =  то отображение f  продолжается в точку 0x  по непрерыв-

нос ти в n . 
Здесь и далее OK  определена нулем вне области D .
Следствие 1. В частности, заключение леммы 1 имеет место, если

0

11
( ) log

n

xk r O
r

−⎛ ⎞⎡ ⎤= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

при 0r → , где 
0

( )xk r  — интегральное среднее значение 1n
OK −  по сфере 0( , ) {S x r =

0{ : }nx x x r= ∈ − = . 
Ввиду следствия 3 из [6] получаем также следующие следствия из результатов работы 

[8] для кольцевых Q -гомеоморфизмов.
Лемма 2. Пусть D и D′ — ограниченные области в , 2,n n �  D локально связна в 0x D∈∂ , 

и пусть :f D D′→  — гомеоморфизм класса Соболева 1,1
locW  с 1

loc ( )n
OK L D−∈  такой, что D′∂  силь-

но достижима хотя бы в одной точке предельного множества 0( , )C x f . Предположим, что

0 0

1
0 0

( , , )

( , ) ( ) ( ) ( ( , ))n n n
O

A x

K x f x x dm x o I−

ε ε

ψ − = ε ε∫

при 0ε→  и 0 0ε > , где 0 0 0 0( , , ) { : }nA x x x xε ε = ∈ ε < − < ε  и (t) — неотрицательная из-
меримая функция на (0, )∞  такая, что

0

00 ( , ) ( )I t dt
ε

ε

< ε ε = ψ < ∞∫

для всех 0( , )ε∈ ε ε . Тогда f  имеет непрерывное продолжение в точку 0x .
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Следуя [9], говорим, что локально интегрируемая функция : nϕ →  имеет конечное 
среднее колебание в точке 0

nx ∈ , сокр. 0( )FMO xϕ∈ , если

0
0 0 ( , )

1
lim ( ) ( )

( , )
B x

x dm x
B x εε→

ε

ϕ −ϕ < ∞
ε ∫  ,

где 

0
0 ( , )

1
( ) ( )

( , )
B x

x dm x
B xε

ε

ϕ = ϕ
ε ∫  —

интегральное среднее значение функции ( )xϕ  по шару 0 0( , ) { : }nB x x x xε = ∈ − < ε .
Теорема 1. Пусть D  и D′  — ограниченные области в , 2,n n �  D  локально связна в 

0x D∈∂ , D′∂  сильно достижима и пусть :f D D′→  — гомеоморфизм класса Соболева 1,1
locW  с 

1
loc ( )n

OK L D−∈ . Если 1−n
OK  имеет конечное среднее колебание в точке 0x D∈ , то f  продолжим 

в 0x  по непрерывности в n .
Следствие 2. В частности, заключение теоремы 1 имеет место, если

0

1

0 0 ( , )

1
lim ( , ) ( )

( , )
n
O

B x

K x f dm x
B x

−
ε→

ε

< ∞
ε ∫ .

Выбирая в лемме 2 функцию ( ) 1/t tψ ≡ , приходим к следующей теореме.
Теорема 2. Пусть D  и D′  — ограниченные области в , 2,n n �  D  локально связна в 

0x D∈∂ , D′∂  сильно достижима и пусть :f D D′→  — гомеоморфизм класса Соболева 1,1
locW  

с 1
loc ( )n

OK L D−∈ . Если

0 0

1

( , , ) 0

( ) 1
( , ) log

n
n
O n

A x

dm x
K x f o

x x

−

ε ε

⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟= ⎢ ⎥⎜ ⎟ε⎣ ⎦− ⎝ ⎠
∫  

при 0ε→ , то f  продолжим в 0x  по непрерывности в n .
Обратная функция 1−Φ  может быть корректно определена для любой неубывающей 

функции : [0, ] [0, ]Φ ∞ → ∞ :

1

( )
( ) inf

t
t−

Φ τ
Φ τ =

�
.  (2)

Напомним, что функция : [0, ] [0, ]Φ ∞ → ∞  называется выпуклой, если

1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )t t t tΦ λ + −λ λΦ + −λ Φ�

при всех 1t , 2 [0, ]t ∈ ∞  и [0,1]λ∈ .
Теорема 3. Пусть D  и D′  — ограниченные области в , 2,n n �  D  локально связна на 

границе, а D′  имеет сильно достижимую границу и пусть :f D D′→  — гомеоморфизм клас-
са Соболева 1,1

locW . Если

1( ( , )) ( )n
O

D

K x f dm x−Φ < ∞∫   (3)
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для неубывающей выпуклой функции : [0, ] [0, ]Φ ∞ → ∞  такой, что

1
11[ ( )]n

d

Ф −

∞

−δ

τ = ∞
τ τ
∫   (4)

при некотором (0)δ > Φ , то f  имеет непрерывное продолжение :f D D′→ .
Условие (4) является не только достаточным, но и необходимым для непрерывного 

продолжения на границу отображений f  с интегральными ограничениями вида (3) (см., 
например, замечание 5.1 в работе [10]).

3. Продолжение на границу обратных отображений. Напомним некоторые опреде-
ления. Непрерывное отображение γ  открытого подмножества Δ  действительной оси   
или окружности в  называется штриховой линией (см., например, раздел 6.3 в [1]). 
Напомним, что любое открытое множество Δ  в   состоит из счетного набора попарно не-
пересекающихся интервалов. Это дает мотивировку для термина “штриховая линия”.

Следующая лемма о предельных множествах лежит в основе доказательства теоремы о 
продолжении на границу обратных гомеоморфизмов с конечным искажением. Эта лемма вы-
т екает из леммы 9.1 в статье [7] (см. лемму 9.5 в [1]), а также теоремы 1 в [6].

Лемма 3. Пусть D  и D′  — области в , 2,n n �  1z  и 2z  — различные точки D∂ , 1z ≠ ∞ , 
а :f D D′→  — гомеоморфизм класса Соболева 1,1

locW  с 1
loc ( )n

OK L D−∈ . Предположим, что функ-
ция OK  является ( 1)n− -интегрируемой на штриховых линиях

1 1( ) { : } ( ),D r x D x z r D S z r= ∈ − = = ∩

для некоторого множества E чисел 1 2r z z< − , имеющего положительную линейную меру. 
Если D  локально связна в точках 1z  и 2z , а D′∂  является слабо плоской, то

1 2( , ) ( , )C z f C z f∩ =∅ .

Из леммы 3 непосредственно следует следующая теорема.
Теорема 4. Пусть D  и D′  — области в , 2,n n �  D  локально связна на своей границе, а 

граница области D′  является слабо плоской и пусть :f D D′→  — гомеоморфизм класса Со-
болева 1,1

locW  с 1( )n
OK L D−∈ . Тогда отображение 1f −  имеет продолжение в замыкание облас-

ти D′  по непрерывности в n .
Кроме того, ввиду теоремы 1 из [6], по теореме 9.2 в [7] (см. также теорему 9.7 в [1]) мы 

получаем справедливость следующего заключения.
Теорема 5. Пусть D  и D′  — области в , 2,n n �  D  локально связна на своей границе, а 

граница области D′  является слабо плоской. Предположим, что :f D D′→  — гомеоморфизм 
класса Соболева 1,1

locW  с 1
loc ( )n

OK L D−∈  и, кроме того,

0( )

010
( , )

x

O n

dr
K x r

δ

−
= ∞∫        0x D∀ ∈∂

при некотором
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 0 0 0( ) ( ) sup
x D

x d x x x
∈

δ < = − , 

где величина 01
( , )O n

K x r−  определена в (1). Тогда отображение 1f −  продолжается в замы-

кание области D′  по непрерывности в n .
4. Гомеоморфное продолжение на границу. Комбинируя результаты предыдущих двух 

разделов, получаем следующие теоремы.
Теорема 6. Пусть D  и D′  — ограниченные области в , 2,n n �  D  локально связна на 

своей границе, а область D′  имеет слабо плоскую границу. Предположим, что :f D D′→  — 
гомеоморфизм класса Соболева 1,1

locW  с 1
loc ( )n

OK L D−∈ . Предположим, что

0( )

010
( , )

x

O n

dr
K x r

δ

−
= ∞∫        0x D∀ ∈∂ ,  (5)

где величина 01
( , )O n

K x r−  определена в (1) при некотором

0 0 0( ) ( ) sup
x D

x d x x x
∈

δ < = − . 

Тогда отображение f  имеет гомеоморфное продолжение :f D D′→ .
Следствие 3. В частности, заключение теоремы 6 верно, если

0

11
( ) log

n

xk r O
r

−⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟= ⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

при 0r → , где 
0
( )xk r  — интегральное среднее значение 1n

OK −  по сфере 0( , )S x r =

0{ : }nx x x r= ∈ − = .
В качестве следствия из теоремы 6 мы получаем обобщение хорошо известной тео-

ре мы Геринга—Мартио о гомеоморфном продолжении на границу квазиконформных отоб-
ражений между QED-областями (см. [11]).

Следствие 4. Пусть D  и D′  — ограниченные области со слабо плоскими границами в 
, 2,n n �  отображение :f D D′→  — гомеоморфизм класса Соболева 1,1

locW  с 1
loc ( )n

OK L D−∈ . 
Если условие (5) выполнено в каждой точке 0x D∈∂ , то f  имеет гомеоморфное продолжение 

:f D D′→ .
Лемма 4. Пусть D  и D′  — ограниченные области со слабо плоскими границами в 

, 2,n n �  и пусть :f D D′→  — гомеоморфизм класса Соболева 1,1
locW  с 1

loc ( )n
OK L D−∈ . Пред-

положим, что

0 0

1
0 0

( , , )

( , ) ( ) ( ) ( ( , ))n n n
O

A x

K x f x x dm x o I−

ε ε

ψ − = ε ε∫        0x D∀ ∈∂

при 0ε→  и некотором 0 0( ) 0xε = ε > , где ( )tψ  — неотрицательная измеримая функция на 
(0, )∞  такая, что



8 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2019. № 10

Е.С. Афанасьева, В.И. Рязанов, Р.Р. Салимов

0

00 ( , )) ( )I t dt
ε

ε

< ε ε = ψ < ∞∫           0(0, )∀ε∈ ε .

Тогда f  имеет гомеоморфное продолжение :f D D′→ .
Выбирая в лемме 4 функцию ( ) 1/t tψ ≡ , приходим к следующей теореме.
Теорема 7. Пусть D  и D′  — ограниченные области со слабо плоскими границами в 

, 2,n n �  и пусть :f D D′→  — гомеоморфизм класса Соболева 1,1
locW  с 1

loc ( )n
OK L D−∈ . 

Предположим, что

0 0

1

( , , ) 0

( ) 1
( , ) log

n
n
O n

A x

dm x
K x f o

x x

−

ε ε

⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟= ⎢ ⎥⎜ ⎟ε⎣ ⎦− ⎝ ⎠
∫

при 0ε→ , тогда f  имеет гомеоморфное продолжение :f D D′→ .
Теорема 8. Пусть D  и D′  — ограниченные области со слабо плоскими границами в 

, 2,n n �  и пусть :f D D′→  — гомеоморфизм класса Соболева 1,1
locW  с 1

loc ( )n
OK L D−∈ . Если  

1( , ) ( )n
OK x f Q x− �  п. в., где ( )Q FMO D∈ ∂ , то f  имеет гомеоморфное продолжение :f D D′→ .

Следствие 5. В частности, заключение теоремы 8 имеет место, если

0

1

0 0 ( , )

1
lim ( , ) ( )

( , )
n
O

B x

K x f dm x
B x

−
ε→

ε

< ∞
ε ∫           0x D∀ ∈∂ .

Теорема 9. Пусть D  и D′  — ограниченные области со слабо плоскими границами в 
, 2,n n �  и пусть :f D D′→  — гомеоморфизм класса Соболева 1,1

locW . Если

1( ( , )) ( )n
O

D

K x f dm x−Φ < ∞∫

для неубывающей выпуклой функции : [0, ] [0, ]Φ ∞ → ∞  такой, что

1
11[ ( )]n

d

Ф −

∞

−δ

τ = ∞
τ τ
∫

при некотором (0)δ > Φ , то f  имеет гомеоморфное продолжение :f D D′→ .
Детальные доказательства приведенных результатов можно найти в [12]. Полученные 

результаты могут быть применены, в частности, в теории уравнений Бельтрами (см., на-
пример, [13]).
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ПРО ГРАНИЧНУ ПОВЕДІНКУ В КЛАСАХ СОБОЛЄВА 
ІЗ КРИТИЧНИМ ПОКАЗНИКОМ

Знайдено умови на зовнішню дилатацію ( , )OK x f  та межі областей , 3,n n �  при яких гомеоморфізми f 
класів Соболєва 1,1

locW  допускають неперервне або гомеоморфне продовження в замикання областей.
Ключові слова: класи Соболєва, критичний показник, зовнішня дилатація, гранична поведінка, неперервне і 
гомеоморфне провдовження.
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BOUNDARY BEHAVIOR OF THE SOBOLEV CLASSES 
WITH CRITICAL EXPONENT

The conditions for outer dilation ( , )OK x f  and the boundaries of domains under which the homeomorphisms 
of the Sobolev classes 1,1

locW  admit a continuous or homeomorphic extension to the boundary are founded.

Keywords: Sobolev’s classes, critical exponent, outer dilation, boundary behavior.


