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Пусть G — область в комплексной плоскости £ и пусть :Gµ →£ — измеримая функция с 
| ( ) | 1zµ <  почти всюду (п. в.) в G .

Напомним, что уравнением Бельтрами называется уравнение вида

( ) .z zf z f= µ   (1)

Здесь

1
( ),

2z x yf f if= +  
1

( ),
2z x yf f if= −

где z x iy= + , xf  и yf  — частные производные отображения f  по x  и y  соответственно. 

Функция µ называется комплексным коэффициентом, а 
1 | ( ) |

( )
1 | ( ) |

z
K z

zµ
+ µ= −
− µ

 — дилатацион

ным отношением уравнения (1).
Уравнение Бельтрами (1) называется вырожденным, если Kµ  является существенно 

неограниченной, т. е. ( )K L G∞
µ ∉ .

Пусть :Gσ →£  — измеримая функция и 0m� . Рассмотрим в полярной системе коор
динат ( , )r θ  следующее уравнение

( ) | | ,i m
rf re f fθ

θ θ= σ  (2)
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где rf  и fθ  — частные производные отображения f  по r  и θ  соответственно (см. [1]). 
Здесь

,
| |

z z
r

zf zf
f

z

+
=  ( ).z zf i zf zfθ = −

Уравнение (2) в прямоугольной системе координат можно переписать в комплексной 
форме: 

( ) | | | | 1
.

( ) | | | | 1

m
z z

z zm
z z

z z i zf zfz
f f

z z z i zf zf

σ − −
= ⋅

σ − +
  (3)

Уравнение (3) представляет собой частный случай нелинейной системы уравнений в 
частных производных (см. (1) в [2], [3], а также [4]).

Заметим, что при 0m =  уравнение (3) сводится к обычному уравнению Бельтрами (1) с 
комплексным коэффициентом 

( ) | | 1
( ) .

( ) | | 1

z z z i
z

z z z i

σ −µ = ⋅
σ +

Далее будем считать, что 0m > .
Напомним, что отображение :f G →£  называется регулярным в точке 0 ,z G∈  если в 

этой точке f  имеет полный дифференциал и его якобиан 2 2( ) | | | | 0f z zJ z f f= − ≠  (см., 
например, I. 1.6 в [5]). Гомеоморфизм f  класса Соболева 1,1

locW  называется регулярным, если 
( ) 0fJ z >  п. в.
Определение. Регулярным гомеоморфным решением уравнения (3) будем называть 

регулярный гомеоморфизм :f G →£ , удовлетворяющий почти всюду уравнению (3).
Всюдy далее полагаем { : | | }, { : | | 1}.r z z r z zγ = ∈ = = ∈ <£ £B

Теорема 1. Пусть :f →B B  — регулярное гомеоморфное решение уравнения (3) класса 
Соболева 1, 2

locW  с нормировкой (0) 0f = . Предположим, что для некоторых чисел 0c > , 
0 mα <�  и 0 (0,1)ε ∈  коэффициент :σ →£B  удовлетворяет условию

1
1

1

1 | |

2 | | ( )m

m

r

dz
cr

r z Im +

+

−α

γ

 
 

π σ 
∫ �    (4)

для почти всех 0(0, )r ∈ ε . Тогда

1
0

0

| ( ) |
lim ,

| |
mz

f z

z

α−→
ν < ∞�   (5)

где 0ν  — положительная постоянная, зависящая только от чисел c , m  и α .
Полагая 0α =  в теореме 1, получаем следующее заключение.
Следствие. Пусть :f →B B  — регулярное гомеоморфное решение уравнения (3) класса 

Соболева 1, 2
locW  с нормировкой (0) 0f = . Предположим, что для некоторых чисел 0c >  и 
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0 (0,1)ε ∈  коэффициент :σ →£B  удовлетворяет условию

1
1

1

1 | |

2 | | (Im )m

m

r

dz
c

r z +

+

γ

 
 

π σ 
∫ �   (6)

для почти всех 0(0, )r ∈ ε . Тогда

0
0

| ( ) |
lim ,

| |z

f z

z→
ν < ∞�   (7)

где 0ν  — положительная постоянная, зависящая только от чисел c  и m .
Пример 1. Предположим, что 0m >  и 0 mα <� . Рассмотрим уравнение

( )| | | |

( )| | | |

m m
z z

z zm m
z z

m z zf zf mz
f f

z m z zf zf m

α −

α −
− α − −

= ⋅
− α − +

   (8)

в единичном круге.
Перепишем уравнение (8) в полярной системе координат

1 | |m m
r

m
f ir f f

m
α − −

θ θ
− α= − .   (9)

Легко проверить, что

1
( )i imf re r e

α−θ θ=

является решением уравнения (9).

Заметим, что коэффициент 1mm
ir

m
α− −− ασ = −  удовлетворяет условию

1
1

1

1 | |
.

2 | | (Im )m

m

r

dz m
r

r mz +

+

−α

γ

 
  =

π − α σ 
∫

Таким образом, условие (4) теоремы 1 выполнено.
С другой стороны, легко видеть

0 1

| ( ) |
1.lim

| |
z

m

f z

z
α→ −

=

Теорема 2. Пусть :f →B B  — регулярное гомеоморфное решение уравнения (3) класса 
Соболева 1, 2

locW  с нормировкой (0) 0f = . Предположим, что для некоторых чисел 0c >  и 
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0 (0,1)ε ∈  коэффициент :σ →£B  удовлетворяет условию

1
1

1

1 | |

2 | | (Im )m

m

m

r

dz
cr

r z +

+

−

γ

 
 

π σ 
∫ �    (10)

для почти всех 0(0, )r ∈ ε . Тогда

1

0
0

1
( ) | ln ,lim

| |

m

z

f z
z

→

 
ν < ∞  
�   (11)

где 0ν  — положительная постоянная, зависящая только от чисел c  и m .
Пример 2. Предположим, что 0m > . Рассмотрим уравнение

| |

| |

m
z z

z zm
z z

zf zf mz
f f

z zf zf m

− −
= ⋅

− +
   (12)

в единичном круге.

 Перепишем уравнение (12) в полярной системе координат

| |mr
i

f f f
mr θ θ= − .   (13)

Легко проверить, что

1
1

( ) ln
mi if re e

r

−
θ θ =   

является решением уравнения (13).

Заметим, что коэффициент 
i

mr
σ = −  удовлетворяет условию

1
1

1

1 | |
.

2 | | (Im )m

m

m

r

dz
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r z +

+

−

γ

 
  =

π σ 
∫

Таким образом, условие (10) теоремы 2 выполнено.
С другой стороны, легко видеть

1

0

1
( ) | ln 1.lim

| |

m

z

f z
z→

 
=  

Замечание. Примеры 1 и 2 показывают точность найденных порядков роста в теоремах.
Заметим, что наши исследования тесно переплетаются с недавними работами по полу

линейным уравнениям (см. [6—9]).
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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДІНКА РОЗВ’ЯЗКІВ 
НЕЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ БЕЛЬТРАМІ

Досліджуються регулярні гомеоморфні розв’язки нелінійного рівняння Бельтрамі на степеневий і логариф
мічний порядок росту. Побудовані розв’язки, що показують точність порядку росту в знайдених оцінках.

Ключові слова: рівняння Бельтрамі, нелінійне рівняння Бельтрамі, відображення класу Соболєва, регуляр
ний гомеоморфізм.
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ASYMPTOTICS OF SOLUTIONS 
OF NONLINEAR BELTRAMI EQUATIONS

Regular homeomorphic solutions of the nonlinear Beltrami equation for the power and logarithmic orders of 
growth are investigated. Solutions showing the accuracy of the growth order in the found estimates are con
structed.

Keywords: Beltrami equation, nonlinear Beltrami equation, mappings of the Sobolev class, regular homeomorphism.


