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Третє наближення за малим параметром до розв’язку задачі 
про пружнопластичну нестійкість диска, що обертається
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Під час дослідження можливої втрати стійкості суцільного кругового тонкого диска, що обертається, ха-
рактеристичне рівняння одержано як третє наближення за малим параметром на основі умови текучості 
Сен-Венана. Знайдено критичну кутову швидкість обертання.

Ключові слова: пружнопластична задача, метод збурення форми межі, диск, що обертається, втрата 
стійкості, критична кутова швидкість.

Достовірність результатів застосування наближеного аналітичного методу малого параме-
тра [1–4] під час вивчення втрати стійкості дисків, що обертаються, при радіальному розтязі 
відцентровими зусиллями якісно і кількісно можна пов’язати із збіжністю побудованих по-
слідовних наближень до критичного радіуса пластичної зони та критичної кутової швидко-
сті [5—8]. Збурення плоскої форми межі диска, лінеаризовані межові умови та умови спря-
гання розв’язків відповідної плоскої пружнопластичної задачі теорії ідеальної пластичності, 
а також досліджуване на їх основі друге наближення до розв’язку даної задачі розглянуто в 
статтях [9—11]. Мета цієї роботи — одержання третього наближення за малим параметром 
для характеристичного рівняння, критичного радіуса пластичної зони та критичної кутової 
швидкості.

Постановка завдання. Розглядається однорідний і ізотропний суцільний круговий 
тонкий диск сталої товщини, що обертається [1, 2, 5, 9—11]. Межа текучості матеріалу диска 

sσ , модуль пружності E , густина γ , коефіцієнт Пуассона ν , а також стала кутова швид-
кість обертання ω  відомі. Серединну площину диска вважаємо площиною rθ  радіальної і 
кутової координат. Поле незбурених напружень (узагальнений плоский напружений стан, 
застосовний до тонких пластин [8]) визначається із звичайного диференціального рівняння 
квазістатичної рівноваги з урахуванням об’ємних радіальних навантажень, а також рівнянь 
зв’язку в пружній зоні та умови текучості sθθσ = σ  в пластичній зоні. Збурений стан пруж-
ної області диска 
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знаходиться з урахуванням того, що лінеаризовані за малим параметром δ  збурення задо-
вольняють диференціальні рівняння рівноваги плоскої задачі (без урахування обертання) 
та рівняння зв’язку між напруженнями і переміщеннями з частинними похідними. Пред-
метом дослідження є критична кутова швидкість обертання диска ∗ω = ω , що втрачає стій-
кість, коли рівняння зовнішньої його межі набуває вигляду [1, 2, 5, 6]
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де 0r rρ =  — безрозмірний поточний радіус, 0 1ρ = , 1 cos2ρ = θ , 2 (1/ 4)cos4ρ = − θ , 3ρ =
(1/ 8)cos6= θ , … . Щоб визначити ∗ω , необхідно одержати у третьому наближенні за ма-

лим параметром характеристичне рівняння відносно критичного радіуса пластичної зони 

0∗ρ = β , встановивши умову існування розв’язків системи лінійних рівнянь
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у якій : rrR = σ , : θθΘ = σ , : rT θ= τ ; штрихом позначено похідну за ρ ; точкою — похідну за θ ; 
квадратними дужками – стрибок функції в точці; а 1∗ρ , 2∗ρ , 3∗ρ  — віднесені до 0r  збурення 
радіального зміщення відповідного порядку на пружно-пластичній межі.

Допоміжні результати. Враховуючи (1), (2), перше і друге наближення лінеаризованих 
за δ  межових умов та умов спрягання [1, 2, 5, 9], вигляд незбуреного стану диска, що обер-
тається [2, 5, 6, 10],  а також загальний вигляд збурень напружень пружної області [5, 7]
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(напруження віднесені до σs), наведемо вирази для деяких необхідних у подальшому 
величин:
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Характеристичне рівняння. Із урахуванням розвинення (1), загального вигляду збуре-
ного напруженого стану у випадку самозрівноваженої форми втрати стійкості [5, 7], а також 
принципу накладання вважатимемо
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Оскільки T0 = 0 [1, 2], із співвідношень (1)—(5) одержуємо систему рівнянь
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Система (6) еквівалентна системі

,Tx h=   (7)
де

6 4 6 4 2
0 0 0 0 0

8 6 6 4 2
0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1

1,75 0,25 1,5 0 0 1 0,5 1,5

diag , ,6 7 1,5 0,5
1 0 0 0 0 1

6 5 0,5 0,5

1 0 0 0 0 0 0 1

T − − −

− − −

⎧ ⎫− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟= β + β − β − β +β +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟− β + β +β β + −β⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭



46 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2019. № 4

Д.М. Лила

1 8 1 1 2 2 1
6 6 6 6 8 6 6 1

3 0 0 1 0 0 2 3 0 0 0
14 2 14 2 8 6 6

4 0 0 1 0 0 2 0 0 0 3
8 6 6 14 4 2

0 0 0 4 0 0 0

( , , ), , ,

{2( 2 ) 4( ) 6 }{ 6 5 } ,

{( 10 9) (2 10 12) (9 10 )

( 12 10 2 ) }{0,5 18 35

Th h h h g h g g

h g g g

h g g g

g

− − − − −

− − − − − −

− − − − −

= … = = −

= β + β + β −β − − β + β +β

= β − β + + β + β − + β − β +β +

+ − β + β + β β − β + β − 10 1
0

5 5 6 6 5
4 4 4 2 1

7 0 5 0 6 7 0 0

2 2 4 2 2 4
8 0 0 5 0 0 0 6 0 7

4 2 6 4 2
0 0 8 0 0 0 0

18 0,5 } ,

, 0,5 ,

{ 0,5( 1) ( 1) }{0,5 0,5 } ,

{ 0,25( ) ( 0,5 0,5 ) 0,25( 1)

(0,5 0,5 ) }{0,25 1,5 1 0,25

h g h g g

h g g g

h g g g

g

−

− − − −

− − − −

− − − −

+ β

= = +

= − β + + −β + + β + −β

= − β +β + −β + β + β − β − +

+ β + −β β −β + β − + β2 1} .−
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Оскільки збурення радіального зміщення має вигляд
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Його кореню β0* відповідає критична відносна кутова швидкість [2, 5, 6]
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+ β − β + β − β + +

+ − β − +

4 8 6 6 7 3
32 3 0 3 0 3 0 3 0 2 0 2 0 2 0

2 0

{ 6 6 8 4 ( 4 12 12

4

U A B C D A B C

D

− − −

−

= − − β − β − β − β + − β + β − β +

+ β 5 5 6 2 3 1
1 1 0 1 0 22 1 0 1 1 10 1 3

1
) (4 4 ) ( 5 ) } .

24
U B C U B C U a U a− − −+ β − β + − β − +

Чисельні приклади та обговорення результатів. У таблиці наведено результати роз в’я-
зу вання даної задачі у третьому наближенні для різних ν  та / 0,01s Eσ = . Для порівняння 
дано також перше і друге наближення відповідних критичних величин [1, 2, 5, 11]. Одержа-
ні уточнені значення 0∗β  та / q∗ω  дозволяють припустити збіжність методу (імовірно, до 
близького до 0 значення для 0{ }∗β  та “першої критичної швидкості” 8 / ( 3)ν +  для { / }q∗ω  
[1, 2, 6]), а монотонне спадання їх послідовностей, що має місце, зробити висновок про задо-
вільний кількісний і якісний зміст розв’язків [4, 8].
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Третє наближення за малим параметром до розв’язку задачі про пружнопластичну нестійкість диска...

Д.М. Лила

Черкасский национальный университет им. Богдана Хмельницкого
E-mail: dim_l@ukr.net

ТРЕТЬЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ПО МАЛОМУ ПАРАМЕТРУ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ 
ОБ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ДИСКА

При исследовании возможной потери устойчивости быстровращающегося сплошного кругового тонкого 
диска характеристическое уравнение получено в третьем приближении по малому параметру на основе 
условия текучести Сен-Венана. Найдена критическая угловая скорость вращения.

Ключевые слова: упругопластическая задача, метод возмущения формы границы, вращающийся диск, по-
теря устойчивости, критическая угловая скорость.
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THE THIRD APPROXIMATION IN A SMALL PARAMETER TO A SOLUTION 
OF THE PROBLEM OF ELASTOPLASTIC INSTABILITY OF A ROTATING DISK

We have proposed a way of investigation of the possible loss of stability by a rotating thin circular disk by the 
method of small parameter. We have obtained a characteristic equation for the critical radius of the plastic zone 
in the third approximation. We also have found the critical angular rotational velocity.

Keywords: elastoplastic problem, boundary shape perturbation method, rotating disc, stability loss, critical angular 
velocity.




