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На основе анализа упрощенной математической модели ЭГФ проведено исследование по выбору рациональ-
ного метода и шага численного интегрирования дифференциальных уравнений для решения математических 
моделей ТА с электромагнитным управлением. Выявлена динамическая устойчивость анализируемого узла. 

 

Вступление и постановка задачи. При чис-

ленном решении жесткой задачи возникают из-
вестные трудности, связанные с обеспечением ус-

тойчивости и сходимости этого решения [1].  

Стойкость численного решения системы 

дифференциальных уравнений при использовании 
явного метода достигается выбором такого шага 

интегрирования Δt, при котором каждое из ком-

плексных значений Δt·λj (j = 1, 2, …, k), где λj – 
частота или постоянная времени для линеаризиро-

ванной системы, лежало бы внутри соответствую-

щей области устойчивости данного метода интег-
рирования. Причем, следует иметь в виду, что зна-

чение шага может оказаться настолько малым, что 

провести численное решение на значительном ин-

тервале времени интегрирования окажется практи-
чески невозможным из-за значительных затрат 

временных ресурсов.  

Сходимость решения определяется условием 
|Δt·λj| < 0,1 для низких частот колебательных про-

цессов в системе, отвечающей современному уров-

ню развития вычислительных методов высшей ма-

тематики. 
В этой работе рассматриваются явные методы 

интегрирования дифференциальных уравнений 

типа Рунге-Кутта, область устойчивости которых 
определяется неравенством [2]:  
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При учете первых двух членов полинома (1) 
получим границу области устойчивости метода 

Эйлера, трех - Рунге-Кутта 2-го порядка, четырех - 

Рунге-Кутта 3-го порядка, пяти - Рунге-Кутта 4-го 
порядка точности. 

На рис. 1 приведено построение областей ус-

тойчивости перечисленных методов на основе ана-

лиза выражения (1). Как видно из рисунка, переход 
от метода Эйлера к методу Рунге-Кутта 2-го поряд-

ка не расширяет область устойчивости для жестких 

систем, но позволяет применить его для систем с 
большей колебательностью. Для расширения об-

ласти устойчивости при расчете жестких систем 

необходимо переходить к методам Рунге-Кутта     

3-го и 4-го порядков. 

 
Для перечисленных методов был проведен 

анализ на устойчивость и сходимость решения сис-

темы дифференциальных уравнений, которые опи-

сывают процессы в электрогидравлической фор-

сунке, то есть, в сущности, являются ее математи-
ческой моделью. По результатам такого анализа 

можно сделать вывод о приемлемости или непри-

емлемости того или другого численного метода 
решения дифференциальных уравнений для расче-

тов процессов в топливной аппаратуре с электро-

магнитным управлением. 

Упрощенная математическая модель элек-
трогидравлической форсунки (ЭГФ). Принимая 

некоторые упрощения, процессы в пустотах ЭГФ 

можно описать системой дифференциальных урав-
нений [3]: 
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Соответствующая расчетная схема ЭГФ пред-

ставлена на рис. 2. 

Рис. 1. Области устойчивости числен-
ных методов интегрирования   
дифференциальных уравнений 

 А.Л. Григорьев, А.А. Прохоренко, И.В. Рыкова, 2013 
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Решение системы уравнений (2) состоит в оп-

ределении текущих значений величин: p2к – давле-
ния топлива в полости кармана распылителя; p´2 – 
давления топлива в кармане перед полостью каме-
ры управления; p1  давления топлива в полости 
мультипликатора; x – перемещения иглы форсунки; 
xкл  перемещения управляющего клапана. Для это-
го система уравнений (2) должна быть дополнена 
уравнениями для определения переменных вели-
чин, которые входят в ее уравнения и перечислены  
ниже. 

Скорости потока в сечениях, соответственно, 
перед карманом распылителя и перед камерой 
управления:  
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где WI, WIII  отраженная волна давления в сечени-
ях, соответственно, перед карманом распылителя и 
перед камерой управления. 

Эффективное проходное сечение в распыли-
теле:  
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Эффективное проходное сечение в запираю-
щем конусе: 
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Эквивалентное эффективное проходное сече-
ние в управляющем клапане: 
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где клвf  и клнf   соответственно, эффективное 

проходное сечение верхнего и нижнего отверстий 
выходного жиклера. Их значения определятся по 
формулам, соответственно: 
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Перемещение торца мультипликатора запира-
ния с учетом его упругой деформации: 
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Тогда очевидно, что линейная скорость торца 
описывается дифференциальным уравнением: 
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Текущий объем камеры управления: 
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Площадь шарика клапана, которая восприни-
мает давление в камере управления: 
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Скорость звука в топливе: 
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Линеаризация уравнений математической 
модели ЭГФ. После линеаризации системы (2) с 
учетом выражений (3)-(13) получим систему диф-
ференциальных уравнений первого порядка:
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Рис.2. Упрощенная расчетная схема 
ЭГФ 
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В системе уравнений (14) приняты следую-
щие обозначения: 
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Для определения величин введенных обозна-

чений необходимо вычислить некоторые частные 

производные: фf x  , экв клf x  , эквf x   и 

1эквf p  . Для этого воспользуемся выражениями 

(4)-(9), продифференцировав их по соответствую-

щим переменным. 
Очевидно, что 

ф ф зк

зк

f f f

x f x

  
 

  
,  (16) 

где величину ф зкf f   можно определить из вы-

ражения (4): 
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а величину зкf x   из выражения (5): 
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Аналогичный подход применим при нахожде-

нии других частных производных. 
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где из выражения (4): 
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а из выражения (7): 
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где из выражения (6): 
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а из выражений (8) и (9): 
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С учетом приведенных выше преобразований, 

система уравнений (14) имеет такую матрицу ко-
эффициентов перед неизвестными: 
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которую следует дополнить диагональной матри-

цей коэффициентов перед производными: 
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Тогда собственные числа матрицы 
1B D A  , которые имеют вид λj = α + iβ, где α - 

действительная, а іβ - воображаемая части, являют-

ся корнями характеристического уравнения систе-

мы (14). Естественно, для приведенной системы    

7-го порядка таких корней будет семь. 
Кроме того, следует отметить, что приведен-

ная матрица А обладает особым видом симметрии, 

которая в [4] названа симметрией механических 
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систем. 

Результаты численного исследования. Ис-

следуем корни характеристического уравнения 

системы (собственные значения матрицы B) в про-
цессе моделирования рабочего процесса в ЭГФ. 

Для этого в математическую модель, описанную в 

работе [3], в виде отдельного блока включена ме-
тодика нахождения собственных значений матрицы 

1B D A  , которая является стандартной функци-

ей математического пакета MATLAB. Собственные 
значения определялись на каждом шаге в процессе 

численного интегрирования основной математиче-

ской модели ЭГФ. Расчет выполнен для ЭГФ быст-

роходного малолитражного дизеля, конструктив-
ные параметры которого описаны в работе [5]. Для 

решения была применена неявная схема Адамса 

[6], общепринятая к использованию при расчетах 
гидромеханических узлов дизельной топливной 

аппаратуры [1]. Результат изложенного расчетного 

эксперимента, в котором использован малый шаг 
по времени Δt = 1·10–6 c, представлен на рис. 3. 

 
Рис. 3. Корни характеристического уравнения 

системы (14) 
 

На рис. 3 приведены полученные значения 

корней характеристического уравнения системы 
(14) по текущему времени процесса. Анализ ре-

зультатов показывает, что система является жест-

кой, поскольку модуль действительной части одной 

из постоянных времени λj на 1...2 порядка больше, 
чем в других. Причем, как выяснилось, эта, наибо-

лее отдаленная от начала координат постоянная 

времени, определяется апериодическим процессом, 
который имеет место в кармане перед камерой 

управления, обозначенной на схеме V´2 (см. рис. 2).  

Исходя из полученного результата и восполь-

зовавшись вторым уравнением системы (14), мож-
но определить необходимый шаг интегрирования 

аналитически следующим способом. Действитель-

ная часть комплексного корня α2 этой системы 
приблизительно составляет величину: 

2

2

т

сж

f

a V
  


,   (27) 

а с учетом уравнения (13): 

2
'

2

2

сж

m

V

f


 .   (28) 

Тогда, для достижения устойчивости решения 

необходимо выполнение условия: 

2 2t   ,   (29) 

откуда: 

2

2
t 


,    (30) 

или при подстановке уравнения (28) в (30): 

22 сж

т

V
t

f

 
  .   (31) 

Для исследуемой системы ЭГФ, в которой V´2 

= 20 мм3, fт  =3, 14 мм2,  = 840 кг/ м 3, сж = 4·10-10 

Па при давлении в аккумуляторе pа = 140 МПа, зна-
чение граничного шага составит: 

9 10
6

6

2 20 10 840 4 10
7 4 10

3 14 10
t , c

,

 




   
   


. 

Таким образом, можно сделать вывод, что вы-

бор шага интегрирования для достижения устойчи-
вости решения определяется конструктивными па-

раметрами системы, что проиллюстрировано на 

рис. 4 при Δt = 5·10-6 c. Как видно из рисунка, все 
полученные корни характеристического уравнения 

системы (14) на всех расчетных шагах попадают в 

область устойчивости метода Рунге-Кутта 2-го по-

рядка. 
При этом сходимость решения также будет 

достигнута, поскольку, как видно из рис. 4, при 

выбранном шаге интегрирования комплексные 
значения низких частот системы удовлетворяют 

условию |Δt·λj| < 0,1. 

Таким образом, выбранный метод интегриро-
вания является достаточным для численного реше-

ния математических моделей гидродинамических 

узлов топливной аппаратуры с электромагнитным 

управлением. 
Из анализа данных, приведенных на рис. 4, 

вытекает еще один самый важный вывод, который 

можно назвать «побочным результатом» исследо-
вания. А именно – для всех корней характеристи-

ческого уравнения λj выполняется условие:                     

Re λj <0, что свидетельствует об устойчивости ана-

лизируемой гидромеханической системы. Это, в 
свою очередь, дает возможность использовать кон-

струкцию форсунки без жесткого верхнего упора 

ее иглы. 
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Рис. 4. Корни характеристического уравнения системы (14) в области устойчивости  

метода Рунге-Кутта 2-го порядка при шаге Δt = 5·10-6 c 
 
Полученные результаты исследований учиты-

вались при программной реализации математиче-

ских моделей топливной аппаратуры дизеля с элек-

тромагнитным управлением, описанных в роботах 
[3, 7, 8]. После перехода к явной схеме интегриро-

вания результат гидродинамического расчета прак-

тически не изменился, а трудоемкость сократилась 

на порядок. 
 

Выводы 
1. Достаточную устойчивость и сходимость 

численного решения дифференциальных уравне-

ний математической модели ЭГФ можно получить 

при применении метода интегрирования Рунге-
Кутта 2-го порядка. При этом шаг интегрирования 

следует определять, исходя из конструктивных 

параметров системы. 

2. Анализ линеаризированной математической 
модели электрогидравлической форсунки показал, 

что ее динамические процессы отличаются устой-

чивостью. Это качество определяет конструктив-
ную возможность использования электрогидравли-

ческих форсунок без жесткого ограничителя подъ-

ема иглы. 
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АНАЛІЗ СТІЙКОСТІ Й ЗБІЖНОСТІ ЧИСЕЛЬНИХ МЕТОДІВ ІНТЕГРУВАННЯ  
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ЕЛЕКТРОГІДРАВЛІЧНОЇ ФОРСУНКИ ДИЗЕЛЯ 

О.Л. Григор’єв, А.О. Прохоренко, І.В. Рикова 

На основі аналізу спрощеної математичної моделі ЕГФ проведене дослідження з вибору раціонального методу та 
кроку чисельного інтегрування диференціальних рівнянь для рішення математичних моделей ТА з електромагнітним 
керуванням. Виявлено динамічну стійкість аналізуємого вузла.  
 
АNALYSIS OF THE STABILITY AND CONVERGENCE OF NUMERICAL METHODS FOR THE INTEGRATION 

OF DIFFERENTIAL EQUATIONS OF ELECTRO-HYDRAULIC DIESEL INJECTORS 

A.L. Grigoriev, A.А. Prokhorenko, I.V. Rykovа 

Based on the analysis of a simplified mathematical model of EHDI the study on the rational choice of the method and the 
step of numerical integration of differential equations for the solution of mathematical models of fuel delivery system with elec-
tromagnetic control was made. The dynamic stability of the analyzed unit was disclosed.  
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С.А. Алёхин, В.П. Герасименко, В.А. Опалев 

СОГЛАСОВАНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК ТУРБОНАДДУВА И  
ДВУХТАКТНОГО ТРАНСПОРТНОГО ДИЗЕЛЯ 

 

Рассмотрены основные проблемы согласования характеристик турбонаддувочных агрегатов и двухтакт-
ных транспортных дизелей с разным числом цилиндров. Исследовано влияние ярусности рабочего колеса, 
степени диффузорности безлопаточного диффузора, окружной скорости колеса и других геометрических 
параметров на напорную характеристику центробежного компрессора и совместную работу компрессора с 
поршневым двигателем. Определены эффективные мероприятия по оптимальному согласованию механиче-
ского турбонаддува с транспортным дизелем. Предложены рекомендации по ускорению модернизации 
транспортных дизелей с разным числом цилиндров за счёт расширения характеристик высоконапорных 
турбонаддувочных агрегатов. 
 
Введение 

Совместное совершенствование газовоздуш-

ного тракта и турбонаддувочных агрегатов (ТНА) 

транспортных дизелей  - одно из важных направле-

ний их развития [1, 2]. Благодаря высоким степе-

ням повышения давления центробежных компрес-

соров (ЦБК) турбонаддува ( 5,4...0,4* к ) достиг-

нут значительный прогресс в удельных параметрах 

двигателей: удельном расходе топлива, литровой 

мощности, удельной массе и др. [3, 4]. При столь 

высоких параметрах ТНА важная роль отводится 

согласованию его характеристик и дизеля.  

Формулировка проблемы 

Отличительной особенностью условий работы 

механического турбонаддува в системе транспорт-

ного дизеля является сочетание нестационарного 

процесса течения в газовоздушном тракте, обу-

словленного циклическим движением поршней, с 

переменными режимами работы двигателя при пе-

ремещении транспортного средства по пересечён-

ной местности. Эти условия влияют на совместную 

работу ТНА с поршневым двигателем (ПД), что 

необходимо учитывать при создании турбопорш-

невого дизеля с приводным турбокомпрессором 

путём согласования их характеристик [1, 5]. Пе-

риодическое изменение гидравлической характери-

стики двухтактного двигателя, вызываемое движе-

нием поршней и колебаниями давления в выпуск-

ной системе, смещают работу турбокомпрессора по 

линии акустического импеданса [6], что в итоге 

способствует развитию срывных процессов в ком-

прессоре и его неустойчивости. 

Целью данного исследования является согла-

сование характеристик турбонаддувочного агрегата 

и поршневой части двухтактного дизеля с разным 

числом цилиндров с учетом условий эксплуатации 

транспортного средства. Эффективное согласова-

ние обычно обеспечивают доводочными испыта-

 С.А. Алёхин, В.П. Герасименко, В.А. Опалев, 2013 




