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БАЛАНСИРОВКА МАТРИЦЫ КОНТЕЙНЕРНЫХ ПОТОКОВ  

В ЗАДАЧЕ ПЕРЕВОЗКИ МЕЛКОПАРТИОННЫХ ГРУЗОВ 

 
Аннотация. Рассматриваются два способа балансировки матрицы кон-

тейнерных потоков при решении задачи перевозки мелкопартионных грузов 

в контейнерах. Необходимость балансировки возникает из-за неравенства 

суммы исходящих и входящих потоков контейнеров в узлах транспортной 

сети. Предложена математическая модель и алгоритм решения задачи раз-

возки порожних контейнеров, которые могут быть использованы для ба-

лансировки матрицы контейнерных потоков и последующего решения зада-

чи распределения и маршрутизации потоков груженых и порожних контей-

неров. Проведен обзор и анализ современных методов и алгоритмов решения 

транспортной задачи. Экспериментально показано, что оптимальная ба-

лансировка по сравнению с симметричной балансировкой позволяет значи-

тельно сократить суммарные затраты на транспортировку и обработку 

порожних контейнеров (на сетях от 100 до 4000 узлов в 17 и 174 раза соот-

ветственно).  

Ключевые слова: перевозка мелкопартионных грузов в контейнерах, 

транспортная сеть, модели и алгоритмы решения транспортной задачи.  

 

Введение  

 

При перевозке мелкопартионных грузов в жесткой таре (контейнерах)  

в многопродуктовой транспортной сети возникает задача балансировки 

матрицы потоков. Под многопродуктовой сетью понимается сеть, в которой 

каждый узел обменивается не взаимозаменяемыми грузами со всеми 

остальными узлами. Поскольку не для всех узлов сети выполняется условие 

баланса — равенства суммы исходящих и входящих контейнеров, актуальной 

становится задача развозки порожних контейнеров (РПК). Часто на практике 

балансировка матрицы потоков для каждой корреспондирующейся пары  

узлов осуществляется путем возврата порожних контейнеров в узел с их не-

достатком, т. е. имеет место симметричная балансировка, при которой учет 

рабочего парка контейнеров ведется одним из этих узлов. При наличии авто-

матизированной информационно-аналитической системы (АИАС) [1] управ-

ления процессами обработки и перевозки грузов выгоднее вести централизо-

ванный учет рабочего парка контейнеров и для балансировки потоков решать 

задачу оптимизации РПК. При этом появляется возможность значительного 

снижения приведенных затрат на обработку и перевозку потоков порожних 

контейнеров и оперативного управления их перераспределением при колеба-

нии нагрузок в сети.  

Целью работы является построение математической модели, выбор ме-

тодов и алгоритмов для решения задачи оптимизации РПК и эксперимен-

тальное сравнение методов симметричной и оптимальной балансировки мат-

рицы потоков на численных примерах.  

 

  В.А. Васянин,  Л.П. Ушакова,  2015 
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1. Математическая модель задачи развозки порожних контейнеров  

 

Пусть P)G(N,  — неориентированная транспортная сеть с множеством узлов 

N ,  N n  и множеством дуг P ,  P p ,     — знак мощности множе-

ства. Узлы сети соответствуют пунктам отправления, получения и перегрузки 

груженых и порожних контейнеров, а дуги — физическим отрезкам линий 

связи (например, по железным и автомобильным дорогам, морским путям  

и пр.), соединяющим два любых узла из множества N  так, что между рас-

сматриваемыми узлами на данном отрезке нет больше ни одного узла из N .  

Потоки груженых контейнеров заданы матрицей 
nnijaA


    среднесу-

точных значений, статистически рассчитанных для конкретных периодов 

планирования перевозок (например, в зависимости от сезонных колебаний 

величины потоков). Потоки ija  из источников i  в стоки j , nji ,1,   долж-

ны перевозиться в транспортных средствах с заданной периодичностью. 

Матрица A  не сбалансирована, поскольку для большинства узлов не выпол-

няется условие 

 

                                       niaa ji

n

j

iji ,1  ,0)(
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 


.                                    (1) 

 

Первый способ балансировки предусматривает построение симметрич-

ной матрицы 
nn

c

ij

c aA


   , каждый элемент которой определяется из выра-

жения },max{ jiij

c

ij aaa  , nji ,1,  . Такое построение приводит к дополни-

тельным затратам на перевозку и погрузку/выгрузку порожних контейнеров, 

однако, упрощает организацию их обработки и отправки. Второй способ ба-

лансировки заключается в решении транспортной задачи для развозки по-

рожних контейнеров. 

Разделим все множество узлов, для которых не выполняется условие (1), 

на два подмножества A  и B  так, чтобы выполнялось 0 i , Ai , 0 i , 

Bi  и NBA  . Тогда в терминах транспортной задачи множество B  

является множеством потребителей порожних контейнеров, а A  — множест-

вом их поставщиков. Образуем вектор потребителей jb , kj ,1  с объемами 

потребления jb , для B     и вектор поставщиков ia , li ,1 , с объе-

мами предложения   ia , для A    . Где k  и l  получены счетным 

перечислением множеств B  и A  соответственно. Векторам ia  и jb  поставим 

во взаимно однозначное соответствие векторы номеров узлов i  и j  из A  

и B . Сформулируем транспортную задачу. Требуется минимизировать  
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при ограничениях 
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где 0ijx  — число порожних контейнеров, отправляемых i -м поставщиком 

j -му потребителю; ijd  — расстояние перевозки от i  до j ; )(ijf  — кусоч-

но-выпуклые нелинейные функции транспортных затрат, зависящие в общем 

случае от перевозимого объема, расстояния, типа транспортного средства, 

выделенного для перевозки‚ маршрута перевозки, скорости движения и дру-

гих факторов. Учет всех перечисленных факторов при решении задачи (2)–(5) 

не представляется возможным, поскольку перевозка порожних контейнеров 

должна выполняться вместе с гружеными. Маршруты перевозки определяют-

ся при решении отдельной задачи распределения и маршрутизации потоков 

[2]. Поэтому предположим, что на этапе балансировки матрицы контейнер-

ных потоков транспортные затраты на перевозку порожних контейнеров про-

порциональны объему и расстоянию. Такое допущение позволяет не учиты-

вать нелинейность функций )(ijf  и интерпретировать (2)–(5) как задачу ми-

нимизации «пробега» порожних контейнеров, подставив вместо )(ijf  длины 

кратчайших путей 
kl

ijdD


  
~

 
~ **

из i  в j . Предполагается, что предвари-

тельно на сети G  рассчитаны кратчайшие пути 
nn

ijdD


   **
, а 

**~
ji

dd ij  , 

li ,1 , kj ,1 . Отметим, что в (2) расстояния ijd  могут отличаться от рас-

стояний по кратчайшим путям 
*

ijd . 

Задача преобразуется к линейному виду: минимизировать 
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при ограничениях (3)–(5). После решения задачи, балансировка осуществля-

ется следующим образом: ij

o

ij aa  , nji ,1,  ; ij

o xaa
jiji
  , li ,1 , 

kj ,1 , где 
o

ija  — элементы сбалансированной матрицы 
nn

o

ij

o aA


   . 
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Пусть имеются операторы 
nn

o

ij

o

klij

o xXxX


     : , где 

ji
xxo

ij  , nji ,1,  ; 
nn

c

ij

c

nnij

c xXaA


     : , где 
c

ijx  определя-

ются из условия: если jiij aa  , то jiij

c

ji aax  , иначе ijji

c

ij aax  , 

1,1  ni , nij ,1 .  

Сравним способы балансировки с точки зрения затрат на перевозку и об-

работку порожних контейнеров. Поскольку на этапе решения задачи РПК,  

в силу сделанных допущений, говорить о реальных затратах не приходится, 

будем сравнивать два способа балансировки, используя следующие выраже-

ния для определения транспортных и погрузочно-разгрузочных затрат: 
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где 
с

трZ , 
с

погрZ , 
о

трZ , 
о

погрZ  — соответственно транспортные и погрузочно-

разгрузочные затраты при симметричной балансировке и балансировке,  

основанной на оптимизации развозки порожних контейнеров; )(* ijf  — неко-

торые функции транспортных затрат, зависящие от объема и расстояния пе-

ревозки; )(* контf  — функция затрат от объема погружаемых и выгружаемых 

контейнеров. В качестве )(* ijf  и )(* контf  могут выступать функции средне-

годовых приведенных затрат, учитывающие динамику перевозок и зависящие 

от рабочего парка транспортных средств и контейнеров, необходимых для 

нормального функционирования сети при колебаниях нагрузок в сети  

(см. разд. 3). 

Величина снижения затрат 

 

                       )()( о

погр

с

погр

o

mp

с

трпогртр ZZZZZZZ                  (9) 

 

может служить оценкой оптимального плана развозки порожних контей-

неров. 

 

2. Алгоритм решения задачи развозки порожних контейнеров.  

Обзор и выбор методов и алгоритмов решения транспортной задачи 

 

При реализации алгоритма решения задачи нет необходимости создавать и 

хранить матрицы сX  и оX , поэтому формулы (7) и (8) можно записать в виде 
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где abs  означает абсолютную величину. 

Приведем укрупненный алгоритм решения задачи РПК.  

1. На сети G  найти матрицу кратчайших путей 
nn

ijdD


   **
. 

2. 0k ; 0l . 

3. Для } ,1   { nii   выполнить пп. 4–11. 

4. 0SO ; 0SI . 

5. Для } ,,1   { ijnjj   выполнить пп. 6–7.  

6. ijaSOSO  ; jiaSISI  . 

7. Перейти к п. 5. *** Конец цикла по j  

8. Если SISO  ‚ то перейти к п. 9, иначе перейти к п. 10. 

9. 1 kk ; )( SISObk  ; ik  ; перейти к п. 12. 

10. Если SISO  , то перейти к п. 11, иначе перейти к п. 12. 

11. 1 ll ; )( SOSIal  ; il  . 

12. Перейти к п. 3. *** Конец цикла по i  

13. По формулам (10) определить 
с

трZ  и 
с

погрZ . 

14. Для },1 ,,1  , { kjliji   выполнить пп. 15–16.  

15. **~
ji

dd ij  .  

16. Перейти к п. 14. *** Конец циклов по j  и i   

17. Решить транспортную задачу (6), (3)–(5). 

18. По формулам (11) определить 
о

трZ  и 
о

погрZ .  

19. Для 0} ,,1 ,,1  , {  ijxkjliji  выполнить пп. 20–21.  

20. ijxaa
jiji
  .  

21. Перейти к п. 19. *** Конец циклов по j  и i   

22. По формуле (9) получить оценку Z  оптимального плана распреде-

ления порожних контейнеров. 

23. Конец алгоритма. 

Оценивая временную сложность приведенного алгоритма, отметим, что 

наиболее трудоемкими действиями в нем являются нахождение кратчайших 

путей и решение транспортной задачи (ТЗ). Для нахождения всех кратчайших 

путей в сети G  например с помощью алгоритма Флойда (Floyd R.W., 1962 г.) 
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потребуется )( 3nO  времени. Временная сложность решения транспортной 

задачи зависит от применяемых методов и алгоритмов. 

Впервые транспортная задача в строгой математической постановке бы-

ла сформулирована Хичкоком [3] и исследована Купмансом [4]. Первым точ-

ным методом решения классической транспортной задачи был метод потен-

циалов, предложенный Л.В. Канторовичем и М.К. Гавуриным [5]. С тех пор 

появилось множество работ, связанных с постановкой и решением транс-

портных задач. Среди них можно выделить [6, 7], посвященные классифика-

ции и детальному рассмотрению существующих методов и алгоритмов реше-

ния транспортной задачи.  

Большинство методов решения классической транспортной задачи осно-

вано на решении двойственной задачи — найти 








 
 

l

i

k

j

jjii vbua
1 1

max  

при ijji cvu  , li ,1 , kj ,1 , где iu , jv  не ограничены в знаке, а ijc , — 

неотрицательные коэффициенты целевой функции прямой задачи: найти 


 

l

i

k

j

ijij xc
1 1

min  при ограничениях (3)–(5). 

В методе потенциалов для решения двойственной задачи по существу 

используется прямой симплекс метод (Dantzig G.B., 1947 г.) с учетом специ-

фики транспортной задачи, а двойственные переменные (симплекс-

множители) iu , jv  являются потенциалами поставщиков и потребителей. 

Начальное допустимое базисное решение определяется методами «северо-

западного угла», «минимального элемента», методом Фогеля и т.п. Для этого 

решения составляется система из 1 kl  уравнений ijji cvu   и опреде-

ляются начальные значения iu , jv  и оценки для небазисных переменных 

ijjiij cvuc ~ . Далее решение итеративно улучшается обычным путем: 

введением в базис новой переменной из числа небазисных, имеющих 

наибольшую положительную оценку ijc~  (при решении прямой задачи на ми-

нимум); выведением из базиса существующей переменной по условиям допу-

стимости в симплекс-методе. Для этого в транспортной таблице для вводи-

мой переменной строится замкнутый цикл из числа допустимых для вывода 

базисных переменных и выводится одна, имеющая наименьшее значение, 

которое и присваивается переменной, вводимой в базис. При этом пересчи-

тываются значения всех базисных переменных так, чтобы не нарушались 

ограничения по  ia и jb . В условиях допустимости в симплекс-методе зна-

менатель всегда равен единице, т. к. все коэффициенты в ограничениях на 

ресурсы для транспортной задачи равны нулю или единице. Итеративный 

процесс заканчивается, когда для всех небазисных переменных выполняются 

условия оптимальности симплекс-метода (для задачи на минимум, — все 

значения ijc~  должны быть неположительными, если оценки рассчитываются 

как ijjiij cvuc ~ ).  
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Временная сложность метода потенциалов зависит от эффективности ре-

ализации алгоритмов (матричных или сетевых) выполнения его основных 

шагов: нахождения начального допустимого базисного решения (начального 

опорного плана); определения переменной вводимой в базис и проверки на 

оптимальность текущего решения; определения переменной выводимой из 

базиса и пересчета новых значений базисных переменных. В алгоритмах мо-

гут использоваться различные способы представления данных — абстракт-

ные типы данных (АТД): матричные, списочные, очереди с приоритетами, 

древовидные и др. Так, например, в сетевой реализации алгоритмов текущее 

базисное решение представляется остовным деревом и используются эффек-

тивные структуры данных и процедуры для представления и работы с графа-

ми. Наиболее трудоемкой операцией в методе потенциалов является опреде-

ление оценок ijc~ , т.к. сначала надо выполнить 1 kl  операций для вычис-

ления потенциалов базисных переменных, а затем рассчитать потенциалы и 

оценки ijc~  для )1(  klkl  небазисных переменных. При самом про-

стом подходе для этого понадобится просмотр всех элементов транспортной 

таблицы (одновременно можно найти максимальный ijc~  для переменной, 

вводимой в базис, или определить оптимальность текущего решения). Трудо-

емкость шага выведения переменной из базиса зависит от способа представ-

ления текущего базисного решения (остовного дерева) в оперативной памяти 

компьютера и реализации процедур просмотра и пересчета элементов базиса. 

Эти процедуры могут быть очень эффективно реализованы при использова-

нии современных АТД, поэтому временная сложность выполнения шага для 

kl   циклически связанных значений невелика и нуль сравнима по сравне-

нию с операциями расчета ijc~ . Число итераций алгоритма для нахождения 

оптимального решения трудно выразить только через l  и k , поскольку оно 

зависит от величины значений  ia и jb , вырожденности базисных решений, 

применяемых структур данных задачи и процедур работы с ними. Однако 

ясно, что увеличить скорость работы прямого алгоритма симплекс метода 

можно за счет сокращения операций расчета ijc~  и проверки условия опти-

мальности текущего решения. 

Широкое применение при решении транспортных задач получил венгер-

ский метод [8]. В его основе лежит построение максимальных потоков через 

транспортную сеть с частично разрешёнными коммуникациями и последую-

щее сокращение невязок. Венгерский метод решения использует схему пря-

мо-двойственного алгоритма, в которой допустимое двойственное решение 

итеративно улучшается за счет решения задачи, двойственной к ограничен-

ной прямой задаче.  

Всегда можно получить допустимое решение двойственной задачи: 

0iu , ijj cv min , li ,1 , kj ,1 . Пусть пара индексов ij , если для 

них выполняется условие ijji cvu  . Допустимые пары индексов }{ij  

соответствуют допустимым столбцам в транспортной таблице для матричной 

реализации венгерского метода.  
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Запишем ограниченную прямую задачу, введя искусственные перемен-

ные 0ix , kli  ,1 : найти                                                          






kl

i

ix
1

min  при ii

j

ij axx  , li ,1 , jjl

i

ij bxx   , kj ,1 , при-

чем 0ijx , если }{ij  и 0ijx , если }{ij . Эту задачу без пере-

менных ix  можно записать как  


ij

ijxmax  при i

j

ij ax  , li ,1 , j

i

ij bx  , kj ,1  при тех же 

ограничениях на ijx . 

Полученную задачу можно интерпретировать как задачу нахождения 

максимального потока в сети по допустимым парам }{ij  при оценке ми-

нимальной стоимости в ограниченной прямой задаче, равной  

 





ij

ij

k

j

j

l

i

i xba 2
11

, 

 

и использовать для ее решения эффективные сетевые алгоритмы. 

Сетевую постановку транспортной задачи представляют в виде графа 

P)K,L,,,(G ts  с обобщенным узлом отправления s , обобщенным узлом по-

требления t , множеством L , l L  узлов отправления, множеством K , 

kK   узлов потребления и множеством ориентированных дуг P . Узел s  

связан с узлами отправления исходящими дугами sip  с пропускными спо-

собностями isi aw  , li ,1 . Узлы потребления связаны с узлом t  входящи-

ми дугами jtp  с пропускными способностями jjt bw  , kj ,1 . Узлы  

отправления и потребления соединены направленными дугами с неограни-

ченными пропускными способностями ijw  только для пар индексов уз-

лов }{ij . 

Очевидно, что сложность решения транспортной задачи прямо-

двойственным алгоритмом зависит от числа итераций улучшения значений 

двойственных переменных при решении ограниченной прямой задачи, кото-

рую нужно решать до тех пор, пока величина невязки   не станет равной 

нулю и через сеть будет пропущен максимальный поток величины 





k

j

j

l

i

i ba
11

. На каждой итерации необходимо находить максимальный по-

ток, а число итераций опять-таки трудно представить только через l  и k . 

Как известно, транспортная задача является частным случаем задачи о 

потоке минимальной стоимости, в которой все дуги допустимы и имеют сто-

имости и пропускные способности. Для любой конкретной задачи о потоке 
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минимальной стоимости можно построить соответствующую ей транспорт-

ную задачу, решения которых будут совпадать. С этой точки зрения слож-

ность решения транспортной задачи можно сопоставить со сложностью ре-

шения задачи о потоке минимальной стоимости. 

Учитывая практическую важность транспортной задачи, методы и алго-

ритмы ее решения активно развивались в прошлом столетии и продолжают 

совершенствоваться в настоящее время. В работах [9–12] были предложены 

эффективные методы и алгоритмы для решения классической транспортной 

задачи. В частности, в [9] рассматривается эффективный алгоритм, основан-

ный на поразрядном сокращении невязок, с общей временной сложностью 

)( 2mklO , где  ),min(log maxmax2 bam  , iaa maxmax  , li ,1 , 

jbb maxmax  , kj ,1 . Работы [10, 11] посвящены эффективным реализаци-

ям метода потенциалов для транспортной задачи в сетевой постановке,  

в которых экономно организованы процедуры вычисления потенциалов и 

пересчета базиса. Рекурсивный вариант венгерского метода, использующий 

технику цепных списков, предложен в работе [12]. Обзор с 1966 по 1978 гг., 

экспериментальное сравнение и практические советы по применению мето-

дов и алгоритмов решения транспортных задач можно найти в зарубежных 

работах [13–17]. 

В СССР большинство из указанных алгоритмов прошло эксперимен-

тальную апробацию на конкурсе «Транспорт-81», проведенном по инициати-

ве и под руководством Л.В. Канторовича [18]. Как показали эксперименталь-

ные исследования, наилучшей оказалась программа, реализующая вариант 

метода потенциалов, предложенного в [10]. 

Несмотря на то, что транспортная задача отнесена к классу полиноми-

ально разрешимых, при сравнении различных алгоритмов ее решения в прак-

тических случаях приходится полагаться на экспериментальные результаты. 

Известны патологические случаи, когда для решения транспортной задачи  

и задачи о потоке минимальной стоимости требуется экспоненциальное чис-

ло итераций, казалось бы, эффективных алгоритмов [19, 20]. 

Дальнейшее развитие методов и алгоритмов решения транспортной за-

дачи нашло отражение в работах [21–25]. В [21] на примере транспортной 

задачи сравнивается быстродействие теоретически полиномиального двой-

ственного сетевого симплекс-алгоритма с прямым сетевым алгоритмом. При-

водятся результаты экспериментального сравнения двойственного алгоритма 

с известными реализациями прямого алгоритма в пакете программ  

Netflo. Показано, что на сетях до 300 узлов и 10000 дуг алгоритмы сравнимы 

по быстродействию. При превышении указанных границ прямой алгоритм 

быстрее двойственного на 30–60%. В работах [22, 23] приводятся эффектив-

ные реализации двойственного сетевого симплекс алгоритма и строго поли-

номиального алгоритма для решения транспортной задачи. Вопросы постоп-

тимального анализа решения транспортной задачи для плавающих цен  

рассматриваются в работе [24]. Предлагается универсальный алгоритм «Push-

and-Pull», который в отличие от прямого и двойственного симплекс метода, 

метода «падающих камней» (stepping-stone) не требует введения дополни-

тельных и искусственных переменных для получения начального решения  
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и других операций, связанных с циклическим обновлением базисных реше-

ний (не допускает вырожденных решений). Сравнивается вычислительная 

эффективность предложенного алгоритма с алгоритмами в пакете LINDO. 

Отмечается, что для проведения анализа на чувствительность и постопти-

мального анализа не могут быть в полной мере использованы существующие 

пакеты программ NETFLO, NETSOLVE, GENOS, CPLEX, QSB, LINDO. 

В работе [25] рассмотрены способы реализации процедур ведущего пре-

образования в схеме прямого симплекс алгоритма для задач транспортного 

типа, позволяющие осуществлять перестройку базисного дерева за время ли-

нейное от числа вершин сети, существенно сократив при этом число прове-

рок условия оптимальности. Основанием для проведения работ явилось то, 

что многие полиномиальные алгоритмы не могут составить конкуренцию 

прямому симплекс алгоритму при решении практических задач. Излагается 

способ учета дуг, заведомо удовлетворяющих условию оптимальности, осно-

ванный на упорядочении изучения базисного дерева. При использовании 

данного способа из поиска очередного кандидата для ввода в базис исключа-

ются дуги, для которых установлено выполнение условия оптимальности. 

Предложенные в работе структуры данных и процедуры для них позволяют 

уменьшить вычислительную сложность всей итерации прямого симплекс-

метода, а не только ведущего преобразования как в известных алгоритмах. 

Приводится техника программной реализации на языке C++ процедур для 

решения и постоптимизационного анализа транспортных задач соответствен-

но в сетевой и матричной постановках. Отмечается, что предложенный спо-

соб дает возможность распараллеливания вычислений при решении многих 

задач об оптимальном потоке. 

В [26] приводятся результаты экспериментальных исследований по ре-

шению транспортной задачи прямым симплекс алгоритмом при распаралле-

ливании вычислений на 14 процессорах. Даны расчеты для сетей, содержа-

щих до 3000 узлов поставщиков и потребителей (т. е. 3000 kl ). Экспе-

риментально показано, что затраты времени для задач с одинаковым числом 

поставщиков и потребителей размерностью nn  растут пропорционально 
an , где 2,22  a . Кроме того, в этой работе выполнен прекрасный исто-

рический обзор статей, в которых предлагались новые АТД и процедуры для 

улучшения программной реализации прямого симплекс алгоритма для реше-

ния классической транспортной задачи.  

Как уже указывалось, венгерский метод решения транспортной задачи 

связан с задачей нахождения максимального потока в сети, а сама транспорт-

ная задача является частным случаем задачи о потоке минимальной стоимо-

сти. Обширную библиографию по алгоритмам нахождения максимального 

потока и их временной сложности можно найти в [27, стр. 793–794]. Самая 

быстрая реализация алгоритма нахождения максимального потока разработа-

на Гольдбергом и Рао [28], асимптотическая оценка их алгоритма составляет 

)lg)2/lg(),(min( 22/13/2 CeveevO  , где v  и e  — число узлов и дуг сети,  

а C  — максимальная пропускная способность дуги (для транспортной зада-

чи ),max( ji baC  , li ,1 , kj ,1 ). Обзор развития методов и алгоритмов 

решения задачи о потоке минимальной стоимости и оценки их временной 

сложности приведены в работе [29, стр. 339–344, 395–397].  
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Кроме традиционных методов, для решения транспортной задачи 

успешно применяются и другие [30–32].  

В работе [30] сделана попытка приспособления двойственного метода 

аффинного преобразования (метода внутренней точки Кармаркара) для  

решения потоковых задач. Сравнивается вычислительная эффективность  

сетевого симплексного алгоритма с двойственным методом аффинного пре-

образования на примерах решения задач о потоке минимальной стоимости, 

транспортной задачи и задачи о назначениях. Показано, что сетевой симплекс 

алгоритм на сетях большой размерности работает значительно быстрее. Для 

распараллеливания на кластере лучше второй алгоритм.  

В [31] также реализован метод двойственного аффинного преобразова-

ния и проводится его сравнение с градиентным методом, сетевым симплекс 

методом (пакет NETFLO), методами декомпозиции (пакет RELAX). Для за-

дачи о назначениях размерностью 500х500 (37501 дуг) при распараллелива-

нии ее решения на 8 процессорах время работы алгоритма внутренней точки 

несколько больше, чем у градиентного алгоритма. По времени работы на се-

тях размерностью до 72000 узлов сетевой симплекс алгоритм и декомпозици-

онные алгоритмы оказались соизмеримыми, а алгоритм внутренней точки  

в большинстве случаев отставал от лучших результатов.  

В недавно вышедшей книге [32], посвященной задачам дробного про-

граммирования и недифференцируемой оптимизации, также рассматривают-

ся различные подходы к решению транспортной задачи, основанные на  

схемах декомпозиции по ограничениям и переменным с применением 

субградиентных методов. Отмечается, что их применение целесообразно,  

когда число потребителей намного больше числа поставщиков, а также, если  

в транспортную задачу включены дополнительные сложные ограничения.  

В настоящее время для решения транспортных задач успешно применя-

ются метаэвристические методы и алгоритмы, — генетические и эволюцион-

ные [33–36], имитации отжига [37], роя частиц [38, 39]. Так, например, в ра-

боте [35] приводится генетический алгоритм, позволяющий параллельно ге-

нерировать множество субоптимальных решений для линейной транспортной 

задачи. Дана реализация алгоритма на языке C++. Отмечается, что алгоритм 

может быть легко приспособлен для решения нелинейных задач. В [39] пред-

ложен многороевый алгоритм для приближенного решения транспортных 

задач с нелинейными функциями стоимости произвольного вида. Приведены 

результаты вычислительных экспериментов по исследованию эффективности 

решения нелинейных транспортных задач различной сложности в параллель-

ной реализации разработанных алгоритмов.  

В заключение обзора приведем несколько последних работ, представля-

ющих интерес для выбора методов решения транспортной задачи [40–44].  

В [40] предлагается метод решения задач транспортного типа, в котором по-

следовательно решаются двумерные задачи с одной связывающей перемен-

ной. Для двумерных задач задаются коэффициенты целевой функции для свя-

зывающей переменной и формулируются одномерные задачи. Их решения 

могут дать исходный оптимум или определить систему ограничений на пере-

менные. Допустимые решения построенной системы ограничений дают опти-

мальное решение исходной задачи. Если система ограничений не имеет допу-

стимых решений, решается задача о максимальном потоке, находится множе-

ство взаимно удовлетворённых пар, формируется множество обобщённых 
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производителей и потребителей и путём суммирования строится новая задача 

с меньшим числом ограничений. После этого процесс последовательного  

решения двумерных задач повторяется. Алгоритм строит последовательность 

псевдорешений с монотонным возрастанием функционала. Отмечается, что 

метод может быть распространен на широкий класс транспортных и распре-

делительных задач. 

В работах [41, 42] соответственно изучаются вопросы, связанные с вы-

рождением базисных решений при построении начального опорного плана 

методом наименьшего элемента и влиянием выбора метода получения 

начального опорного плана на число итераций прямого симплекс алгоритма 

для транспортной задачи (его еще называют MODI или stepping stone мето-

дом [14]) для получения оптимального решения. Сравниваются методы севе-

ро-западного угла, выбора минимального элемента и метод Фогеля. Как  

и ожидалось, лучшими оказались метод наименьшего элемента и метод Фо-

геля. На больших размерностях метод северо-западного угла намного хуже 

(приблизительно в 3 раза). 

В [43] рассматривается Shortlist Method, который является улучшением 

прямого симплекс метода и позволяет существенно сократить число про-

смотров небазисных переменных, включаемых в базис, и уменьшить объем 

памяти компьютера для хранения данных. Экспериментальные исследования 

показали, что предложенный алгоритм позволяет значительно уменьшить 

время решения транспортной задачи по сравнению с последней версией 

(state-of-the-art) симплекс алгоритма, реализованного в пакетах CRAN-

Package emdist и LP_Solve. Алгоритм позволяет решать транспортные задачи 

большой размерности за разумное время (задача с 1000 поставщиками и по-

требителями решена за 1,2314 с на компьютере Intel Core i7 CPU, 3.20 GHz). 

Кроме того, в работе приводится новый метод построения начального допу-

стимого решения и экспериментально показано, насколько сокращается вре-

мя решения задачи при его использовании по сравнению с известными мето-

дами северо-западного угла, минимального элемента, Фогеля и др. 

В работе [44] обсуждается транспортная задача с нечеткими ограничени-

ями на ресурсы, когда значения ia , li ,1  и jb , kj ,1  задаются наборами 

нечетких треугольных чисел. Возвращаясь к решению задачи развозки по-

рожних контейнеров (6), (35), отметим, что в реальных сетях величина грузо-

потоков всегда изменяется во времени. Как правило, внешние входящие по-

токи мелкопартионных грузов не подчиняются какому-либо известному ве-

роятностному закону распределения (биномиальному, пуассоновскому  

и пр.). Соответственно будут изменяться и грузопотоки в контейнерах, кото-

рые заданы матрицей A . Поэтому для определения, например, среднесуточ-

ных потоков между узлами для различных периодов на протяжении года  

и в зависимости от сезонных колебаний потоков, в АИАС [1] должны исполь-

зоваться современные методы математического моделирования на основе 

временных рядов данных, которые позволяют получить высококачественные 

прогнозы для нелинейных и нестационарных процессов [45]. Нестационар-

ность входящих потоков и других процессов, происходящих в сети, а также 

возможность с помощью АИАС оперативно управлять перераспределением 

потоков порожних контейнеров в реальном масштабе времени и послужили 

отправной точкой для выбора авторами детерминированной постановки  
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задачи (6), (3–5). При наличии АИАС всегда известны реальные мелкопарти-

онные потоки грузов и величина грузопотоков в контейнерах. Поэтому всегда 

можно оперативно решить задачу развозки порожних контейнеров точными 

методами. При этом небольшие колебания величины потоков будут незначи-

тельно отражаться на оптимальном распределении потоков порожних кон-

тейнеров и «гаситься» резервом грузоподъемности транспортных средств. 

Однако нужно оперативно следить, чтобы грузопоток груженых и порожних 

контейнеров не нарушал схемы распределения и маршрутизации потоков, 

полученной для периодов текущего планирования [2]. В то же время рас-

смотренная в [44] транспортная задача с нечеткими ограничениями на ресур-

сы может представлять интерес для случая, когда по каким-либо причинам 

АИАС временно неработоспособна.  

 

3. Вычислительный эксперимент  
 

Решение задачи развозки порожних контейнеров выполнялось на однород-

ных транспортных сетях с числом узлов n  = 100, 250, 500, 1000, 2000, 3000, 

4000 и степенью узлов val  = 5. Длины дуг сети и элементы матрицы потоков 

груженых контейнеров 
nnijaA


    задавались датчиком равномерно рас-

пределенных псевдослучайных целых чисел в пределах от 80 до 300 км и от  

1 до 20 контейнеров. Принимались следующие значения параметров: грузо-

подъемность транспортных средств W  = 40 контейнеров; периодичность 

движения транспортных средств 
перT  = 24 ч; время стоянки транспортных 

средств в конечных пунктах следования 
стT  = 22 ч; средняя скорость движе-

ния транспортных средств 
срV  = 70 км/ч. Для расчета среднегодовых приве-

денных затрат на транспортировку и обработку порожних контейнеров ис-

пользовались следующие тождественные (10) и (11) формулы в условных 

единицах стоимости:  
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Для нахождения кратчайших путей использовался алгоритм Флойда,  

а для решения транспортной задачи — венгерский алгоритм в матричной  

реализации. Из рис. 1 видно, что при 1000n , 503l , 496k  начинает 

значительно возрастать время решения обеих задач, особенно у венгерского 

алгоритма. Сравнение методов балансировки удобнее проводить не по абсо-

лютным значениям затрат 
с

трZ , 
о

трZ , 
с

погрZ , 
о

погрZ , а по снижению суммарных 

затрат )/()( о

погр

о
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с

погр

с
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  




















l

i

k

j

ij

n

i

n

j

jiij xaaabsU
1 11 1

2/)( . На рис. 2 

приведены соответствующие гистограммы.  

Программы составлены на языке Digital Visual Fortran и выполнялись 

под управлением операционной системы Windows Vista на ПЭВМ с процес-

сором Intel Core 2 Duo с тактовой частотой 2,66 ГГц и оперативной памятью 

2 Гб.  

Рис. 1 — Время построения кратчайших путей алгоритмом Флойда (FLOYD)  

и время решения транспортной задачи венгерским алгоритмом (HM)  

(в скобках указано соответственно число поставщиков и потребителей) 
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Рис. 2 — Снижение суммарных затрат (Z) и количества порожних контейнеров (U) 

при применении оптимальной балансировки по сравнению с симметричной  

(в число раз) 

 

Выводы  
 

1. Рассмотрены два способа балансировки матрицы контейнерных пото-

ков в транспортной сети — симметричный, часто применяемый на практике, 

и оптимальный, основанный на решении транспортной задачи. Предложена 

математическая модель и алгоритм решения задачи развозки порожних кон-

тейнеров, которые могут быть использованы для балансировки матрицы кон-

тейнерных потоков и последующего решения задачи распределения и марш-

рутизации потоков груженых и порожних контейнеров [2].  

2. Для решения задачи нахождения кратчайших путей и транспортной 

задачи при числе узлов в сети, превышающем 1000, необходимо использо-

вать более эффективные алгоритмы. В частности для решения транспортной 

задачи можно применять современные матричные и сетевые реализации пря-

мого симплекс алгоритма [10, 25, 40, 43], технику распараллеливания вычис-

лений на многоядерных процессорах и вычислительных кластерах [26], при-

ближенные генетические, эволюционные и др. мета-алгоритмы [33–39]. 

3. Экспериментально показано, что оптимальная балансировка по срав-

нению с симметричной балансировкой позволяет значительно сократить 

суммарные затраты на транспортировку и обработку порожних контейнеров 

(на сетях от 100 до 4000 узлов в 17 и 174 раза соответственно).  
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