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ЗАДАЧА МИНИМИЗАЦИИ КОНЦЕНТРАЦИИ ЗАГРЯЗНЕНИЙ ОТ 
ПОЖАРОВ В РЕГИОНЕ 

 
Проблема загрязнения окружающей среды – одна из актуальных проблем эко-

логии. В данной работе предложен метод решения задачи о минимизации концен-
трации загрязнений от пожаров в регионе. При тестировании метода привлекались 
данные за лето 2010 года в Московском регионе. Рассматриваемая задача является 
некорректной, поэтому в настоящей работе применяется метод регуляризации  
А.Н. Тихонова. В основу решения задачи положен метод «двойственного» пред-
ставления квадратичного функционала невязки. Это представление использовалось 
для дальнейшего исследования и построения алгоритмов решения задачи. 

КЛЮЧЕВЫЕ  СЛОВА :  регуляризация Тихонова, локальный источник, инте-
гральное наблюдение, численное моделирование загрязнений. 

1. Постановка задачи о минимизации концентрации загрязнений 
Московского региона. 

В этой части работы приводится постановка задачи о минимизации 
концентрации загрязнений Московского региона на основе уравнения тур-
булентной диффузии при «локальных» граничных источниках и интеграль-
ном наблюдении, а также обсуждается вопрос ее однозначной и плотной 
разрешимости. При рассмотрении задачи вводится лишь один набор гра-
ничных условий (а значит и соответствующие им граничные условия для 
сопряженных задач). Отмечаем также, что эта задача рассматривается без 
ограничений на управления («дополнительные неизвестные»). 

1.1. В области моделирования распространения загрязнений в атмосфе-
ре множество результатов получено на основе уравнения турбулентной 
диффузии, которое имеет вид (см. [1]):
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где (0, )TQ T= Ω× , 3RΩ ∈  – цилиндр, нижняя граница которого, при 

0,z =  обозначается 2Γ , а верхняя, при ,z H=  обозначается 4Γ . Функция 

φ  – концентрация загрязнения, u , v , w  – проекции вектора скорости ветра 

на оси ,  ,  Ox Oy Oz, причем выполняется условие (до высоты 3 км) 

1 2 3div 0,  ,  ,  b b u b v b w= = = =
r

 (1.2) 
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11 22 33,  ,  xx yy zza a a a a a≡ ≡ ≡  – коэффициенты диффузии, являющиеся строго 

положительными ограниченными функциями, f  – функция источников. Через 

1 2 3( , , )n n n n=r  обозначается единичный вектор внешней нормали к ∂Ω . 

Предполагается, что все функции, с которыми авторы оперируют в настоящей 
работе, являются вещественными. 

Скорость гравитационного осаждения примеси gw  оценивается по фор-

муле Стокса: 

v

gr
w nn

g ρ
ρ
9

2 2

=  

где nρ  – плотность частиц взвеси, g  – ускорение свободного падения, nr  – 

радиус частиц взвеси, ρ  – плотность воздуха, ν  – вязкость воздуха. Фор-
мула Стокса применима, когда длина свободного пробега молекул воздуха 
много меньше радиуса частицы примеси, т.е. nl r<<  (см. [2]). В данном 

случае l ≅ 10-8 м, а ≅nr 5·10-7 м.  
В качестве граничных условий принимаем (см., например, [3]): 

0
N

φ∂ =
∂

 на всех границах, кроме 2Γ , (1.3) 
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где β  – величина, которая характеризует взаимодействие примесей с под-

стилающей поверхностью, 
2( )g Γ  – концентрация загрязнения на 2Γ , 

( , ,0)im x y  – характеристические функции на 2Γ , ( )i iu u t≡  – функции ин-

тенсивности «локальных» граничных источников («дополнительные неиз-
вестные», «управления»). Также предполагается, что 3 0b w= =  на нижней 

границе. 
Начальное условие – «обычное»: 

(0)φ φ=  при 0t =  в Ω . (1.5) 

Для замыкания задачи введем дополнительное условие вида (– «интеграль-
ное наблюдение»): 

( , ) obsgφ ϕ=  (1.6) 

где constobsϕ =  – допустимый уровень «средней концентрации» в области 

Ω , а также: 
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где 1t  – начальный момент наблюдения, 2t  – конечный момент наблюдения. 

Теперь ставится задача: найти φ , 1 2 3,  ( ,  ,  )u u u u u=
r r

, такие, что выполняются 

соотношения (1.1), (1.3)-(1.6).  
1.2. В данном пункте подробно опишем области, временные интервалы 

и коэффициенты, при которых проводились исследования и численные экс-
перименты.  
В качестве области наблюдения Ω  выбирался Московский регион, а облас-
тями контроля 

, ,  1,3c i iΩ =  
были регионы с наиболее интенсивными пожара-

ми, зафиксированными в летний период 2010 г. Область наблюдений есть: 

Ω = (54°00'11" с.ш., 57°03'17" с.ш.) × (33°58'50" в.д., 41°58'50" в.д.) × 
× (0 км, 3 км). 

Обозначим:  

1Ax = 54°00'11" с.ш., 2Ax = 57°03'17" с.ш., 1By  = 33°58'50" в.д.,  

2By  = 41°58'50" в.д., 1Cz = 0 км, 2Cz =3 км. 

Регионы, в которых наблюдались самые интенсивные пожары, изобра-
жены на рис. 1.  

Исследования проводились на следующем временном интервале: с 0 ч. 
15.07.2010 г. по 0 ч. 22.07.2010 г. (одна неделя июля). Столь небольшой ин-
тервал брался по той причине, что методика решения задачи требует про-
гноза скоростей ветра вплоть до конца управления по времени, а такой про-
гноз точно можно сделать лишь на период в несколько дней. Данные по на-
правлению и скорости ветра брались с сайта: moskvameteo.ru/archive.php 
(архив погоды в Москве с 1999 г.). Предполагается, что они зависят лишь от 
времени и меняются один раз в двенадцать часов. Коэффициенты диффузии 
полагались следующими: == yyxx aa 2 000 м2/с, =zza 2 м2/c (см. [3]). Скорость 

гравитационного оседания примесей gw  вычислялась по формуле Стокса и 

получилась равной 7·10-5 м/c. Наконец, величина, характеризующая взаимодей-
ствие примесей с подстилающей поверхностью β , согласно [1], полагалась 
равной 5·10-2 м/c (такой она бывает в городах, сельской местности и в бору).  
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Рис .  1.  Регионы, с наиболее интенсивными пожарами: а – регион ,1.cΩ ; 

б – регион ,2.cΩ ;   в – регион ,3cΩ . 

Географические координаты регионов: 

11_A = (55°07'55" с.ш., 39°26'24" в.д.), 12_A = (55°07'55" с.ш., 40°10'48" в.д.),  

13_A = (55°01'33" с.ш., 40°10'48" в.д.), 14_A = (55°01'33" с.ш., 40°41'45" в.д.), 

15_A = (54°47'13" с.ш., 40°41'45" в.д.), 16_A = (54°47'13" с.ш., 40°02'42" в.д.), 

17_A = (54°41'02" с.ш., 40°02'42" в.д.), 18_A = (54°41'02" с.ш., 39°51'46" в.д.), 

19_A = (54°52'01" с.ш., 39°51'46" в.д.), 110_A = (54°52'01" с.ш., 39°26'24" в.д.), 

21_A = (55°42'46" с.ш., 40°15'28" в.д.), 22_A = (55°42'46" с.ш., 40°32'56" в.д.), 

23_A = (55°27'25" с.ш., 40°32'56" в.д.), 24_A = (55°27'25" с.ш., 40°22'04" в.д.), 

25_A = (55°37'26" с.ш., 40°22'04" в.д.), 26_A = (55°37'26" с.ш., 40°15'28" в.д.), 

31_A = (57°02'09" с.ш., 36°10'40" в.д.), 32_A = (57°02'09" с.ш., 36°31'08" в.д.), 

33_A = (56°52'33" с.ш., 36°31'08" в.д.), 34_A = (56°52'33" с.ш., 36°10'40" в.д.). 

Отметим, что информацией по функции источников f , а также по реаль-
ной концентрации загрязнения авторы не располагают. Поэтому в настоя-
щей работе эти параметры полагались равными некоторым функциям, ко-
торые строились исходя из некоторых априорных предположений, а также в 
соответствии с граничными и начальными условиями. Подробнее на этом 
вопросе остановимся в третьей части настоящей работы. 

 
2. Алгоритмы решения задачи о минимизации концентрации за-

грязнений Московского региона. 
В предыдущей части была сформулирована задача о минимизации кон-

центрации загрязнений Московского региона при «локальных» граничных 
источниках и интегральном наблюдении. В данной части будут сформули-
рованы несколько алгоритмов ее решения. 

2.1. Перейдем от рассмотрения (1.1), (1.3) – (1.6) к обобщенной поста-
новке (более подробно методику см. в [4, 5]): 

а 
б 

в 
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Найти ,  { ( )}iu tφ , такие, что выполняются (1.1), (1.3) – (1.5)  

и 
{ }
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Введем сопряженную «вспомогательную» задачу вида: 
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Используя 0q , выпишем «двойственное представление» Jα . Поскольку 
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функционал Jα  можно переписать в виде (– «двойственное» представление 

функционала): 
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2.2. Рассмотрим теперь алгоритмы решения задачи (2.1).  

Алгоритм 1. После получения вида (2.4) сразу же находим iu . Варьи-

руем функционал (2.4): 

2 2

2

3 3

0 ( (0, ))
1 10

3

0 2
1 0

( ) ( , )

, 1,3.

T

obsi i i i L T
i i

T

i i
i

J u t u dt m u q

m q d u dt i

αδ α δ ϕ

δ

Γ ×
= =

= Γ

 = + − ⋅ 
 

 
⋅ Γ = 

 
 

∑ ∑∫

∑∫ ∫

 

Так как 0 iJ uαδ δ= ∀ , то 
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Значит: 
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В итоге получим: 
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При таких { }iu  функционал имеет вид: 
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Итак, для решения задачи находим 0q  из (2.3), затем { }iu  по формуле (2.5), 

наконец решаем прямую задачу (1.1), (1.3) – (1.5). 
Отметим, что для задачи (1.1), (1.3) – (1.6) справедлива следующая 

Теорема. При выполнении условия:  
 

 
(а)                                                                 ,  
 
 

задача (1.1), (1.3) – (1.6) является плотно разрешимой и не является одно-
значно разрешимой. 
Доказательство. Рассмотрим приведенный выше функционал:  
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При выполнении условия (а) имеем: 
0

lim ( ) 0J uαα →
=

r

. Следовательно, задача 

(1.1), (1.3)-(1.6) является плотно разрешимой (см. [4]). 
Для доказательства отсутствия однозначной разрешимости рассмотрим 
функционал: 
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Проварьировав его, найдём 0Jδ  и из уравнения 0 0 iJ uδ δ= ∀  получим: 
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=

=∑  

Для однозначной разрешимости: 

2 2

3

0 ( (0, ))
1

( ( , ,0) ( ), ) 0  { ( )} {0}.i i L T i
i

m x y u t q u tΓ ×
=

= ⇔ =∑  

Покажем, что это не так. Обозначим 
2

0 2( ) ( ),  1,2,3i it m q d t iϕ
Γ

 
≡ Γ = 
 
 
∫  и 

зафиксируем эти функции. Тогда из равенства 
3

1 0

( ) ( ) 0 
T

i i
i

u t t dtϕ
=

=∑∫  
следует, что существуют нетривиальные { }( )iu t , ортогональные { }( )i tϕ , а 

значит, рассматриваемая задача не является однозначно разрешимой. �    
Алгоритм 2. Рассматриваем задачу (2.1) и варьируем функционал (2.2): 

 
3

1 0 0

(( , ) ) 0 
T T

i i obs i
i

J u u dt g g d dt uαδ α δ φ ϕ δφ δ
= Ω

= + − ⋅ Ω = ∀∑∫ ∫ ∫ ,  

где δφ  – решение задачи 

0Lδφ =  в TQ , (2.6) 

0
N

δφ∂ =
∂

 на всех границах, кроме 2Γ , 
(2.7) 

3

1
g zz i i

i

w a m u
z

δφδφ βδφ δ
=

∂− − = − +
∂ ∑  на 2,Γ  

(2.8) 

0δφ =  при 0t =  в Ω . (2.9) 

Введем сопряженную задачу: 
* (( , ) )obsL q g gφ ϕ≡ −  в TQ , (2.10) 

0n

q
b q

N

∂+ =
∂

 на боковых границах, 
(2.11) 
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0zz

q
q a

z
β ∂− =

∂
 на нижней границе 2Γ ,

 

(2.12) 

3( ) 0g zz

q
b w q a

z

∂− + =
∂

 на верхней границе 4Γ ,
 

(2.13) 

0q =  при t T=  в Ω . (2.14) 

Подставляя (2.10) в вариацию функционала и используя граничные и на-
чальные условия задач (2.6)-(2.9) и (2.10)-(2.14), приводим вариацию функ-
ционала к виду: 

2

3 3

2
1 10 0

0 .
T T

i i i i i
i i

J u u dt qm d u dt uαδ α δ δ δ
= = Γ

 
= + Γ = ∀ 

 
 

∑ ∑∫ ∫ ∫  

Из последнего тождества получим: 

2

2 0i iu qm dα
Γ

+ Γ =∫  на (0, )T , 1,3i = . 

Теперь рассматриваемую задачу можно решать итерационным алгоритмом 
вида (см. [4]): 

kL fφ =  в TQ , 0
k

N

φ∂ =
∂

 на 2( / ) (0, )TΓ Γ × , 
 

 
 

0 (0)|k k
tφ φ= =  в Ω , (2.15) 

( )2

3
1

1

k
k k k k

g zz i i
i

w a g mu
z

φφ βφ
Γ

−

=

∂− − = − + +
∂ ∑ на 2 (0, )TΓ × ,

 
 

* (( , ) )k k
obsL q g gφ ϕ≡ −  в TQ , 

 
 

0
k

k
n

q
b q

N

∂+ =
∂

 на 2 4( / ( )) (0, )TΓ Γ ∪Γ × , | 0k
t Tq = =  в Ω , 

(2.16) 

0
k

k
zz

q
q a

z
β ∂− =

∂
 на 2 (0, )TΓ × , 3( ) 0

k
k

g zz

q
b w q a

z

∂− + =
∂

 на 

4 (0, )TΓ × , 

 

2

1
2( )k k k k

i i k i iu u u q m dγ α+

Γ

= − + Γ∫  на (0, )T , 1,3.i =            (2.17) 

Отметим, что при реализации (2.15) – (2.17) на каждом шаге итерационного 
процесса необходимо решать прямую и сопряженную задачи. В данном 
случае имеется сразу три области контроля и три интенсивности источни-
ков. Приведем также модификацию итерационного алгоритма 1. 



 330

Алгоритм 3. Вновь рассмотрим (1.1)–(1.6), итерационный алгоритм 
(2.15) – (2.17), задачу (2.3), которая является «вспомогательной». Тогда ре-

шение kq  задачи (2.16) есть * *
0(( , ) ) (( , ) )k k k

obs obsL q g g g L qφ ϕ φ ϕ= − = − , т. 

е.: 

2 2

3

0 0 ( (0, )) 0
1

(( , ) ) ( , )k k k
obsobs i i L T

i

q g q m u q qφ ϕ ϕΓ ×
=

 = − = − 
 
∑ . 

Тогда (2.17) принимает вид: 

2 2

2

3
1

0 ( (0, )) 0 2
1

( , )k k k k
obsi i k i i i L T i

i

u u u m u q q m dγ α ϕ+
Γ ×

= Γ

   
 = − + − Γ       

∑ ∫  

на (0,T),  1,3.i =  

(2.18) 

Таким образом, алгоритм является итерационным и заключается в следую-
щем: 

– решается сопряженная задача (2.3); 

– при заданных k
iu , 1,3i =  реализуется (2.18). 

Алгоритм 3 может быть использован, как и ранее, если получение ( )iu t  в 

явном виде затруднительно. 
Итак, выше предложено три алгоритма решения задачи минимизации 

концентрации загрязнений Московского региона. Непосредственно для ре-
шения задачи применялся алгоритм 1. Численные эксперименты и их ре-
зультаты описаны в следующей части работы. 

3. Численное решение задачи о минимизации концентрации загряз-
нений Московского региона. 

В этой части приводятся результаты численных экспериментов по ре-
шению задачи о минимизации концентрации загрязнений Московского ре-
гиона на основе уравнения турбулентной диффузии при локальных «гра-
ничных» источниках и интегральном наблюдении. 

3.1. Ранее (см. пункт 1.2) нами описаны области, временные отрезки и 
коэффициенты при которых проводились численные эксперименты, поэто-
му здесь авторы этого не касаются. Перед описанием численных экспери-
ментов осталось обсудить вопрос о функции источников f  и концентрации 

загрязнения, которая минимизировалась.  

Функция концентрации загрязнения realφ  строилась из следующих сообра-

жений. Во-первых, она должна быть максимальной в начальный момент 
времени и близкой к нулю – в конечный. Во-вторых, концентрация равняет-

ся нулю на всех границах, кроме 2Γ . Наконец, realφ  не может быть зависи-

ма от размера области и величины временного отрезка, поэтому realφ  – нор-

мированная функция. Таким образом, концентрация загрязнений имеет вид: 
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Эта концентрация является количеством загрязнения, которое получалось бы 
без управления (без решения задачи минимизации загрязнения). Она же будет 
выступать в роли «тестовой»: по ней, используя уравнения (1.1) – (1.6) нахо-
дим функцию источников f , а также концентрацию загрязнения на нижней 

границе 
2( )g Γ  и в начальный момент времени (0)φ . Кроме этого, в областях 

контроля i,cΩ , 1,3i =  (на нижней границе) вводим интенсивности источни-

ков загрязнения, которые имеют следующий вид: 

_1 _ 2 _350 ,  25 ,  5real real real

Tf t Tf t Tf t
u u u

Tf Tf Tf

− − −= = = . 

Таким образом, получаем задачу (1.1) – (1.6) с известными функциями f , 

2( )g Γ  и (0)φ . Для ее решения, как оговаривалось ранее, используем первый 

алгоритм (см. пункт 2.2). Для дискретизации прямой задачи (1.1) – (1.6) по 
времени использовалась неявная схема первого порядка точности, а для 
дискретизации «вспомогательной» сопряженной задачи (2.3) – схема Кран-
ка-Николсон с шагом по времени / ,Tht T N=  TN = 168, T = 604 800,0 с 
ht = 3 600,0 с (более подробно методику см. в [6]). Для обеих задач для дис-
кретизации по пространству использовался метод конечных объемов. Шаги 
по направлениям ,  ,  x y z выбирались соответственно: 

2 1( ) / ,xhx Ax Ax N= −
 113,xN =  3,0hx = км, 2 1( ) / ,yhy By By N= −

 
141,yN =  53,hy = км, 10302 ,hz,N,N/Czhz zz ===  км. 

3.2. Эксперимент 1. В данном эксперименте положим 

747 21 /Tft,/Tft ⋅== , т.е. отрезок осреднения начинается в 0 ч. 2 дня  
(16 июля) и заканчивается в 0 ч. 5 дня (19 июля). Средняя концентрация, 
которая получилась бы без управления =φ ( g,φ ) ≈ 22,7. Требуем, чтобы  

obsϕ = 0 (т. е., чтобы на отрезке осреднения концентрация загрязнения рав-

нялась нулю во всей области Ω ) и при =α 10-8 решаем задачу о нахожде-

нии ,  uφ
r

, таких, что выполняются (1.1) – (1.6). 

Сначала приведем графики решения q  «вспомогательной» сопряжен-
ной задачи (2.3) в момент времени 145 /Tft ⋅=  (на середине отрезка осред-
нения) и в точке с координатами (с_x, c_y) = (55°31'44" с.ш., 37°58'50" в.д.) 
(в центре области Ω ) на нижнем уровне.  

2 2 2

5 1 2 1

2 1 2 1 2 1

2 2

2 2

2 1 2 1

1
10

.

real

x Ax x Ax y ByTf t

Tf Ax Ax Ax Ax By By

y By z Cz

By By Cz Cz

φ
     − − −− += ⋅     − − −     

   − −⋅   − −     

× 

× 
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Решение 0 ,q q par= ⋅ 2 1 2 1 2 1 2 1( )( )( )( )par Ax Ax By By Cz Cz t t= − − − −  

приведено на рис. 2.  
Решение сопряженной задачи играет важную роль, так как оно, фактиче-

ски, является функцией ценности, поскольку из него определяются величины 

управлений 31,i,ui = , т. е. то, с какой интенсивностью надо устранять источ-

ник загрязнения в конкретной области ,c iΩ , чтобы минимизировать загрязне-

ние на определенном временном отрезке.   

Далее на рис. 3 приведем графики управлений ,  1,3iu i =  в трех областях, 

которые являются законами, по которым нужно управлять, чтобы миними-
зировать концентрацию загрязнения на вышеуказанном отрезке. 

                                          
 
 

Рис .  3.  Графики управления для трех областей: а – u1(t); б – u2(t); в – u3(t). 

Отрицательность управлений означает, что источник загрязнения надо уст-
ранять (пожар надо тушить) по трем вышеприведенным законам. Наиболее 
интенсивный пожар в первом регионе ( _1 _ 2 _1 _3,  real real real realu u u u> > ), а 

также площадь первого региона наибольшая (mes(Ωc,1) > mes(Ωc,2),  
mes(Ωc,1) > mes(Ωc,3)), поэтому тушить пожар в ,1cΩ  надо наиболее интен-
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Рис .  2.  Решения задачи: а – )
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сивно и основные силы бросать именно в эту область. Второй по значимо-
сти является область ,2cΩ , наименее «опасен» третий регион. 

Наконец, на рис. 4 приведем несколько графиков решений φ  (концентрации 

загрязнения) на нижнем уровне, а также вертикальные профили φ  на рис. 5. 

Оси ,Ox Oy изображены в масштабе 6 610 ,  10x y− −⋅ ⋅ . 
 

                                                                                      
 

                                                             
 

                                                           
 

Рис .  4.  Графики решений φ  (концентрации загрязнения) на нижнем 

уровне: а – )0,24 ,,( htyx ⋅φ ; б – )0,48 ,,( htyx ⋅φ ; в – )0,72 ,,( htyx ⋅φ ; 

 г – )0,96 ,,( htyx ⋅φ ; д – )0,120 ,,( htyx ⋅φ ; е – )0,160 ,,( htyx ⋅φ . 
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Из результатов, представленных на рис. 4, можно сделать следующие 
выводы. Тушение пожаров происходит до конца момента осреднения (мо-
мент времени ht⋅96 ), а далее его почти не происходит. Этого и следовало 
ожидать, поскольку концентрацию загрязнений нужно минимизировать 
лишь на определенном временном отрезке. Отметим, что после управления 
средняя концентрация загрязнения 52,≈φ , т.е. минимизировать ее до 

0obsϕ =  не удалось, но произошло ее уменьшение приблизительно в десять 

раз по сравнению с той, что была бы без управления 722,≈φ .  
На серии рис. 5 изображены вертикальные профили концентрации за-

грязнения, причем на рис. 5, а и б – в точке, где управления не происходит 
(вне областей ,c iΩ ), а на рис. 5, в и г – в одной из областей ,c iΩ . 

                     
 
 

                       
 

 

Рис .  5.  Вертикальные профили концентрации загрязнений: 

а – ),48 ,35,(15 htzhyhx ⋅⋅⋅φ ; б – ),84 ,35,(15 htzhyhx ⋅⋅⋅φ ;  

в – ),48 ,100,(40 htzhyhx ⋅⋅⋅φ ; г – ),84 ,100,(40 htzhyhx ⋅⋅⋅φ . 

Как и следовало ожидать, в точке вне области контроля профиль имеет 
«обычный» вид: концентрация загрязнения максимальна на нижних уров-
нях и приблизительно равна нулю на верхних. А вот в области контроля на 
нижних уровнях профиль отрицателен (т.е., там надо тушить пожар), а на 
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верхних так и остается приблизительно равной нулю. Опять же, такого эф-
фекта следовало ожидать.  

Эксперимент 2. Положим 1 2 / 7t Tf= ⋅ , 2t Tf= , т.е. отрезок осредне-

ния начинается в 0 ч. 3 дня (17 июля) и заканчивается в 0 ч. 8 дня (22 июля). 
Средняя концентрация, которая получилась бы без управления 912,≈φ , т.е. 
чем больше отрезок осреднения, тем меньше средняя концентрация, поэто-

му были все основания предполагать, что в этом эксперименте получится φ  

приблизить к желаемому 0obsϕ =  более точно.  

Приведем графики решения q  «вспомогательной» сопряженной задачи (3) 
в момент времени 149 /Tft ⋅=  (на середине отрезка осреднения) и в точке с 
координатами (с_x, с_y) = (55°31'44" с.ш., 37°58'50" в.д.) на нижнем уровне. 
Решение 0 ,q q par= ⋅  2 1 2 1 2 1 2 1( )( )( )( )par Ax Ax By By Cz Cz t t= − − − −  при-

ведено на рис. 6.  

 
В отличие от первого эксперимента, поскольку осреднение происходит 
вплоть до момента времени Tf , то решение сопряженной задачи положи-
тельно во все моменты времени (нигде не обращается в нуль на всем вре-
менном отрезке, кроме конечного момента). 

Еще приведем графики управлений ,  1,3iu i =  (см. рис. 7) в областях ,c iΩ , 

поскольку они являются наиболее важными, а решения φ  здесь приводить 
не будем. 
 
 
 
 
 

                                                        

 

Рис .  6.  Решения задачи: а – )
14

901010( 66 Tf
,,x,yq ⋅⋅⋅ −− ; б – )0_( t,,y_c,xcq . 
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Рис .  7.  Графики управления для трех областей: а – u1(t); б – u2(t); в – u3(t). 
 

Отметим, что в отличие от предыдущего эксперимента здесь управле-
ние по модулю меньше приблизительно в два раза, т.е. тушить пожар нужно 
с меньшей интенсивностью. Это связано с тем, что отрезок осреднения был 
взят больший, чем в предыдущем случае. Следовательно, можно сделать 
предположение: чем больше времени нужно на уменьшение концентрации, 
тем менее интенсивно надо тушить пожар (что также является ожидаемым и 
логичным результатом). Средняя концентрация загрязнения после управле-
ния стала равной 51,≈φ . Как и предполагалось, уменьшить ее до 0obsϕ =  

не удалось, но она стала меньше по сравнению с той, что была получена в 
результате первого эксперимента. 

Эксперимент 3. Берем тот же отрезок осреднения, что и в первом экспе-
рименте. Средняя концентрация загрязнения без управления по-прежнему 

722,≈φ . Но в этом эксперименте, в отличие от первых двух, φ  приближа-

лась к различным obsϕ . Результаты приведены ниже в таблице на рис. 8. 

Таблица . Зависимость φ  после управления и Jα  от obsϕ . 

obsϕ  0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 

φ  2,50 4,06 5,77 7,47 9,18 10,89 

Jα  3,13 2,12 1,57 1,08 0,69 0,39 

Из данных, приведенных в таблице, и рис. 8 делаем следующий вывод: 
чем больше желаемое obsϕ  (т. е., чем больше допустимая норма загрязне-

ний), тем меньше функционал. Иными словами, чем менее чистый воздух 
допускается в нижних слоях исследуемой области, тем проще решить зада-
чу минимизации концентрации загрязнений.  
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Итак, в данной части рабо-
ты приведены результаты чис-
ленных экспериментов, демон-
стрирующие возможность при-
менения алгоритма 1 для реше-
ния некоторого класса задач, а 
также подтверждены основные 
теоретические положения, по-
лученные при исследовании 
задачи. Отметим также, что на-
личие такого свойства как 
«плотная разрешимость» задачи 
не должно здесь переоценивать-
ся. Присутствие этого свойства 
позволяет подобрать управле-
ния, при которых 0 0J = . Одна-

ко необходимо помнить, что при этом получаемые управления могут быть, 
вообще говоря, «нефизичными». Результаты настоящей работы направлены, 
прежде всего, на выявление тех подобластей, в которых необходимо устра-
нять источники загрязнений в первую очередь. Поэтому, при решении прак-
тических задач может оказаться целесообразным вводить ограничения на 
управления или привлекать другого типа управления, определенные в рас-
сматриваемой области распространения загрязнений, на боковых границах 
области и др.  

Можно предположить, что результаты работы могут быть использова-
ны для расчета ресурсов МЧС (Министерство чрезвычайных ситуаций), не-
обходимых для уменьшения концентрации загрязнения в охраняемой части 
рассматриваемого региона. 
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АНОТАЦ IЯ    Проблема забруднення навколишнього середовища є однією з 
актуальних проблем екології. В роботі запропоновано метод розв'язку задачі 
мінімізації концентрації забруднення від пожеж в регіоні. При тестуванні метода,  
використовувались дані на літо 2010, в Московській області. Через ефект місцевості 
джерел забруднення, ця задача є некоректною, тому використовувалася регуля-
ризація Тихонова. Основою для прийняття рішення є метод «двоїстого» 
представлення квадратичного функціонала відхилу. Це уявлення використовується 
для подальшого дослідження і побудови алгоритмів. 

 
 

ABSTRACT   Environment pollution is one of actual ecological problems. A method of 
solving the problem of minimization pollutants concentration from fires into a region is 
proposed in this paper. When testing the method the data over summer 2010 into Moscow 
region were used. The problem is incorrect by local sources, so Tikhonov regularization 
was applied. The method of solving the problem is based on quadratic functional dual 
representation. This representation is then used for further researches and solving algo-
rithms construction. 

 
 

 


