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Постановка проблеми. Класична теорія портфеля
була розроблена Г. Марковіцем (Markowitz, 1952) [1]. Її сут-
ність полягає в пошуку раціонального розподілу коштів
між фінансовими активами з метою отримання певного
рівня прибутку за найменшого ризику. Тож основним зав-
данням у процесі побудови портфеля є оцінка його ризику.
При цьому актуалізується питання вибору величини, яка б
дозволила якомога точніше виміряти ризик.

У класичній теорії для описання ризику використо-
вують дисперсію. І хоч такий вибір мало узгоджується із
практичним розумінням ризику, класична теорія портфеля
завдяки своїй простоті зайняла важливе місце як у фінан-
совій науці, так і у практиці фінансової діяльності. Згодом
з’явилося поняття портфеля із найменшим ризиком, коли
дисперсія портфеля мінімізується без накладання додат-
кових умов на очікуваний дохід, та поняття ефективної
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множини. Поняття ефективної множини було аналітично
описано Р. Мертоном (Merton, 1972) [2].

Зазначимо, що раціонально задати рівень дохідності
портфеля доволі непросто, особливо коли діють додат-
кові умови. До того ж при виборі раціональної структури
портфеля необхідно певним чином ураховувати співвідно-
шення між очікуваним доходом та ризиком. Усе це призве-
ло до вироблення інших критеріїв вибору структури порт-
феля.

Вибір раціональної структури портфеля зазвичай
здійснюється за критеріями максимізації очікуваної корис-
ності портфеля [3]. Корисність у цьому випадку визна-
чається за допомогою спеціального коефіцієнта, який опи-
сує ставлення інвестора до ризику.

При побудові інвестиційного портфеля одним із найпо-
пулярніших критеріїв вибору раціональної структури є мак-
симізація відношення Шарпа [4; 5]. Відомо, що портфель із
максимальним відношенням Шарпа належить до ефектив-
ної множини. Вадою цього методу є проблема вибору міри
ризику. Як і в класичному означенні, за ризик тут прий-
мається дисперсія портфеля.

У кінці минулого століття дисперсія як міра ризику за-
знала нищівної критики. Тому для його обчислення було
запропоновано квантильну міру Value-at-Risk (надалі VaR)
[6], яка нині є найпоширенішим інструментом оцінки ризи-
ку. Додатковим параметром квантильної міри є рівень
довіри, який класично прийнято позначати    .

Зважаючи на популярність двох попередньо описаних
методів, виникає питання про їх еквівалентність.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Дослід-
женню проблеми вибору структури портфеля фінансових
активів та дослідженню його властивостей присвячено
ряд праць українських – В. В. Вітлінський, А. Б. Камінсь-
кий, а також зарубіжних – Т. Болерслев (Bollerslev, 2011),
Г. Пфлюг (Pflug, 2000), С. Урясев (Uryasev, 2000, 2002),
Р. Рокафелар (Rockafellar, 2000, 2002), Г. Александер
(Alexander, 2002, 2004), А. Баптіста (Baptista, 2002, 2004) –
учених.

Уперше до питання вибору раціональної структури
портфеля із найменшим рівнем VaR звернулися Г. Алек-
сандер і М. Баптіста (Alexander & Baptista, 2002) [7], які по-
казали, що такий портфель належить ефективній множині
задачі Марковіца. Змінюючи значення рівня довіри      від
1 до найменшого, за якого задача мінімізації має сенс
(див., напр., [7]), можна отримати ефективну множину за-
дачі Марковіца. Отже, результат мінімізації ризику порт-
феля залежить від вибору міри ризику. Однак при пере-
ході від дисперсії до VaR деякі портфелі втрачають свою
ефективність. Цей недолік не притаманний відношенню
Шарпа. Портфель, побудований на основі максимізації
відношення Шарпа, завжди буде ефективним, якщо мірою
ризику буде VaR, тобто він належатиме відповідній ефек-
тивній множині. Отже, повинен існувати такий рівень
довіри      , за якого портфель із максимальним відношен-
ням Шарпа співпадатиме із портфелем, що має наймен-
ший рівень VaR за рівня довіри      .

Мета статті полягає в дослідженні можливості перехо-
ду від задачі максимізації відношення Шарпа портфеля до
задачі мінімізації VaR портфеля, знаходженні рівня довіри 

, за якого ці дві задачі будуть еквівалентними, визна-
ченні ймовірнісних характеристик вибіркової оцінки      . 

Основні результати дослідження. Основною харак-
теристикою фінансового активу є його ціна. Проте у пра-
цях із фінансової математики частіше використовуються
похідні характеристики ціни, оскільки вони більш статис-
тично привабливі. Найвідомішою серед них є неперервна
дохідність. Якщо ціну фінансового активу в момент часу t
позначити як Pt, то дохідність активу Xt на цей період мож-
на обчислити за формулою:

Припустімо, що кількість фінансових активів, із яких ми
формуємо портфель, становить k. Об’єднаємо дохідності

активів, із яких буде сформовано наш портфель в момент
часу t, у вектор та позначимо його Xt=(X1t, X2t, …, Xkt)'. У за-
гальному випадку нас не цікавить абсолютна величина
коштів, вкладених у фінансовий актив, а лише відносне
(відносно загальної кількості коштів) значення. Позначимо
як wi частку i-го фінансового активу в портфелі, а вектор
w=(w1, w2, …, wk)' назвемо портфелем фінансових активів.

У фінансовій літературі припускається, що поведінка
дохідності фінансового активу має випадкову природу,
тобто дохідність поводиться як випадкова величина. За-
уважимо, що таке припущення узгоджене із практичними
дослідженнями і часто використовується в наукових робо-
тах. Припустімо, що Xt є k-вимірною нормально розподіле-
ною випадковою величиною із параметрами    та      Тоді
очікувану дохідність портфеля можемо обчислити як 

а дисперсію                             де Xwt – до-
хідність портфеля в момент часу t. Зрозуміло, що припу-
щення про нормальність поведінки дохідностей не відо-
бражає цілковито природу цієї поведінки, а тому зазнає
критики в останні десятиліття. Водночас, воно доволі ча-
сто використовується у фінансовій літературі загалом та в
роботах, присвячених сучасній теорії портфеля, зокрема.
Крім того, як зазначено в роботі [8], у разі оптимальної ди-
версифікації портфеля зростання імовірності настання ек-
стремальних подій, відносно нормального розподілу, не
має істотного впливу на зміну характеристик портфеля.

Перед формуванням портфеля, тобто перед розподі-
лом коштів між активами, необхідно вибрати певний кри-
терій, який, з одного боку, відображатиме очікування від
портфеля, а з другого – задасть метод побудови портфе-
ля. У загальному випадку класичною задачею при форму-
ванні портфеля є досягнення якомога більшої очікуваної
дохідності за якомога меншого ризику. Формально, прий-
нявши за ризик портфеля його дисперсію (за Марковіцем),
оптимізаційну задачу можемо записати у вигляді:

Умова          вказує на те, що всі кошти повинні бути
розподілені між активами. Зауважимо, що сформована та-
ким чином задача не має розв’язку в загальному випадку.
Спочатку необхідно звести її до задачі одновимірної оп-
тимізації. Г. Марковіц (Markowitz, 1952) [1] для вирішення
цієї проблеми запропонував обмежити знизу бажаний
рівень очікуваної дохідності портфеля та мінімізувати його
ризик або, що еквівалентно, обмежити ризик портфеля
зверху і максимізувати його очікувану дохідність. За тако-
го підходу оптимізується лише одна із характеристик
портфеля. В. Шарпом (Sharpe, 1994) [4] для досягнення оп-
тимізації портфеля запропоновано використати відношен-
ня очікуваної дохідності портфеля до його ризику. І чим
більшим є таке відношення, тим кращим буде портфель.
Приймаючи за міру ризику портфеля його дисперсію, оп-
тимізаційна проблема Шарпа матиме вигляд:

Як відзначалося вище, дисперсії як мірі ризику прита-
манні численні недоліки. З огляду на це у практичній
діяльності фінансових установ великої популярності набу-
ли квантильні міри ризику, до яких належить VaR. Фор-
мально VaR за рівня довіри     можна визначити як рівень
дохідності Xwt :

Отже, VaR за рівня довіри     характеризує мінімальний
рівень втрат з імовірністю (1–   ). Завдяки простоті обчис-
лення та інформативності така міра пропонується для
оцінки ризику основними рекомендаційними програмами у
сфері банківської діяльності, зокрема Basel II, RiskMetrics,
CAD II (див., напр., [6]). Застосування VaR для оцінки ризи-
ку портфеля фінансових активів описано в роботах [8; 9].
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Зважаючи на це, виникає питання щодо обчислення відно-
шення Шарпа із використанням VaR як міри ризику, а та-
кож як критерію при виборі раціональної структури порт-
феля.

Позначимо VaR портфеля w за рівня довіри    як Mw(   ).
У разі нормальності дохідностей активів, із яких складено
портфель, VaR портфеля w можна визначити за форму-
лою                                                                  , що є    -кван-
тилю стандартного нормального розподілу. З означення
відношення Шарпа маємо, що перехід від використання
дисперсії до VaR при обчисленні ризику призведе до зміни
значення цього відношення і набуде вигляду                            . 

Цікавим є також питання зміни раціональної структури
портфеля фінансових активів при переході від оптимі-
заційної задачі вибору структури (1) до наступної задачі:

Неважко показати, що оптимізаційні задачі (1) та (2) є
еквівалентними, а отже, структура портфеля активів за-
лишиться незмінною при переході від (1) до (2).

Твердження 1. Припустимо, що . Тоді опти-
мізаційні задачі (1) і (2) є еквівалентними.

Доведення. Задача (2) є еквівалентна задачі 

яка, своєю чергою, може бути записана у вигляді:

Використовуючи прості арифметичні операції, отри-
маємо, що попередня задача є еквівалентною задачі

що і потрібно було довести.
Результатом твердження 1 є те, що при переході від

дисперсії як міри ризику до VaR не потрібно змінювати
структуру портфеля фінансових активів, вибрану на ос-
нові максимізації відношення Шарпа. Цей факт, очевидно,
важливий для використання на практиці. З другого боку,
як показано в [10], для ваг портфеля із найбільшим відно-
шенням Шарпа неможливо побудувати незміщену оцінку
та, крім цього, невідомо, чи існує принаймні асимптотична
незміщена оцінка для ваг таким чином побудованого порт-
феля. Цей результат викликає серйозні сумніви щодо
можливості використання окресленого методу при виборі
раціональної структури портфеля. Проте, як наголошено
вище, з допомогою мінімізації VaR за різних рівнів довіри
можна отримати будь-який портфель із ефективної мно-
жини Марковіца. Іншими словами, існує такий рівень
довіри    , за якого структура портфеля із найменшим
рівнем VaR та портфеля із найбільшим відношенням Шар-
па співпадатиме.

Теорема 1. Нехай ми формуємо портфель з k фінансо-
вих активів. Позначимо Xt – k-вимірний вектор дохідностей
у момент часу t. Припустимо, що               і всі елементи
вектора     не є однаковими. Тоді за рівня довіри 

де Ф(·) – функція розподілу стандартного нор-
мального розподілу, розв’язки задачі максимізації відно-
шення Шарпа та задачі мінімізації VaR портфеля співпа-
дають.

Доведення. Розглянемо дві можливі оптимізаційні за-
дачі для вибору раціональної структури портфеля:

1) максимізація відношення Шарпа 

2) мінімізація VaR портфеля за рівня довіри   

Нагадаємо, що очікувана дохідність портфеля стано-
вить   а дисперсія – Враховуючи це, роз-
в’язки попередніх задач оптимізації можна записати у
такому вигляді [11]:

При цьому дисперсія портфелів обчислюється таким
чином:

Прирівнюючи попередні вирази та розв’язуючи отри-
мане рівняння відносно    , можна довести правильність
теореми 1.

Використання результату теореми 1 дає змогу побуду-
вати портфель із максимальним відношенням Шарпа,
мінімізуючи VaR портфеля.

Утім, отримані результати не можуть бути застосовані
на практиці, оскільки параметри розподілу вектора
дохідностей    і    зазвичай є невідомими. Тому для прак-
тичного використання отриманих результатів ці парамет-
ри необхідно певним чином оцінити. Існують різні методи
оцінки, серед яких найвідоміший – історичний. На основі
спостережень поведінки випадкової величини в минуло-
му, ми можемо оцінити її параметри. Приспустімо, що нам
відома вибірка попередніх значень векторів дохідностей
фінансових активів X1, X2,…Xn. Тоді на її базі визначимо
так звані вибіркові оцінки невідомих параметрів:

Підставляючи оцінки (4) у вираз (3), отримаємо оцінку
для рівня довіри    , яку позначимо    . Зауважимо, що
вибіркові оцінки (4) є в загальному випадку випадковими
величинами. Отже,     – це також випадкова величина.
Дослідимо ймовірнісні властивості цієї оцінки, а саме, її
точність. Для цього припустимо спочатку, що значення па-
раметрів розподілу є відомими і обчислимо точне значен-
ня для рівня довіри     . На наступному кроці припустимо,
що вектор дохідностей нормально розподілений із вибра-
ними параметрами та на основі згенерованої вибірки
оцінимо значення      . Повторимо цей алгоритм, наприк-
лад, 100 000 разів і дослідимо розподіл значень        віднос-
но точного значення. Значення невідомих параметрів    та  

виберемо на основі п’яти щомісячних MSCI курсів (Ger-
many, USA, Japan, UK, Switzerland) за період часу від
11.2008 до 10.2013, а саме

На основі цих параметрів отримаємо, що значення
рівня довіри, за якого структури портфелів із максималь-
ним відношенням Шарпа і найменшим рівнем VaR співпа-
дають, становить       =0.646616.

На рис. зображено розподіл значень оцінки        залеж-
но від обсягу вибірок, на основі яких проведено оцінюван-
ня. Зазначимо, що навіть за невеликого обсягу вибірки
(n=60, n=120) значення оцінок рівня довіри знаходяться в
доволі вузькому інтервалі. Із зростанням обсягів вибірок
значення ще більше ущільнюються. 

Середні значення та дисперсії (табл.), отримані на ос-
нові вибірок, підтверджують попередні спостереження, що
вибіркові оцінки для рівня довіри         є доволі точними.
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Висновки. У роботі розглянуто можливість побудови
портфеля фінансових активів із максимальним відношен-
ням Шарпа на основі критерію мінімізації VaR. Зважаючи
на поширення відношення Шарпа як показника якості
портфеля, проведено аналіз впливу вибору міри ризику на
структуру портфеля, побудованого на основі критерію
максимізації відношення Шарпа. Доведено, що за класич-
них припущень щодо поведінки дохідності перехід від дис-
персії до VaR при вимірюванні ризику не впливає на струк-
туру портфеля із максимальним відношенням Шарпа.
Зрозуміло, що отриманий результат є підтвердженням
важливості цього інструменту в теорії портфеля. Водночас
виникло питання про місце портфеля із максимальним
відношенням Шарпа у множині портфелів із найменшим
рівнем VaR.

Як зазначається в [7], змінюючи рівень довіри від най-
меншого можливого значення до 1, можна отримати
ефективну, за Марковіцем, множину портфелів, одним із
яких є портфель із максимальним відношенням Шарпа.
Отже, за певного рівня довіри цей портфель є портфелем
із найменшим рівнем VaR. У статті представлено аналітич-
ний вираз для обчислення рівня довіри       , який залежить
лише від параметрів розподілу вектора дохідностей, тоб-
то від об’єктивних показників. Зауважимо, що значення
цих параметрів на практиці є невідомими, а тому у своїх
розрахунках ми змушені використовувати оцінки цих зна-
чень, які в загальному випадку є випадковими величина-
ми. Отже, виникає необхідність дослідити ймовірнісні вла-
стивості побудованої оцінки рівня довіри        . На прикладі
п’яти щомісячних MSCI курсів (Germany, USA, Japan, UK,
Switzerland) за період часу від 11.2008 до 10.2013 показано,
що точність вибіркової оцінки для параметра      є за-
довільною навіть за невеликого обсягу вибірки (n=60) та

доволі швидко зростає у
разі збільшення обсягу ви-
бірки. Крім того, враховую-
чи отримані середні значен-
ня і дисперсії оцінки рівня
довіри      , ми дійшли вис-
новку, що задачу макси-
мізації відношення Шарпа
на практиці можна замінити
задачею мінімізації VaR, яка
є більш універсальним мето-
дом побудови портфеля
фінансових активів.
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