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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ
Проблема заміни старих купюр

новими є актуальним практичним
завданням і вимагає невідкладного
рішення. При рішенні цієї проблеми
велику роль відіграє прогноз необх�
ідного обсягу випуску готівки, який
дозволяє підтримувати обіг готівки
на рівні, що забезпечує нормальне
функціонування економіки.

Такий прогноз випуску готівки є
найважливішою складовою процесу
організації розроблення та вироб�
ництва знаків грошової одиниці Ук�
раїни [1]. У Національному банку
України прогнозні розрахунки
здійснюються на підставі Прогнозу
основних макроекономічних показ�
ників економічного і соціального
розвитку України на відповідний рік,
Проекту Основних прогнозних мак�
роекономічних показників економі�
чного і соціального розвитку Украї�
ни до 2015 року, а також прогнозних
даних Департаменту монетарної
політики та Департаменту платіж�
них систем.

Аналіз останніх публікацій та
досліджень свідчить, що у вітчиз�
няній науковій літературі проблеми
моделювання та прогнозування гот�
івкового грошового обігу майже не
відображено. Лише окремі аспекти
знайшли відображення в роботах
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Метою статті є аналіз обгрунту�
вання економіко�математичної мо�
делі для прогнозування обсягів вве�
дення в обіг і виведення з обігу готі�
вки у розрізі окремих номіналів.
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ОБГРУНТУВАННЯ ОТРИМАНИХ
НАУКОВИХ РЕЗУЛЬТАТІВ
З метою оперативного розв'я�

зання кола питань, що мають місце,
Правлінням Національного банку
України було схвалено Концепцію
удосконалення роботи з готівкою в
Україні на 2008—2012 роки, мата
якої полягає у визначенні оптималь�
них обсягів готівки, необхідних для
потреб економіки та впровадженні
новітніх технологій у роботі з готів�
кою [7].

Відповідно до Концепції, удос�
коналення прогнозу готівкового об�
ігу з використанням елементів мате�
матичного моделювання є одним з
головних завдань. У зв'язку з цим
відзначимо, що корисним є економі�
ко�математичне моделювання про�
цесу заміни старих купюр новими —
у випадках деномінації або заміни
старих купюр.

Запропонована модель дозволяє
зробити прогноз обсягів готівки, що
складається з нових банкнот заданих
номіналів, яку необхідно ввести в
обіг для того, щоб ліквідовувати де�
фіцит готівки у разі, коли обсяги го�
тівки, що складається зі старих бан�
кнот заданих номіналів, які виво�
дяться з обігу, задані та навпаки.
Крім того, модель дозволяє визначи�
ти структурне співвідношення по
номіналах банкнот — тих, що вво�
дяться в обіг та виводяться з обігу,
при якому процес заміни старих бан�
кнот новими буде збалансованим.

Для визначення величини готів�
ки, що складається з нових банкнот
заданих номіналів, які необхідно вве�

сти в обіг для того, щоб ліквідувати
дефіцит готівки, який виникає у ви�
падку виведення старих банкнот із
обігу, запропоновано наступний
підхід. Проведемо таку формаліза�
цію. Спочатку задамо планові вели�
чини обсягів готівки, що виводиться
із обігу і вводиться в обіг. Нехай Т
— кількість планових періодів про�
цедури введення�виведення готівки,
x(0) — готівка, що вводиться в обіг
на плановому періоді [0,T]; у(0) —
готівка, що виводиться із обігу на
плановому періоді [0,T]. Задана
структура готівки, що вводиться в
обіг і виводиться із обігу по номіна�
лах банкнот. Позначимо через 1,…,

i ,…, M — частки банкнот i�го ном�
іналу готівки, що вводиться в обіг, а
через 1,…, j ,…, K — частки банк�
нот j�го номіналу, що виводиться із
обігу.

Передбачається, що для введення
в обіг однєї банкноти i�го номіналу не�
обхідно вивести з обігу 1i  банкнот 1�
го номіналу (величина номіналу рівна
n

1
), ijбанкнот j�го номіналу (величина

номіналу дорівнює n
j
), iK  банкнот К�

го номіналу (величина номіналу дорів�
нює n ), тобто величина, рівна сумі

1i n1 +…+ ij n j +…+ iK n K  ха�
рактеризує кількість банкнот різних
номіналів, що "йдуть" на заміну
однієї банкноти i�го номіналу.

Тоді, якщо величина i x(0) —
величина готівки, що складається із
банкнот i�го номіналу і яка вво�
диться в обіг, то для її введення по�
трібно вивести із обігу величину

i x(0)*[ 1i n1 +.+ ij n j +.+ iK n K ]/n i
готівки, що складається з банкнот К но�
міналів. Якщо x(0) — величина готівки,
яка вводиться в обіг, що складається з
банкнот М�номіналів, то для її введення
потрібно вивести із обігу величину

x(0)*
M

i
i

1

[ 1i n1 +…+ ij n j +…+ iK n K ]/n i

готівки, що складається з банкнот К
номіналів.

Передбачається, що для виведен�
ня із обігу однєї банкноти j�го номі�
налу необхідно ввести в обіг j1  банк�
нот 1�го номіналу (величина номіналу
рівна m

1
), ij банкнот i�го номіналу (ве�

личина номіналу рівна m
i
), Mj банкнот

М�го номіналу (величина номіналу
рівна m

М
 ), тобто величина, рівна сумі

j1 m1+…+ ij m i +…+ Mj m M  ха�
рактеризує величину готівки, що
вводиться в обіг, яка характеризує
кількість банкнот різних номіналів,
що "йдуть" на заміну однієї банкно�
ти j�го номіналу.

Тоді, якщо j (0) — величина
готівки, що складається з банкнот j�
го номіналу, яка виводиться з обігу,
то для її виведення потрібно ввести
в обіг величину j (0)*[ j1 m1 +…
+ ij m i +...+ Mj  m M ]/m j готівки, що
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складається з банкнот М номіналів.
Якщо у(0) — величина готівки, яка
виводиться з обігу, що складається
з банкнот М�номіналів, то для її ви�
ведення потрібно ввести в обіг

(0)*
K

j
j

1
[ j1 m1+ … + ij m i +…+ Mj m M ]/m j

готівки, що складається з банкнот М
номіналів.

Якщо x(0) та (у(0)) — готівка, то

виконується рівність x(0)=
M

i
ii m

1

 ;

( (0) = 
K

j
jj n

1
).

Опишемо процедуру введення�
виведення банкнот. У початковий
момент часу t=0 перший гравець, що
управляє процесом введення готівки
в обіг, вибирає величину u(0) [0,1]  і
визначає величину u(0)* )0(* x (  —
темп зміни величини x (готівки, що
вводиться в обіг)), яку він збираєть�
ся вводити в плановому періоді [0,1].

Другий гравець, що управляє
процесом виведення готівки із обігу,
обирає величину v(0) [0,1]  і визна�

чає v(0)* * (0)  (  — темп зміни
величини у — готівка, що виводить�
ся із обігу), яку він збирається виво�
дити в плановому періоді [0,1].

Вибір першим гравцем величини
u(0)* )0(* x , що визначає величину
введення готівки в обіг, визначить ве�

личину u(0)* )0(* x *
M

i
i

1
[ 1i n1+...

+ ij n j +.+.. iK n K ]/n i  , тобто готівку,
що виводиться із обігу.

Вибір другим гравцем величини

v(0)* *y(0) , що визначає величину
виведення готівки із обігу, визначить

v(0)* *y(0) *
K

j
j

1

[ j1 m1 +…+ ij m i +…

+…+ Mj m M ]/m j — готівка, що вво�
диться в обіг.

Тоді в момент часу t=1 маємо:
x(1)= )0(* x  - u(0)* )0(* x - v(0)* *y(0) *

 *
K

j
j

1

[ j1 m1…+ ij m i …+ Mj m M ]/m j  (1)

(1)= *y(0) - v(0)* *y(0) - u(0)* )0(* x *

*
M

i
i

1

[ 1i n1+…+ ij n j +…+ iK n K ]/n i .

У момент часу t=1 можливо ви�
конання наступних чотирьох ви�
падків:

1) x(1)  0, y(1)  0 ;
2) x(1)  0,   y(1)  0;
3) x(1)  0; y(1)  0 ;
4) x(1)  0;   y(1)  0 .
Якщо виконується перша умова,

то процес виведення готівки закін�
чився, а введення готівки не закін�
чився. В цьому випадку вважається,

що процедура введення�виведення
готівки закінчилася.

Якщо виконується друга умова,
то процес введення готівки закінчив�
ся, а виведення готівки не закінчив�
ся. В цьому випадку вважається, що
процедура введення�виведення гот�
івки закінчилася.

Якщо виконується третя умова,
то процес і введення, і виведення го�
тівки закінчився. В цьому випадку
вважається, що процедура введення�
виведення готівки закінчилася.

Якщо виконується четверта умо�
ва, то процес і введення, і виведення
готівки не закінчився. В цьому випад�
ку вважається, що процедура вве�
дення�виведення готівки продов�
жується далі для моментів часу t 1.
Запропонована схема управління
введенням�виведенням готівки може
бути вкладена у рамки схеми позиц�
ійної багатокрокової гри з повною
інформацією.

У результаті рішення гри знахо�
дяться множини переваги гравців та
їх оптимальні стратегії. Їх визначен�
ня залежить від параметрів, що за�
дають процедуру введення�виведен�
ня готівки.

Позначимо через s
1
 — величину

M

i
i

1

[ 1i n1+…+ ij n j +…+ iK n K ]/n i ,

s
2
 — величину 

K

j
j

1

[ j1 m1 +…+ ij m

m i +…+ Mj m M ]/m j .
Тоді співвідношення (1) можна

переписати таким чином:

 x(1)= )0(* x  - u(0)* )0(* x -
- s 2 v(0)* * (0) (1 )

 (1)= * (0) - v(0)* * (0) -
- s1u(0)* )0(* x  .
Вкладаючи стандартним чином

запропоновану модель у рамки схе�
ми позиційної багатокрокової гри
якості з повною інформацією, одер�
жимо рішення гри, а саме, будуть
знайдені множини переваги гравців,
тобто множини початкових станів,
для яких існують оптимальні стратегії
гравців, що приводять, або до вико�
нання умови 1) в один з моментів часу,
або до виконання умови 2) в один з
моментів часу; а також — знайдені
оптимальні стратегії гравців.

Інструментарій теорії ігор доз�
воляє визначити множини можливих
початкових станів обсягів введення
готівки в обіг та обсягів виведення
готівки із обігу, які володіють влас�
тивістю: якщо процедура управлін�
ня починається з цих станів, то в
один з моментів часу можлива реа�
лізація плану введення готівки в обіг
або реалізація плану виведення гот�
івки із обігу.

Це дає можливість отримати не�
обхідний результат процедури уп�

равління процесом введення�виве�
дення готівки як в обіг, так із обігу,
та знайти оптимальні (раціональні)
стратегії управління цією процеду�
рою.

Для знаходження таких множин
розв'язується багатокрокова гра
якості з двома термінальними по�
верхнями, рішення якої полягає у
визначенні множини можливих по�
чаткових станів обсягів введення го�
тівки в обіг та обсягів виведення го�
тівки із обігу, а також стратегій
гравців, застосовуючи які, можливо
отримання результатів, переважних
для кожного гравця (реалізація пла�
ну введення готівки в обіг або реал�
ізація плану виведення готівки з об�
ігу).

Наведений процес реалізації
процедури управління процесом вве�
дення�виведення готівки як в обіг,
так із обігу розглядатиметься у рам�
ках схеми позиційної багатокроко�
вої гри з повною інформацією. У
рамках цієї схеми процес "пород�
жує" два завдання: з точки зору пер�
шого гравця�союзника [9—11] і з
точки зору другого гравця�союзни�
ка. Унаслідок симетричності достат�
ньо буде обмежитися розглядом
однієї з них, наприклад, з точки зору
першого гравця�союзника.

Позначимо через T * = {0,1…T}
дискретну множину, що характери�
зує область зміни тимчасового пара�
метра. Чистою стратегією першого
гравця�союзника називається функ�
ція u:  T *  R 2  [0,1] , що стану
інформації (позиції) (t(x,y)) вказує
значення u(t(x,y))  [0,1].

Тобто чистою стратегією першо�
го гравця союзника є функція (пра�
вило), що стану інформації у момент
часу t указує величину u(t,(x,y)), яка
визначається величиною введення
готівки в обіг на плановому періоді
[t,t+1]. Відносно інформованості
гравця�супротивника (в рамках схе�
ми позиційної гри) ніяких припущень
не робиться, що еквівалентно тому,
що гравець�супротивник вибирає
свою дію v(t), яка визначається вели�
чиною готівки, котра виведена із об�
ігу, на підставі будь�якої інформації.

Після визначення стратегій у
завданні 1 необхідно визначити мно�
жину "переваги" W

1
 для першого

гравця. W
1
 — множина таких почат�

кових станів (x(0), у(0)), що є ве�
личинами обсягів готівки, яка вво�
диться в обіг, так і виводиться із обі�
гу, і які володіють властивістю: для
таких початкових станів існує стра�
тегія першого гравця, котрий управ�
ляє обсягами готівки, що вводиться
в обіг та виводиться із обігу, яка для
будь�яких реалізацій стратегії дру�
гого гравця "приводить" стан (x(t),
y(t)) в один із моментів часу t, при
якому виконуватиметься умова (1).
При цьому, у другого гравця не існує
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стратегії, яка може "привести" до
виконання умов (2) або (3) в один з
попередніх моментів часу. Стратегія
u * (.,.) першого гравця, що володіє
вказаною властивістю, називається
оптимальною.

Рішення завдання 1 полягає в
знаходженні множини "переваги"
першого гравця та його оптимальних
стратегій. Аналогічно ставиться зав�
дання з точки зору другого гравця�
союзника. Унаслідок симетричності
досить обмежитися рішенням зав�
дання 1, оскільки рішення завдання
2 знаходиться точно також.

Рішення завдання 1 знаходиться
за допомогою інструментарію теорії
багатокрокових ігор з повною
інформацією, який дозволяє знахо�
дити його при різних співвідношен�
нях параметрів гри. Наведемо рішен�
ня гри, тобто множину переваги W

1
і оптимальні стратегії першого грав�
ця. Відзначимо таке: множина пере�
ваги W

1
 є об'єднанням множин W i

1
станів (x(0),y(0)), котрі володіють
властивістю, що якщо процедура уп�
равління обсягами готівкової грошо�
вої маси, яка вводиться й обсягами
готівки, що виводиться з обігу, поч�
неться з них, то у першого гравця
існує стратегія u * (.,.), що дозволяє
йому одержати виконання умови (1)
у момент часу t=i, як би не діяв дру�
гий гравець, причому у другого грав�
ця існує стратегія v * (.,.), яка не доз�
воляє першому гравцю одержати ви�
конання умови (1) за менший час.

Відразу відзначимо, що всі пара�
метри, які визначають, передбача�
ються константами, і рішення гри
знаходитиметься при цьому припу�
щенні.

Випишемо множини
W i

1  (i {1,…,T})  і оптимальні стратегії
u * (.,.) при всіх співвідношеннях па�
раметрів гри.

1)    ;
W i

1  = { (x(0),y(0)) : k(i-1) y(0) 
s 1 x(0) < k(i-2) y(0)},   i = 1,2 .

u * = ( u * ( ,(x,y)),...,u * (t-1,(x,y)),
u * (t(x,y))) = {[1-(s 2 y)/( x)],

 (x,y) R 2 , x > s 2 y , і не виз�
начена — в протилежному випадку;
t=0,1,.,i�1}.

Тут k(i) визначається за реку�
рентною формулою: k(i)= 1 + s1 s 2 - 
(s 1 s 2 )/( k(i-1));  k 1= 0; k 0 = 1+s1 s 2;

 W 1= U
1i

W i
1.

Промінь s1 x(0) = {[1 + s1 s 2 +
+((1 + s1 s 2 - 4 s 1s 2 / ) 2/1 ]/2} (0) є

бар'єром, тобто із станів (x(0),y(0)): 
s1 x(0)  {[1 + s1 s 2   +((1 + s 1 s 2 - 4s 1 s 2

/ ) 2/1 ]/2} (0)  перший гравець не
може "примусити" другого гравця

виконати план з випуску готівки в
будь�який момент часу.

 2) > ,  s 1 s 2 1.
В цьому випадку множина пере�

ваги першого гравця W
1
 буде об'єд�

нанням кінцевого числа множин W i
1,

а саме (N+2) множин, де N:
k(i)> s1 s 2 ( / ), i = 0.,N-1;  k(N) 

 s 1 s 2 ( / )
W i

1  = { (x(0),y(0)) : k(i-1) y(0) s
 s 1 x(0) < k(i-2) y(0)}, i=1,2,.,N+1;

W 2
1
N = { (x(0),y(0)) : s 1 s 2 y(0) 

s 1 x(0) < k(N) y(0)}.

Оптимальна стратегія u * = (u * ( ,
(x,y)),...,u * (t-1,(x,y)),u * (N+1,(x,y))) виз�

начається таким чином: u * (0,(x,y))= { 0,,
при (x,y) R 2 y > s 2 y, і не визначена
— в протилежному випадку},
u * (t,(x,y))= {[1 – (s 2 y)/( x)], при

(x,y) R 2 , y > s 2 y, і не визначена
— в протилежному випадку;
t = 0.,N+1}.

 3) > ,  s 1 s 2 < 1.
В цьому випадку множина пере�

ваги першого гравця W
1
 також буде

об'єднанням кінцевого числа мно�
жин W i

1, а саме (N+ i * +2) множин,

де N:  k(i)> / , i=0,.,N-1 ;
k(N) / ; i * — мінімальне ціле до�
датне число, визначуване нерівністю:
k(N)( / ) 1*i < s 1s 2 .
Тоді: W i

1 = { (x(0),y(0)) : k(i-1) y(0) s
s 1 x(0) < k(i-2) y(0)}, i=1,2,.,N+1

Якщо i * = 0,  W i
1  = { (x(0),y(0)) : 

: k(i-1) y(0) s 1 x(0) < k(i-2) y(0)}, 
i=1,2,.,N+1
W 2

1
N = { (x(0),y(0)) : s 1 s 2 y(0) 
s 1 x(0) < k(N) y(0)}.

Запис оптимальної стратегії в
даному випадку такий самий, як і у
разі

Якщо i * >0 , то:
W jN 1

1 ={(x(0),y(0)): k(N)( / ) j y(0)
s 1 x(0)<k(N)( / ) 1j y(0)},j=1,…,i *;

W *
1

iN = { (x(0),y(0)): s 1s 2 y(0) s
s 1 x(0)<k(N)( / ) *i (0)}.

Оптимальна стратегія
u * = (u * ( ,(x,y)),…,u * (N+1+i * ,(x,y)))
визначається таким чином:
u * (t,(x,y))= { 0,  (x,y) R 2 y > s 2 y,
і не визначена — в протилежному
випадку, t = 0,1.,i * },

u * (t,(x,y))= {[1 – (s 2 y)/( x)], при
(x,y) R 2 y > s 2 y, i i * +1 , і не виз�
начена — в протилежному випадку}.

ВИСНОВКИ
При рішенні завдань запропоно�

ваними ігровими методами в про�

сторі змінних (x,y) знаходяться або
області збалансованості, або про�
мені збалансованості, тобто якщо
процедура управління обсягами го�
тівки, що вводяться в обіг і виво�
дяться із обігу, починається з них,
то у гравців існують стратегії, які
дозволяють їм, залишатися або в
області збалансованості, або на
промені збалансованості. Тому, для
будь�якого стану (x(0),y(0)) мож�
на визначити параметри процедури,
за яких цей стан знаходитиметься,
або на промені збалансованості, або
у області збалансованості. Це озна�
чає, що при заданих обсягах готів�
ки, що вводяться в обіг та виводять�
ся із обігу, можна знайти співвідно�
шення на параметри процедури, при
виконанні якої процедура управлі�
ння готівкою, що вводиться в обіг і
виводиться із обігу, стане рівноваж�
ною, зокрема, на параметри, котрі
визначають структури готівки, яка
вводиться в обіг і виводиться з обі�
гу.

Запропонована економіко�мате�
матична модель взаємозв'язку
вхідних і вихідних готівкових по�
токів, які мають задані структури за
номіналами банкнот, дозволяє реа�
лізувати виважену стратегію управ�
ління процесом заміни номіналів ста�
рих купюр новими.
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