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МАТЕМАТИЧНІ  МЕТОДИ,  МОДЕЛІ
ТА  ІНФОРМАЦІЙНІ  ТЕХНОЛОГІЇ  В  ЕКОНОМІЦІ

Вступ. Сучасний стан трансформації економі-
ки України характеризується нестабільністю зов-
нішнього середовища та динамічними змінами
кон’юнктури ринку. Щоб забезпечити ефек-
тивність діяльності підприємства, яка характери-
зується максимізацією прибутку, потрібно постійно
підвищувати рівень управління виробничими про-
цесами для забезпечення мінімізації витрат. Одним
з ключових внутрішніх факторів, що впливає на
скорочення витрат, є система формування мате-
ріальних запасів, які призначені для задоволення
потреб, що виникають в процесі виробництва.

Виробничі запаси забезпечують безперервність
виробництва та переносять свою вартість на ви-
готовлену продукцію. Отже, чим меншими будуть
витрати на їх придбання і зберігання, тим нижчою
буде собівартість продукції і вищою ефективність
виробництва. Таким чином, задача управління
запасами виникає, коли необхідно створити за-
пас для задоволення попиту на певному задано-

му інтервалі часу. В цій задачі потрібно визначити
кількість замовленого запасу матеріальних ре-
сурсів й терміни розміщення замовлень. Її роз-
в’язок базується на мінімізації відповідної функції
загальних витрат, що обумовлені втратами від за-
лишкового запасу і дефіциту.

Тому в даний час актуальним завданням є ви-
користання системного підходу до формування за-
пасів матеріальних ресурсів на виробничих під-
приємствах з метою вироблення та впроваджен-
ня обґрунтованих управлінських рішень щодо
розміру їх замовлення і моменту розміщення, який
базується на економіко-математичному моделю-
ванні та сучасних інформаційних технологіях.

Аналіз останніх джерел досліджень і публі-
кацій. Економіко-математичні методи і моделі для
розв’язання багатьох прикладних задач управління
в економіці, зокрема моделі наукового управлін-
ня запасами й приклади їх застосування, систе-
матизовані В.В. Федосєєвим [1]. Математичні
моделі дослідження операцій представлені в ро-
ботах Ю.П. Зайченка і В.А. Саковича [2, 3]. Ос-© Харченко Ю.А., 2011.
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новні розділи теорії
дослідження операцій
наведені Хемді А. Та-
ха [4], а також запро-
поновані алгоритми
розв’язання практич-
них задач за допомо-
гою детермінованих та
ймовірнісних моде-
лей управління запа-
сами. В роботі М. Лін-
дерс [5] розглядають-
ся логістичні методи
управління постачан-
ням і запасами. Ос-
новні теоретичні ас-
пекти управління ре-
сурсозбереженням з
використанням ме-
тодів логістики на ма-
шинобудівних підприємствах досліджені О.Г. Че-
реп [6]. Оптимальні умови виробництва продукції,
які забезпечують максимальний загальний при-
буток при обмежених матеріальних ресурсах, виз-
начили В.М. Косарев, Е.А. Паршина, Ю.І. Пар-
шин [7]. С.В. Мішина, О.Ю. Мішин та А.О. Гри-
щенко, Д.О. Пруненко [8; 9] запропонували по-
дальший розвиток методичних підходів і розро-
били практичні рекомендації щодо керування ма-
теріальними потоками виробничих підприємств.

Актуальність подальших досліджень визна-
чається необхідністю застосування моделей уп-
равління запасами, де обчислення обсягу попиту
на запас є не тільки детермінованим (достовірно
відомим), а й імовірнісним (описаним імовірніс-
ним розподілом).

Постановка завдання. Метою роботи є вико-
нання аналізу сучасних економіко-математичних
моделей управління запасами матеріальних ре-
сурсів з метою використання для прийняття об-
ґрунтованих управлінських рішень щодо розміру
замовлення і моменту розміщення запасів на ви-
робничих підприємствах.

Основний матеріал і результати. Задачею
управління товарними запасами називається така
оптимізаційна задача, в якій задана інформація про
поставки і попит на товар, про витрати і умови
зберігання товарних запасів, а також критерій оп-
тимізації. Суть задачі управління запасами визна-
чається багаторазовим розміщенням і використан-
ням заданих обсягів матеріальних ресурсів (за-
пасів). Тому для розроблення стратегії управлін-
ня запасами потрібно знати час замовлення (пері-
одичність) і розмір замовлення (обсяг запасу).
Загальні витрати системи управління запасами є

функцією основних компонентів:
,ВДВЗВОВПЗВ           (1)

де ВП – витрати на придбання, є важливим фак-
тором, коли ціна залежить від розміру замовлен-
ня;

ВО – витрати на оформлення, це постійні вит-
рати і залежать від кількості замовлень за деякий
час;

ВЗ – витрати на зберігання, звичайно збільшу-
ються зі зростанням рівня запасу;

ВД – втрати від дефіциту, потенційні втрати, які
пов’язані з погіршенням репутації підприємства.

Оптимальний рівень запасу відповідає мініму-
му сумарних витрат (рис. 1).

Модель управління запасами не обов’язково
повинна включати всі витрати, на практиці деякі
можуть бути незначними або відсутніми. У прак-
тичній діяльності підприємств використовуються
більш прості детерміновані моделі, які базуються
на певних стратегіях поповнення запасів. Регу-
люючими параметрами в цих моделях є розмір
запасів на складі, допустимі коливання рівня за-
пасів, розмір замовлення на поповнення запасів,
періодичність замовлень та інші.

Найбільш поширеною є модель з фіксованим
розміром замовлення, яке здійснюється при змен-
шенні запасу до певного критичного рівня. Мо-
дель з фіксованою періодичністю замовлення пе-
редбачає замовлення через рівні проміжки часу.
В моделі з двома фіксованими рівнями запасів і з
фіксованою періодичністю замовлення третій па-
раметр частково змінний. Якщо розмір запасу
знижується до мінімального рівня, коли ще не
настав фіксований час поповнення запасу, то ро-

Рис. 1. Визначення оптимального рівня запасу
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биться позачергове замовлення, в інших випад-
ках це модель з фіксованою періодичністю замов-
лення.

Статична класична модель ілюструє загальний
теоретичний підхід до задачі формування запасів.
Вона відповідає ситуації, коли обсяг попиту на
запас є постійним в часі, тобто сезонний фактор
не впливає (наприклад, серійне виробництво ма-
шинобудівного заводу), запас поповнюється мит-
тєво і відсутній дефіцит. Тривалість циклу замов-
лення (час між точками відновлення запасу) виз-
начається за формулою:

D

y
t 0 ,                             (2)

де y – обсяг замовлення (кількість одиниць
матеріального ресурсу);

D – інтенсивність попиту (кількість одиниць
запасу на одиницю часу).

Рівень запасу змінюється згідно функції і за-
мовлення виконується миттєво, коли рівень запа-
су дорівнює нулю. Щоб побудувати функцію су-
марних витрат, потрібно визначити витрати на роз-
міщення замовлення (К) і витрати на зберігання
одиниці запасу за одиницю часу (h). Тоді сумарні
витрати за одиницю часу (ТС) можна представи-
ти функцією:
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Оптимальне значення обсягу замовлення виз-
начається шляхом мінімізації (3) за y. Припуска-
ючи, що y неперервна змінна можна отримати
умову мінімуму у вигляді рівняння:
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Ця умова є також і достатньою, оскільки функ-
ція ТС(y) випукла. Розв’язок рівняння (3) визна-
чає економічний обсяг замовлення (формула Уіл-
сона [1]):

hDKy /2*  .                     (5)
Оптимальний обсяг замовлення, який розрахо-

вується за формулою (5), має характеристичну
властивість: y* оптимальний тільки тоді, коли пи-
томі витрати h за час циклу t0 дорівнюють K. Та-
ким чином, оптимальною стратегією є замовлен-
ня обсягу (5) через час:

Dyt /**
0  .                         (6)

Реально поповнення запасу не може відбува-
тися миттєво, тому потрібно також врахувати термін
виконання замовлення L. Якщо він менше трива-
лості циклу замовлення, тоді замовлення потрібно
виконувати в час, який відповідає точці віднов-
лення запасу:

Ltt p  *
0 .                           (7)

Детерміновану модель економічного розміру
замовлення можна узагальнити для імовірнісно-
го випадку з неперервним контролем рівня запа-
су, де використовується резервний запас, що існує
протягом всього планового періоду і відповідає
випадковому попиту. Розмір резерву встанов-
люється таким чином, щоб імовірність зменшен-
ня запасу за час виконання замовлення не пере-
вищувала наперед заданої величини. Розмір ре-
зервного запасу В визначається з імовірнісної
умови:

                            ,               (8)
де xL – випадкова величина попиту за час вико-

нання замовлення;
L – середня величина попиту за час виконання

замовлення;
 – максимально можливе значення ймовір-

ності зменшення запасу.
При побудові моделі вважаємо, що xL  за час L

є випадковою величиною з нормальним розподі-
лом N(L,L). Тоді випадкова величина z є стан-
дартною нормально розподіленою випадковою
величиною з розподілом N(0,1):

L

LLx
z




 ,                       (9)

де L – середньоквадратичний попит за час ви-
конання замовлення.

 Тоді,
  }/{ LBzP  i   }{ KzP ,   (10)

де Квизначається за стандартним нормальним
розподілом (рис. 2).

Відповідно, розмір резервного запасу задоволь-
няє нерівність:

B L  К                  (11)
Величина попиту xL  за час L звичайно описуєть-

ся відношенням густини розподілу ймовірностей
до одиниці часу, з якого можна знайти розподіл
попиту за період L. Якщо попит за одиницю часу
є нормально розподіленою випадковою величи-
ною з середнім D і стандартним відхиленням ,
то загальний попит за час L (ціле число чи округ-
лене до нього) буде мати розподіл N(L,L) зі зна-
ченнями:

L = D L  i                     ,     (12)
Ця модель є наближеною, тому що ймовірнісні

характеристики попиту враховуються тільки на
останньому етапі обчислень.

Розглянуті моделі передбачають незмінність
умов їх функціонування, але така сталість умов
зустрічається не часто. Це зумовлено змінами
кон’юнктури ринку, а відповідно і потребами в

  }{ LL BxP

LL  2
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запасах матеріальних ресурсів. Також з часом мо-
жуть змінюватися умови поставки тощо. Тому
виникає необхідність застосування комбінованих
моделей з можливістю саморегулювання (адап-
тації до нових умов), які враховують стохастичні
(не детерміновані) умови.

Щоб модель управління запасами забезпечу-
вала розрахунок дійсно оптимального економіч-
ного розміру запасу, потрібно імовірнісний харак-
тер попиту врахувати безпосередньо в постановці
задачі, тобто в моделі допускається незадоволе-
ний попит. Замовлення y розміщується тоді, коли
обсяг запасу досягає рівня R, який є функцією
періоду часу між розміщенням замовлення і його
виконанням (рис. 3).

Оптимальні значення y і R визначаються шля-

хом мінімізації відношення очі-
куваних витрат системи уп-
равління запасами до одиниці
часу.

При побудові моделі прий-
маються допущення, що неза-
доволений за час виконання
замовлення попит накопи-
чується, дозволяється тільки
одне невиконане замовлення і
розподіл попиту за час вико-
нання замовлення є стаціонар-
ним (постійним) в часі. Таким
чином функція загальних втрат
за одиницю часу, яка скла-
дається з трьох компонентів:
вартість розміщення замовлен-
ня, очікувані витрати на збері-
гання та втрати, які очікують-
ся від незадоволеного попиту
(ігнорується випадок, коли R-

M{x}<0), має наступний вигляд:

де D – очікуване значення попиту за одиницю
часу;

p – питомі втрати від незадоволеного попиту;
f(x) – густина розподілу попиту x за час вико-

нання замовлення.
Оптимальні значення y* і R* знаходяться мето-

дами диференціальних обчислень:

                                            i

Рис. 3. Стохастична модель економічного розміру замовлення

Рис. 2. Визначення ймовірності   }{ KzP
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де S – очікуваний дефіцит матеріального ресур-
су за одиницю часу.

Значення y* і R* визначаються чисельним мето-
дом [4], який запропонували Хедлі та Уатін за
умови, що допустимий розв’язок існує. При R =
0:

i

Якщо         , тоді існує єдине оптимальне зна-
чення для y і R, при S = 0 мінімальне значення

                                          .
Таким чином, для визначення оптимального

рівня запасів запропоновано 3 економіко-матема-
тичні моделі й розроблена програма для виконан-
ня розрахунків засобами Microsoft Excel VBA.
Якщо попит на матеріальний ресурс відносно
рівномірний, розрахунки виконуються за детер-
мінованою чи узагальненою детермінованою мо-
деллю, а коли в процесі виробництва відбувають-
ся постійні коливання витрат матеріального ресур-
су, що пов’язано з нерівномірністю попиту на
продукцію, – за ймовірнісною моделлю з безпе-
рервним контролем рівня запасу.

Апробація запропонованих моделей була про-
ведена на одному з машинобудівних підприємств
м. Полтави. На заводі управління запасами здій-
снює відділ матеріально-технічного постачання,
який замовляє матеріальні ресурси згідно місяч-
них виробничих завдань. Періодичність поставок
залежить від кількості продукції заданої номен-
клатури на складі підприємства. Головним недо-
ліком даної системи є відсутність системного
підходу до формування запасів матеріальних ре-
сурсів на підприємстві. З метою удосконалення
існуючої системи був виконаний аналіз даних уп-
равлінського обліку, щодо постачання і витрат
матеріальних ресурсів за 2010 рік. Наприклад, для
виготовлення значної кількості номенклатури про-
дукції у виробничому процесі використовується
алюмінієвий сплав АК5М2. Поповнення запасів
здійснюється автотранспортом через 3-5 днів у
кількості 10-14 т. З метою проведення економіко-
математичного моделювання були визначені се-
редньомісячні витрати (D = 51131 кг), вартість
зберігання одиниці запасу за місяць (h = 1,11 грн.),
а також K = 1000,00 грн. і L = 3 дня та виконані
розрахунки щодо визначення оптимальних рівнів
запасів.

За детермінованою моделлю визначений еко-
номічний обсяг замовлення (5), який складає
11241,2 кг, а також час циклу (6) t0 = 4,76 доби.
Таким чином потрібно замовляти обсяг y*, коли
рівень запасу зменшується до 7081 кг. Ця модель
узагальнена для імовірнісного підходу, що вра-
ховує випадковий попит, тобто потрібно обчисли-
ти розмір резервного запасу з умови (8). Вико-
нані розрахунки для  = 0,05 та нормально роз-
поділеної випадкової величини попиту з імовірні-
сними характеристиками (12) L  = 7081 кг і L =
307,5 кг, отже розмір резервного запасу (11) В =
506 кг. Таким чином за цією моделлю потрібно
розміщувати замовлення на поповнення запасу
коли його рівень зменшується до 7587 кг. Отри-
мані результати є наближеними, тому що в мо-
делі враховується рівномірний попит на матері-
альні ресурси й імовірнісні характеристики попи-
ту використовуються тільки на останньому етапі
обчислень.

В реальних умовах виробничо-господарської
діяльності на величину попиту впливає багато
різноманітних факторів, але якщо вплив кожного
несуттєвий, тоді загальний результат дає розподіл,
близький до нормального. При виконанні розра-
хунків за ймовірнісною моделлю враховано, що
термін поставки невеликий, тому попит є випад-
ковою величиною з рівномірним розподілом, f(x)
= 0,0007 і M(x) = 7080 кг. Питомі втрати від де-
фіциту матеріального ресурсу можна визначити,
як неотриманий прибуток від незадоволеного по-
питу на продукцію. З врахуванням того, що рен-
табельність різних вузлів і агрегатів складає 10-
20%, значення р = 2,54 грн.

Перед визначенням оптимальної стратегії вико-
нується перевірка умови (15):     = 116772 кг  >

 = 41781 кг. Отже, існує тільки єдиний допус-
тимий розв’язок задачі. Очікувані втрати від деф-
іциту виникають при x>R, таким чином:

Виконані розрахунки за формулами (14) з вра-
хуванням (16) і на 3 ітерації отримані оптимальні
результати для y* і R*. Таким чином стратегія уп-
равління запасом полягає в замовленні 9657 кг
алюмінієвого сплаву при зменшенні його запасу
до 7671 кг.

Висновки. За результатами аналізу сучасних
економіко-математичних моделей управління за-
пасами матеріальних ресурсів запропонована до
використання стохастична модель з безперервним
контролем рівня запасу, в якій оптимальні значення
y і R визначаються шляхом мінімізації відношен-
ня очікуваних витрат системи управління запаса-








*

*

)(
R Dp

yh
dxxf ,            (14)

h
xpMKD

y
}){(2 



h
Dp

y
~ (15)

yy ~

hKDy /2* 

y~

y

 
7788

)()(
R

dxxfRxS .                   (16)



Математичні методи, моделі та інформаційні технології в економіці

199Економіка  і  регіон  №  2 (29)  -  2011  -  ПолтНТУ

ми до одиниці часу. Вона може бути застосована
для розрахунку запасу всіх видів матеріальних
ресурсів з метою вироблення системного підхо-
ду щодо управління запасами матеріальних ре-
сурсів на виробничому підприємстві. Отримані
результати розрахунків використовуються для
обґрунтування оперативних управлінських рішень
щодо розміру замовлення і моменту розміщення
запасів, а також прогнозування потреб в матері-
альних ресурсах на майбутні періоди та форму-
вання стратегічних управлінських рішень, щодо
випуску певної номенклатури продукції.

Проведення аналізу рівня запасів матеріальних
ресурсів засобами економіко-математичного мо-
делювання дає можливість більш оптимально ви-
користовувати фінансові ресурси для формуван-
ня запасів, зменшити втрати від дефіциту продукції
і таким чином збільшити прибуток машинобудів-
ного підприємства.
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