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Вступ. Розвиток сучасної науки вимагає ство-
рення нових, ефективних методів розв’язання оп-
тимізаційних задач, що виникають при вирішенні
теоретичних та прикладних проблем в економіч-
них, виробничих процесах різних галузей народ-
ного господарства. Розв’язання багатьох оптимі-
заційних задач з різних галузей знань зводиться
до створення  теоретико-графових математичних
моделей. Ці моделі відображають структуру си-
стеми, зв’язки між її елементами. З дослідження
ряду задач виявлено, що їх можна розв’язувати
за певними шаблонами, так званими паттернами.
Це дозволяє  розробникам стандартизувати роз-
в’язання багатьох класів практичних задач, ство-
рювати паттерни. Теорія паттернів пов’язана з те-
орією графів. Моделлю партерна є n-дольний зв’я-
заний граф, який описує його структуру.

Огляд останніх джерел досліджень і публі-
кацій.  Засновником теорії паттернів вважається
Ульф Гренадер, який намагався побудувати тео-
рію логічних шаблонів для моделювання образів.
Теорія паттернів ефективно використовується у
різних галузях науки, а також у командному роз-
робленні комп’ютерних додатків, в об’єктно-орі-
єнтованому програмуванні [1]. Цю теорію можна
також застосувати до розв’язання економічних
задач, наприклад управління портфелем цінних
паперів, задач логістики, планування та ін.

Для розв’язання таких класів задач дослідни-
ки використовували різні методи оптимізації. Фун-
даментальні результати у цьому напрямі належать
Д. Конолі, Д. Абрамсону, М. Рандалу [2; 3]. Але
такі підходи не завжди дають уяву про множину
розв’язків. Тому виникла потреба створювати
моделі шаблонів, які були б універсальними
структурами й охоплювали б усі варіанти розв’-
язків задачі, а також несли в собі інформацію про
зв’язки між об’єктами.

Постановка завдання. Нехай на ринку обер-

таються 5 видів цінних паперів q1, q2, q3, q4, q5, що
мають за чотири періоди випадкову ефективність
Е1, Е2, Е3, Е4, Е5 (табл. 1).

Три інвестори сформували власні портфелі
цінних паперів незалежно один від одного. Так,
портфель першого інвестора  складають цінні па-
пери 1-го, 3-го, 4-го видів, другого – 2-го, 3-го,
5-го видів, а третього – 1-го, 3 го, 4-го, 5-го видів.

Для формування спільного портфеля кожний з
учасників може виділити певну частку від влас-
ного капіталу: перший – не більше 0,2, другий –
не більше 0,2, третій – не більше 0,1. На спільні
кошти передбачено купівлю та розподіл цінних
паперів між учасниками, але таких паперів, що
вже складають їх власні портфелі.

Мета дослідження. Побудувати паттерн, пе-
ревірити правильність його побудови. Визначити
найменший ризик спільного портфеля та частки
капіталу, які виділить кожний інвестор на прид-
бання певних видів паперів для його формування
при такому ризику.

Методи дослідження: методи 0-1 програму-
вання та квадратичної оптимізації для побудови ма-
тематичної моделі n-мірного паттерна; евристич-
ний метод пофарбування теоретико-графової мо-
делі – генетичний алгоритм.

Основний матеріал і результати. Побудова-
но аналітичну модель для цієї задачі.

Розглянемо оптимізацію капіталовкладень у
цінні папери за наявності n рівноправних інвес-
торів. У цьому випадку кожний учасник має свій
власний капітал XW1, XW2, ... XWn. Нехай на рин-
ку цінних паперів обертається також q видів па-
перів, що мають ефективності E1, E2, ..., Eq.  Кож-
ний з учасників може сформувати свій власний
портфель незалежно від інших. Задача полягає у
зниженні значення максимального ризику інвес-
торів. Зниження значення максимального ризику
інвесторів можна здійснити за допомогою фор-
мування спільного портфеля шляхом об’єднання
часток капіталів інвесторів [4]. Ризик спільного
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портфеля обчислюється за формулами:

;p

q


  (1)

max ; 1 ,p p j j n    (2)

де    – ризик спільного портфеля, тобто ри-

зик для кожного з учасників; p  – максималь-

ний ризик портфелів учасників; p j  – значення
ризику для j-го портфеля. Якщо кожний з учас-
ників виділяє певну частку свого капіталу для
формування спільного портфеля, тоді капітал кож-
ного з інвесторів буде дорівнювати:

;1 ,i vpi iXW w W i n                (3)

де vpiw  – частка капіталу і-го інвестора, котруу

він планує вкласти в спільний портфель; iW  – ка-
пітал, що і-ий інвестор планує вкласти у власний
портфель. Цей капітал буде для кожного учасни-
ка розподілений по-різному:

,
1

q
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k

W w


 ,                          (4)

де q – загальна кількість ціних паперів, що
обертаються на ринку цінних паперів. Капітал, ви-
ділений кожним учасником для формування
спільного портфеля, у цьому разі дорівнює:

max
1

n

vpi
i

w W


 .                         (5)

Маємо графову модель  ,G x w  (рис. 1).
Таким чином, задача формування спільного

портфеля відповідає моделі (6) – (9), (1).
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де pV  є дисперсією портфеля, що визначає в

кінцевому випадку його ризик;  , 0,1i jx   є
бінарною змінною (вершина графа), значення якої
дорівнює 1, якщо ,i jx  пофарбована у колір jE  таа

0 в іншому разі; iw  – це вага вершини в графі

(частка капіталу); maxW  – загальний капітал; im  –

відоме математичне очікування ефективності; pm

– бажане математичне очікування ефективності
портфеля, що задається інвестором. Коваріаційна
матриця ijV обчислюється за формулою:

Таблиця 1. Таблиця ефективності цінних паперів за чотири періоди

Види
паперів

Випадкова
ефективність

1
період

2
період

3
період

4
період

Середнє
значення

ефективності

Відхилення
від

середнього
значення

1q 1E 1,10 1,30 0,90 1,20 1,13 0,125

2q 2E 0,78 0,94 1,10 1,30 1,03 0,170

3q 3E 0,96 0,89 1,12 1,30 1,07 0,1425

4q 4E 0,86 0,83 1,12 1,15 0,99 0,145

5q 5E 1,20 1,30 1,60 1,40 1,38 0,125
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Рис. 1. Графова модель  ,G x w

формування спільного портфеля
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Таблиця 3. Коваріаційна матриця цінних паперів першого інвестора

 covij i jV E E .                   (10)
Щоб мати уяву про варіанти розподілу капіта-

ловкладень між учасниками спільного портфеля
та визначити оптимальний варіант, побудуємо n-
мірний паттерн. Проблема побудови паттерна вис-
вітлювалася раніше [5; 6], зокрема при розроб-
ленні алгоритмів побудови паттернів з накладени-
ми обмеженнями.

Для розв’язання поставленої задачі потрібно по-
фарбувати граф  ,G x w  у кольори з множини E

та визначити матрицю   *
оптE x E   .

Математична модель описується (6-9), (1). При
цьому умова перевірки правильності побудови пат-
терна у випадку формування спільного портфеля
набуває вигляду:

1 1

n n

i ij j
j i

w V w 
 

    .                (11)

Задачу пофарбування зв’язаних графів (1, 6-9)
можна розв’язати за допомогою методів оптимі-
зації, а також вона ефективно розв’язується при
застосуванні генетичного алгоритму [7; 8].

Розв’язок. Спільний портфель, сформований
трьома інвесторами, є графом 3K . Визначимо най-
менший ризик спільного портфеля для кожного з
учасників. Моделлю власних портфелів кожного
з учасників є підграфи. Вони являють собою струк-
тури у вигляді зірок, що знаходяться у кожній
вершині графа 3K . Для першого інвестора – це

підграф '
1G  з відповідними видами цінних паперів

q1, q3, q4 (табл. 2).
Коваріаційна матриця для порт-

феля першого інвестора представ-
лена у табл. 3.

Аналогічно визначаємо коварі-
аційні матриці для другого та тре-
тього інвестора.

Оскільки перший інвестор вклав
свої кошти у три види цінних па-
перів, то пофарбування графової

структури, що відповідає його портфелю, ви-
знається вектором  *

1 100 010 001x  . Пофарбу-
вання графової структури, що відповідає друго-
му портфелю, – вектором  *

2 100 010 001x  , що
відповідає третьому портфелю, – вектором

 *
3 1000 0100 0010 0001x  .
Визначимо частки капіталу, вкладені у кожний

вид цінних паперів кожним з трьох інвесторів
відповідно до їх власних портфелів. Для цього
використаємо рівняння (6), (7), (9). У результаті
маємо, що перший учасник повинний вкласти
капітал у цінні папери власного портфеля у таких
частках:

1 0,3442w  , 2 0,3016w  , 3 0,3542w  .
При цьому коваріація портфеля першого інвесто-
ра дорівнює 1 0,0075V  , а ризик – 1 0,0868  .

Другий учасник має вкласти капітал у таких
частках: 1 0,2391w  , 2 0,3553w  , 3 0,4056w  .
Коваріація портфеля другого інвестора дорівнює

2 0,0089V  , а ризик – 2 0,0942  .

Третій учасник – у частках 1 0,2561w  ,

2 0,2242w  , 3 0,2635w  , 4 0,2563w  . Коваріація

портфеля третього інвестора дорівнює 3 0,0056V  ,

а ризик – 3 0,0748  .
Відповідно до цього розв’язку визначаємо ри-

зик спільного портфеля цінних паперів:

 1 2 3max , ,
0,0421

5

  
   ,

Види
паперів

Випадкова
ефективність

1-й
період

2-й
період

3-й
період

4-й
період

Середнє
значення

ефективності

Відхилення
від

середнього
значення

1q 1E 1,10 1,30 0,90 1,20 1,13 0,125

3q 3E 0,96 0,89 1,12 1,30 1,07 0,1425

4q 4E 0,86 0,83 1,12 1,15 0,99 0,145

Таблиця 2. Eфективність цінних паперів першого інвестора

ijV 1E 3E 4E

1E 0,021875 -0,00569 -0,0105

3E -0,00569 0,024969 0,0216

4E -0,0105 0,0216 0,02125
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коваріація спільного портфеля дорівнює:
2 0,0018V    .

Знаючи найменший ризик спільного портфеля,
потрібно визначити, який цінний папір з п’яти видів
буде придбаний кожним учасником для форму-
вання спільного портфеля (при цьому враховуєть-
ся склад кожного власного портфеля) і яку част-
ку свого капіталу кожний для цього виділить. Граф

3K  потрібно пофарбувати у кольори з множини

фарб  1 2 3 4 5, , , ,E E E E E .
Оскільки спільний портфель сформовано з п’я-

ти видів цінних паперів, то коваріаційна матриця,
обчислена за допомогою формули (10), має ви-
гляд, представлений у табл. 4.

Тоді задача знаходження оптимального порт-
феля полягає у пофарбуванні графа 3K  у кольори

з множини фарб  1 2 3 4 5, , , ,E E E E E  так, щоб

pV V . Задача побудови паттерна формулюється
таким чином:

 , ,
1

;
N T

p i i j ij i i j
i

V w x V w x V


               (12)

   
 

, , , ,1; 0,1 ; 0,1 ;

1 , ;1 .

i j k j i j k jx x x x

i k N j q

   

          (13)

1,4 0x  ; 1,5 0x  ; 2,2 0x  ; 2,4 0x  ; 3,5 0x  .  (14)

Отриманий розв’язок задачі за допомогою
рівнянь (12), (13), (14) дорівнює

 * 00010 00001 00100оптx  , тобто при наймен-
шому ризику спільного портфеля перший учас-
ник вкладе свою частку капіталу в 4-й вид цінних
паперів, другий – у 5-й, а третій – у 3-й. Маємо
перший варіант формування спільного портфеля
 4 5 3 . Відповідно на закупівлю цих паперів
будуть виділені такі частки капіталів кожного інве-
стора: 1 0,0929w  , 2 0,2545w  , 3 0,0835w  .

Другий варіант формування спільного портфе-

ля  3 5 4 . У цьому випадку:

 * 00100 00001 00010оптx  .
Одержуємо розв’язок:

1 0,1832w  , 2 0,1504w  , 3 0,1442w  .
І, нарешті, третій варіант формування спільно-

го портфеля  4 3 5 . У цьому випадку:

 * 00010 00100 00001оптx  .
Отримуємо розв’язок:

1 0,1442w  , 2 0,1832w  , 3 0,1504w  .
У результаті побудовано паттерн:

4 5 3

3 5 4

4 3 5

 
    
 
 

.

Одержаний паттерн можна представити у виг-
ляді таблиці (табл. 5).

На основі цієї таблиці та відомостей про частки
капіталу кожного з учасників, вкладених у
спільний портфель, маємо табл. 6.

Оскільки для формування спільного портфеля

Таблиця 4. Коваріаційна матриця цінних паперів для спільного портфеля

ijV 1E 2E 3E 4E 5E

1E 0,021875 -0,00125 -0,00569 -0,0105 -0,01438

2E -0,00125 0,0371 0,027325 0,0248 0,01825

3E -0,00569 0,027325 0,024969 0,0216 0,012438

4E -0,0105 0,0248 0,0216 0,02125 0,017

5E -0,01438 0,01825 0,012438 0,017 0,021875

Рис. 2. Графова модель сформованого
спільного портфеля
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перший учасник може виділити не більше 0,2 ча-
стки від власного капіталу, другий – не більше
0,2, третій – не більше 0,1, то другий варіант роз-
поділу капіталовкладень є найбільш прийнятним.

Аналіз одержаних результатів. Перевіримо
правильність побудови паттерна  , виходячи з
умови (11).

Оскільки спільний портфель сформований з
паперів виду q3, q5, q4, що мають  відповідно
ефективність E3, E5, E4, то коваріаційна матриця
цінних паперів матиме вигляд, представлений у
табл. 11.

На рис. 2 зображено графову модель сформо-
ваного оптимального портфеля, що відповідає дру-
гому варіанту розв’язку побудованого паттерна.

Обчислення за формулою (11) наведено у табл.
8. Сума ризиків портфелів інвесторів дорівнює:

1 1

0,0379
n n

i ij j
j i

w V w
 

   
.

Таблиця 7. Коваріаційна матриця цінних паперів спільного портфеля

Таблиця 5. Таблиця варіантів спільного  портфеля
Висновки. Оскільки ри-

зик спільного портфеля до-
рівнює 0,0421  , то
умова (11) виконується, а
значить – паттерн побудова-
но правильно.

Ця задача має три варі-
анти розв’язку. Оптималь-
ним є другий варіант.

Поставлена задача роз-
в’язана за допомогою но-
вого підходу з використан-
ням побудови n-мірного
паттерна на основі пофар-
бування відповідної теоре-
тико-графової моделі зі зва-
женими вершинами.

Створено комп’ютерні
програми «Pattern Designer
Toolbox», «Latin Square
Designer», «Pattern».

Отримані алгоритми мо-
жуть бути використані у

сферах управління, планування ресурсів, соціо-
логії, логістиці. Автор вважає перспективним за-
стосування розробленого підходу для розв’язан-
ня оптимізаційних економічних задач.
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i ij jw V w 
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1

n

i ij j
i

w V w


 

3w 52,7E 54,5E 54, 2E 0,000114 0,0106964

5w 54,5E 57,62E 57,05E 0,000192 0,0138605

4w 54,2E 57,05E 56,51E 0,000178 0,013324

Учасники Перший Другий Третій Ризик
Варіант 1 4 5 3 0,042
Варіант 2 3 5 4 0,042
Варіант 3 4 3 5 0,042

Таблиця 6. Розподіл капіталовкладень

Учасники Перший Другий Третій
Варіант 1 0,09 0,25 0,08

Варіант 2 0,18 0,15 0,14

Варіант 3 0,14 0,18 0,15

ijV 3E 5E 4E

3E 0,025 0,012 0,022

5E 0,012 0,022 0,017

4E 0,022 0,017 0,021
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