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SIMULATION DE PROCESSUS LOGISTIQUES DANS
LES SYSTEMES DE PRODUCTION FLEXIBLES

M. Rumyantsev

L article est consacré a l'étude de quatre modéles du systéme de production flexible
organisé sur la base de la théorie des files d'attente ou le systéme de production flexible lui-méme
est représenté comme un systéeme monocanal des files d'attente avec le renouvellement du
réglage et la perte des commandes. On suppose qu'a l'entrée tous les quatre modéles de systéme
de fabrication flexible recoivent des commandes dont le flux de Poisson est de A > 0 par unité de
temps. Le traitement des commandes s'effectue suivant l'ordre de leur arrivée, et le temps de
traitement des commandes est conforme a la loi exponentielle de la répartition dans le paramétre
de u > 0. L'appareil a une particularité qui consiste en ce qu'aprés le traitement de toutes les
commandes qui se trouvent dans le systeme il nécessite un réajustement pour adapter I'équipement
de production a l'exécution d'une nouvelle série de commandes. La durée supposée du
réajustement pour tous les modéles a une valeur de distribution exponentielle dont le paramétre
est de v > 0. Il est supposé que les commandes qui arrivent dans le systéme lors de la
commutation se trouvent perdues.

Les caractéristiques trouvées pour les systémes en question sont utilisées pour définir les
paramétres de base du fonctionnement d'un systéme, a savoir : la probabilité du réajustement de
I'équipement, la probabilité du refus de service et la durée moyenne d'une file d'attente. Ces
caractéristiques peuvent étre utilisées pour résoudre le probleme du controle optimal des
systéemes de fabrication flexibles.

Mots-clés: Systéme de production flexible, appareil, tourner le flux d'entrée, le temps de
traitement des commandes, le temps de changement, des performances optimales.
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MOAEJNIOBAHHA NONNCTUYHUX NMPOLIECIB
Y THYYKUX BUPOBHUYUNX CUCTEMAX

PymsiHyee M. B.

Po3srnsHyTo YoTupn mogeni rHy4koi BUMpoBHMYOI cuctemn, nobygoBaHOI Ha OCHOBI Teopil
yepr, y SKin camMy rHyYKy BMPOBHWYY cucTeMy MOAaHO y BWUMMAAI OAHOKaHanbHOI CUCTEMU
MacoBoro obcrnyroByBaHHs 3 nepeHanarogXeHHsaM i BTpaTow BuMmor. lNepeanbadeHo, wo Ha BXig
YCiX YOTMPLOX MOAENEN FHY4KOi BUPOOHMYOI CUCTEMM HAOXOAUTb MYaCCOHIBCbKUIM MOTIK iHTEH-
cuBHoCTI A > 0 3amoBneHb Ha oamHuuto Yacy. OBpobneHHsa 3amoBneHb BiabyBaeTbCA B NOPSAAKY
TXHbOr0 HaAXOMKEHHS, NPUYOMY 4Yac oOpoOBMeHHs NiAPOPSAKOBAHO 3aKOHY €KCMOHeHLianbHOro
posnoainy 3 napameTtpom [ > 0. MNpunag mae ocobnmBiCTb, Aka NOMASArae B TOMy, WO NiCNS 3aKiH-
YeHHSA 06pobneHHs BCiX 3aMOBNEHD, LLO 3HAaX0AATbCA B CUCTEMI, AN BIGHOBMEHHSA poboTn nomy
noTpibHe nepeHanarogXeHHsi, CNpsMOBaHE Ha NiAroToBKY ObrnagHaHHA Ha BMMYCK HOBOI MapTii
3amoBneHb. [ng Bcix mogenen nepegdayeHo, Wo TpuBaniCTb NepeHanarofXeHHss Mae eKCrioHeH-
uianbHWM pos3noain i3 napameTpomMm v > 0 i BUMOrKM, LLO HaQxoasaTb OO CMCTeEMW, Nig vac nepe-
HanaromXXeHHs1 BTpayatoTbCA.

[na onucaHnx cuctem 3HaMOEHO XapaKTepUCTUKKU, SKi BUKOPUCTOBYHOTb ANS BU3HAYEHHSA
Takmx OCHOBHMX MapamMeTpiB (YHKLIOHYBAHHA CUCTEMW, a came: IMOBIPHOCTI 3HaxXOOKEeHHS
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obnagHaHHA Ha nepeHanaro4XeHHi, iIMOBIPHOCTI OTpMMaHHS BigMOBM B OOCrnyroByBaHHi Ta ce-
peaHboi OOBXUHWM 4veprn. Lli xapaktepuctnkm moxe OyTU BMKOPUCTAHO Y MPOUECi BUPILLEHHS
NMUTaHHA NPO oNTUMarnbHe yNpaBniHHA THYYKMMU BUPOBHUYMMM CUCTEMAMN.

Knroyosi crioga: rHy4ka BMpobHUYa cuctema, npunag, Yepra, BXigHui NoTik, 4ac obpo6neHHs
3aMOBIEHHS!, Yac NepeHanaro4KeHHs!, onTUMarnbHi XapakTepUCTUKM.
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MOAEJIMPOBAHUE JIOTMCTUYECKUX NMPOLIECCOB
B TMBKUX NPOU3BOACTBEHHbLIX CUCTEMAX

PymsiHyee H. B.

PaccmMoTpeHbl YeTbipe MoAEenNu rmbko Npon3BOACTBEHHOW CUCTEMbI, MOCTPOEHHOW Ha OCHO-
BE TEOpPMM OYepeaen, B KOTOPOM cama rmbkasi NPoOnM3BOACTBEHHAA cUCTeMa NpeacTaBnseTcs B Buge
OfHOKaHanbHOW CUCTEMbl MaccoBOro obCnyxuBaHusi C NepeHanagkon u notepen TpeboBaHWi.
lMpegnonaraeTcs, 4TO Ha BXO4 BCEX 4eTbipex Moaenen rmbkon npon3BOACTBEHHOW CUCTEMDI
NMoCcTynaeT NyacCOHOBCKUMA NOTOK MHTEHCMBHOCTU A > 0 3aka3oB B eguHuuy BpemeHn. O6paboTka
3aKa3oB NMPOMCXOOUT B NOpSAOKE MX NOCTYMEHNd, npudem BpeMsa 06paboTkn NogUYNHSIETCA 3aKOHY
3KCMOHeHUManbHOro pacnpefeneHus ¢ napametpom y > 0. MNpubop obnagaet 0coOEHHOCTLIO,
COCTOSILLIEN B TOM, YTO MOCIe OKOH4YaHMsi 06paboTKM BCeX 3aKka3oB, HaAXOOALUXCHA B CUCTEME,
Onsi BO30OHOBMEHMsT paboTbl eMy Hy)XHa NepeHanagka, HanpaslieHHas Ha NMOAroToBKy obopyno-
BaHWA Ha BbIMYCK HOBOW MapTuM 3akas3oB. [nsa Bcex Mmogenen npegnonaraeTcs, YTo AnUTENbHOCTb
nepeHanagku MMeeT 3KCMOHEHUManbHOe pacrnpegenenHne ¢ napameTtpom v > 0 n TpeboBaHus,
nocTtynaroLime B CUCTEMY, BO BpeEMS NepeHanagkm TepstoTca.

[ns onucaHHbIX CUCTEM HaWOEHbl XapaKTEPUCTUKM, KOTOpblE MCMONb3YyHTCA AN onpege-
NeHna crieayroLwmnx OCHOBHbIX MapameTpoB (PYHKLUMOHUPOBAHNS CUCTEMBI, @ UMEHHO: BEPOATHOCTHU
HaxoxaeHnsa obopyaoBaHUA Ha nepeHanagke, BEPOATHOCTM MOSyYeHns oTkasa B 0BCnyxmBaHum
W cpedHen ANuHbl ovepean. AT XapakTePUCTUKM MOTyT BbITb MCNONb30BaHbl NPU peLleHnn Bon-
poca 06 onTMMarnbHOM yrpaBrieHMn rTMOKMMM NPOM3BOACTBEHHLIMU CUCTEMAMM.

Knroyesbie criosa: rmbkas Npov3BOACTBEHHAs cucTema, npubop, odepenb, BXOOQHOW MOTOK,
Bpems 06paboTku 3akasa, Bpems nepeHanaaku, ontTumarnbHble XapakTepuUcTUKK.
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SIMULATION OF LOGISTICS PROCESSES
IN FLEXIBLE MANUFACTURING SYSTEMS

M. Rumyantsev

Four models of a flexible production system built on the basis of the queuing theory have
been considered, this theory presenting the flexible production system itself as a single-channel
gueuing system with changeover and loss of requirements. It is assumed that the input of all four
models of the flexible manufacturing system receives a Poisson flow of orders at a rate of A > 0 per
unit of time. The order processing takes place in the order they are received, and the order
processing time obeys the exponential distribution law with the parameter y > 0. The device has
a feature consisting in the fact that having processed all the orders available in the system, in order
to resume work, it needs readjustment aiming to prepare the equipment for completing a new
batch of orders. For all models, it is assumed that the duration of the changeover has an
exponential distribution with the parameter v > 0.

For the systems described, characteristics have been found which are used to determine the
system operation basic parameters, namely the probability of equipment being on changeover, the
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probability of receiving a denial for service and the average queue length. These characteristics
can be used in solving the problem of optimal control of flexible manufacturing systems.

Keywords: flexible manufacturing system, appliance, turn, the input flow, the order processing

time, changeover time, optimal characteristics.
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La viabilité de I'entreprise dépend en grande partie de
sa poliique de I'assortiment et les capacités varient considérablement
de produits a libération sans préjudice du développement de
I'entreprise. Jusqu'aux années 1970, la flexibilité de la commer-
cialisation a été fournie par I'établissement d'entrep6ts d'un
grand stock de produits finis. La modification de la gamme de
produits dans les conditions de fonctionnement des grandes
entreprises etait une affaire assez compliquée parce que cela
exigeait beaucoup de temps et d'argent pour le remplacement,
l'installation et la mise en service de nouvelles machines et
équipements [1; 2].

Apres I'apparition de la méthode logistique, I'accent
de la création de stocks de produits finis transféré au stockage
de capacité, a savoir: on propose la transition vers la mise en
place et I'organisation de la production en fonction du type de
I'entreprise flexible et systémes logistiques (EFSL) [1; 2], qui
sont capables de réagir rapidement aux conditions changeantes
du marché. Sous la flexibilité de I'entreprise on comprend sa
capacité a changer d'un état de travail fonctionnel a l'autre, avec
les colts et les pertes minimales [3], voila pourqgoi la réduction
de colt de production est réalisée non pas par I'augmentation
traditionnelle des volumes de production, mais a la suite de la
logistigue du processus de production, d'alignement et la
synchronisation de tous les flux de matiéres [4]. Le travail
EFSL se passe sous l'influence de facteurs externes et internes.
Les facteurs externes peuvent inclure: la fabrication de la
nouvelle gamme de produits, conformément a la demande du
marché; des changements de volume de la production, et
donc de taille des parties de lancement; la violation du rythme
de I'approvisionnement, y compris le non respect des délais
de livraison d'ébauches; les modifications structurelles, ce qui
implique la nécessité de la remise au point et de recyclage de
la production. Parmi les facteurs des troubles internes qui
provoquent la violation du processus de production on peut
nommer |'échec et la rupture de I'équipement principal; la
rupture de Il'outil de coupe et l'autre support; le défaut lors de
la fabrication du produit; les interruptions et les écarts dans le
personnel de production [5].

Ainsi, afin de minimiser l'impact des facteurs ci-dessus,
nous avons besoin de connaitre les caractéristiques numériques
de la base du fonctionnement du EFSL. Les questions de des-
cription numérique des systémes de fabrication flexibles ont
été étudiées dans le travail [6] pour les différents comportements
d'un systeme flexible avant le dispositif de commutation et
apres son achevement. Notons que dans ces travaux I'EFSL
a été présentée sous forme de systéeme d'une file d'attente
a canal unique avec le réajustement de I'appareil, qui vient

a) apres avoir entré les demandes dans le systeme libre;

b) apres le traitement de toutes les demandes des clients,

et on a supposé que les demandes entrées dans le
systéeme pendant de le réajustement de I'appareil ne sont pas
perdues, et une fois le réajustement fini, elles sont immédiatement
prises en service.

Dans cet article, nous étudions le cas ou les demandes
regues par le systeme au cours de réajustement de I'appareil
sont perdues.

Schema 1. Dans cette section, nous étudions le
premier cas, a savoir: réajustement de I'appareil a lieu aprés
I'arrivée de la demande dans un systéme libre et les demandes
entrées pendant le réajustement de I'appareil sont perdues [7; 8].
Décrivons en détail les travaux de I'EFSL, sur I'hypothése que
les défaillances et les pannes du matériel comme des outils
primaires et auxiliaires pendant le fonctionnement ne se produisent
pas, a savoir, le canal est totalement fiable.

Le fonctionnement de EFSL peut étre représenté par
file d'attente a canal unique a I'entrée de laquelle arrive le flux
de loi de Poisson de I'intensité A > 0. Le service des clients se
produit dans Il'ordre de réception, et la durée de service a la
loi de la distribution exponentielle de parameétre y > 0. L appareil
de service a le trait qui consistant du fait qu' apres le service
des clients qui sont dans le systéme, il va dans I'état de repos,
que nous appelons I'état "libre-non prét". Le premier client
entré dans le systéme est perdu, mais cette perte provoque
un réajustement de I'appareil ou une commutation ou une
réadaptation de I'appareil de service, dont la durée a la loi
exponentielle de paramétre v > 0. Toutes les demandes regues
au cours du réajustement de I'appareil de service sont perdues.
Aprés avoir fini le réajustement, I'appareil va dans un état de
repos, que nous appelons I' état "libre-prét" et maintenant il
est prét a servir les demandes. Maintenant les demandes
entrées dans le systéeme sont servies dans I'ordre ou elles sont
regues. Le systéme de service décrit est un modeéle d'un
grand nombre de systémes réels: les télécommunications,
la production des processus de transport, de stockage et de
distribution de la production.

Pour résoudre le systeme décrit ci-dessus, étudions un
processus aléatoire de Markov ﬁ(t), I'espace de phase duquelle
alaforme E={(0,0),0,0,1,2,3,...} et de I'état

(0, 0) — signifie que I'appareil est "libre-non prét";

0* — signifie que I'appareil est en réajustement;

0 — signifie que l'appareil est libre et prét au service
("libre-prét");

k(k > 1) — cela signifie que dans le systéme il y a k
clients et de plus un client est en service, et (k - 1) clients est
en attente.

Graph marquant I'état de processus §(t) est présenté
sur la Fig. 1:

(00) | A 0*

( u

1 2> 2 A >
: .
u H

Fig. 1. Graph d'états, décrit le fonctionnement du systéme avec réajustement
de I'appareil au début du cycle de production et clients perdus
[The state graph describing functioning of the system with vacation at the beginning
of the production cycle and the loss of orders]
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soit P, =P{g(t)=(0,0)}, P, =P{§(1)=0"}, B, =P{g(t) =
=k}, k=0 - probabilités stationnaires des états du systéme.

Alors, sur la base de graph marqués d'états de processus on
peut facilement mettre en place un systéme d'équations pour
les probabilités stationnaires des états du systéme, qui a la forme'

')‘Poo + “P1 =0,
-VP,. + AP, =0, )
-AP, +VP. =0,

-(AN+P)P +AP_ +pP,,, =0, k=1

En résolvant le systéme (1), nous constatons que les
probabilités d'état sont égaux aux valeurs suivantes

Poo =P, Py =0PF,, P =p'P,, k20, (%)
ol pP=AH, O=MNv,

Probabilité Py se trouve de la condition de normali-
sation

Po tPy + zpk =1, 3)

k=0

Apres la substitution dans (3) expressions (2), nous
constatons que

- 1-p
ARG} “

Maintenant, nous pouvons définir les caractéristiques
agrandi du systéme logistique flexibles qui sont utilisés dans
l'analyse quantitative de l'efficacité du fonctionnement du
systeme.

1) La probabilité pour que I'appareil soit dans un état
de réadaptation, est égale a

- %(-p)
TR )] ©

2) La probabilité pour que l'appareil soit "libre-non
prét" Poo est égal a (4), a la probabilité pour que I'appareil soit
occupé de service des clients est

= PR _ p
Poep =Y P =0=_—F
occup kzz; k 1-p 1+(1+6)(1-p)' (6)

Remargue. Les formules (2), (4) — (6) sont applic-
ables lorsque le temps de réadaptation (commutation) 1 >0.
\Y

Ces formules ne sont pas applicables lorsque v 1o, i.e.
lorsque le temps de commutation est trés petit ou absente.
Dans ce cas, il faut utiliser les formules classiques d"Erlang [9].

Remargue 1. Si I'on suppose qu'il y a une limite de file
d'attente, i.e. supposons que la longueur de file d'attente ne

0* —> 0 2> 1

A Y
U
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dépasse pas n, dans ce cas, les formules (2) prendront les
formes de

P, =P, P. =8P, P =p'P, k=0,1,2,...n. @)

[

Substituant (7) dans la condition de normalisation (3),
nous trouvons la valeur de Py:

1-p
P, =
0 1_pn+1+(1+6)(1_p) (8)
Donc, la probabilit¢ que I"appareil produit la
réadaptation, est
1-p
P.=
0 1_pn+1+(1+6)(1_p). (g)

La probabilité que I'appareil est "libre-pas prét" est
aussi égal a (8), et la probabilité que I'appareil est occupés de
service des clients est

n p(1-p")
P = P =
occup ; k 1_pn+1 +(1+6)(1_p) .

(10)

Remarqgue 2. Pour construction un systéme de gestion
optimale avec réadaptation (ce qui concerne du choix des
variables A, v dans le cas de construction de fonction de
dépenses) on peut utiliser ces formules (4), (5), (6) ou (8), (9), (10).

Schema 2. Etudions maintenant le cas ou I'appareil
de traitement posséde une caractéristique consistant dans le
fait que, aprés de service des clients qui se trouvent dans le
systéme, il va immédiatement en réajustement de I'appareil
[7; 10]. Les clients entrant dans le systéme lors du
réajustement de l'appareil, sont perdues. Toutes les autres
hypothéses qui ont eu lieu dans le schéma 1 sont également
valables ici. Aprés la fin du réajustement de I'appareil,
I'appareil passe a I'état qui sera appelé "libre — prét", restant
dans lequel il est en mesure de services des clients
entrantes. Toutes les autres hypothéses qui ont eu lieu dans
le schéma 1 sont également valables ici.

Pour résoudre le probleme décrit ci-dessus,

envisageons un processus de Markov aléatoire &(t), I'espace

de phase duquelle a la forme de E, ={0*.0,1,2,.--}, ou I'état

du processus est caractérisé par:

(0, 0) — signifie que I'appareil est "libre-non prét";

0* — signifie que I'appareil est en réajustement;

0 — signifie que l'appareil est libre et prét au service
("libre-prét");

k(k > 1) — cela signifie que dans le systéeme il y a k
clients et de plus un client est en train d'étre servi, et (k - 1)
clients sont en attente.

Pour simplifier la fabrication des équations de Kolmo-
gorov décrivant la dépendance des probabilités d'un processus
aléatoire &(t) d'état définies sur I'espace de phase du E donnons

le Graph marquant I'états de processus &(t) (Fig. 2).

4/, A
M M

Fig. 2. Graph d'états, décrit le fonctionnement du systéme avec réajustement
de I'appareil a la fin du cycle de production et clients perdus
[The state graph describing functioning of the system with the vacation at the end
of the period of employment and the loss of orders]
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Finalement nous avons

-vP. +uP, =0,
-APy + VP =0, 11)
_()\ +“)Pk +AP, +uP,,=0,k21.

En résolvant le systéme (11), nous trouvons que les
formules sont presque égaux aux formules d'Erlang [9]:

P, =8P, R.=p'P, k21. (12)

Probabilité Py se trouve dans la condition de norma-
lisation

P +P, +P+..=1,

Aprés substitution des expressions (12), nous
constatons que dans la condition de normalisation, on aura
que

__1-p
o) &

a condition que p < 1.

Maintenant, en remplacant (13) dans (12), nous
trouvons que

_p(1-p)
= Tea0i0) k>1. (14)

Remargue. En supposant que le temps de

changement tend vers zéro, ce qui est équivalent a o
alors a partir de la formule (13), on constate que

P. =0,
{Pk=p"(1-p), k=0. (15)

Donc, nous voyons que la formule (15) coincide avec
des formules Erlang [9] pour le systéme de file d'attente a
canal unique.

Pour descrir et analyser le systéme de production
flexible il est nécessaire de calculer ses caractéristiques de
base:

1) la probabilité de refus de service des clients dans
un systeme flexible est déterminée par la probabilité pour qu'il
soit en état de changement. Ainsi, la probabilité de refus P est

pl=p . =5p,=_20P) .
0 1+5(1-p)

2) la capacité d acces relative du systéme est 1-P

3) la capacité d’accés absolue du systeme A est
égale au nombre moyen de clients traitées par unité de temps
et est

A
AT =N =A(1-0P0) = sy

4) la caractéristique du systéme assez importante est
la longueur moyenne de file d'attente d" . Dans notre cas,
elle est calculée selon la formule

g =0“(Pu'+PD+H)+P2+2P3"'=EKH<H= pZPZ_ p’ | ;
= (1-p)* (1#3(1-p))(1-p)

5) le temps d'attente moyen dans la file d'attente lTa,,
coincide avec le temps d'attente moyen dans le systeme
M/M/1 et est égal a

2

PRy - p .
A1-p)* M1-p)[1+8(1-p) ]’

6) la caractéristique importante a considérer lors de la
détermination de la qualité du travail d'un systéme de
production flexible, est le taux d'emploi, qui dans ce cas est
tout simplement la probabilité du systéeme de I'emploi Kiaux et
est calculé comme

(1) _

q._
tatt X_

P p
K_ =P,+P,+..=YP =Y pP, =P - .
an PPt R R B (1)
Donc, en conclusion remarquons que, pour

caractériser le travail du systéme de I'entreprise flexible on a
encore besoin de connaitre les trois caractéristiques
principales qui influence le travaille efficace de I'entreprise:

— la probabilité de réajustement de I'appareil, qui
détermine le temps moyen pendant lequel le systéme flexible
produit un réajustement de l'appareil, a savoir si le temps
t — c'est le temps de fonctionnement du systeme, alors a I'état
du réajustement de l'appareil elle se trouve au moyenne
txPo. temps, a savoir

txp. = t5(1-p)
“ 1+5(1-p)’

— la probabilité d'indisponibilité du systeme Py, ce qui
signifie que pendant la période du temps t x Py c'est- a-dire
pendant un certain temps

ixp = t(1-P)
° 1+5(1-p)

le systeme flexible est libre;

— la probabilit¢ que le systéme est occupé P qui
détermine le temps moyen pendant lequel le systéme flexible
marche se calcule d'aprés la formule suivante :

- tp
txPOCC—1+6(1+p).

Si nous supposons que le nombre de commandes ou
soi-disant le portefeuille dynamique de commandes dans un
systéme flexible est limité par le nombre m qui sont dans le
systeme, alors nous pouvont facilement trouver les probabilités
des états de I'entreprise flexible (EF) décrits par la file d'attente
limitée. Dans ce cas, nous constatons aisément que

P. =8P, P, =p'P,, k=1,2,...,m. (16)

Probabilité Py se trouve de la condition de normalisation
qui a l"aire:

P.+P,+P,+..+P, =1.
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et qui nous donne que

1-p
P.=
0 1+6(1_p)_pm+1 . (17)
A la condition de I'expression obtenue (17) la probabilité
PO* est égal a

P = 1+66(1 o) - (18)

(1-p)-p

Il convient de noter que dans les relations (17) et (18)
p est une valeur de la charge du cannal et elle peut prendre
une valeur arbitraire, c’est- a-dire p > 0.

Calculons les caractéristiques principales des EF avec
un portefeuille dynamique limitée des commandes.

1) La probabilité de refus de service est égale a la
somme des probabilités P.. et P

2. (1-P)(8+P")
ref 1+6(1_p)_pm+1’

2) La capacité d'acces relative de ce systeme est égal a

(2) -4 62 = 1-p" .
N2 =1-p2, T+5(1-p) o™

3) la capacité d'acces absolue du systeme A est
égale au nombre moyen de clients traitées par unité de temps
et est

A(1-p™
A(2) =)\(1-Pref)= 1+6((1-p) _)pm+1 ;

4) la longueur moyenne de file d'attente az) se calcule
d'aprés la formule

m-1 2(1+p™ (mp-m-
o _p*(1+p™ (mp-m-p))
q = I(F>+_ m )\
Z “(1-p)(1+8(1-p)-p™")
e

5) le temps moyen d'attente dans la file d'attente

28" e mo-mop)]
N A(1-p)(1+3(1-p)-p™")

0*0
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6) la probabilit¢ que le systtme est occupé P2,
détermine par

P2, =P, +P,+..+P,=> 0P, e o o™
occ 1 2 n “ 0 1-p 0 1+5(1-p)-pm+1

Schema 3. Ainsi, dans les schémas précédents ont
été considérés le systeme de la EFSL avec un réajustement
de I'appareil au début d'un cycle de production et a la fin [7; 8; 10].
Etudions le cas ou on peut optimiser le début du réajustement
de I'appareil en lui donnant un peu de retard, étant donné les
caractéristiques du flux d'entrée [11].

Comme précédemment, EFSL peut étre représenté
par une file d'attente a canal unique a I'entrée de laquelle
arrive le flux de loi de Poisson de I'intensité A > 0. Le service
des clients se produisent dans l'ordre de réception, et la
durée de service a loi de la distribution exponentielle de
parametre y > 0. L'appareil de service a le trait qui consistant
du fait que, aprés le service des clients qui sont dans le
systeme, il va dans I'état de repos, que nous appelons I état
"libre-non prét".

Le réajustement de I'appareil peut étre commencé par
la regle suivente: soit dans le temps aléatoire n, ayant la loi
exponentielle de parametre 8> 0, a condition que pendant ce
temps le client n'entre pas dans le systeme soit quand le
client est le premier a entrer dans le systeme. La durée du
réajustement de I'appareil a le loi exponentielle de parameétre
v > 0. Les clients entrés dans le systéme pendant le réajustement
de l'appareil sont perdus. Aprées avoir fini le réajustement de
I'appareil d appareil de service va dans un état de repos, que
nous appelons I' état "libre-prét" et maintenant il est prét a servir
les demandes. Finalement on peut dire que le promenad
commence dans le temps est égal & min{n, z,}, ou z; — le temps
entre des clients successifes. EFSL decrivé peut etre peut
avoir les états suivants:

0 — signifie que l'appareil est "libre-non prét";

(0*, 0) — l'appareil effectue un réajustement de I'appareil
lorsque le systéme n'a pas regu de client;

(0*, 1) — l'appareil effectue réajustement de I'appareil
apres le client entrés;

(1, 0) — I'appareil est "libre-prét";

(1, k) — cela signifie que dans le systéeme il y a k
clients et de plus un client est en service, et (k - 1) clients est
en attente.

Soit §(t) — un processus aléatoire, caracterisés des
états du systéme définies sur l'espace de phase du E= {0, (0, 0'),
(0°,1).(1,k): k20}. soit P,=P{g(t)=0}, Py,=P{g(t)=07},
Py =P{&(t)=(0"1)}, P, =P{E(t)=(1,k)}, k=0 — probabilités
stationnaires des états du systéme. Le Graph marque d'états
de processus &(t) a 'aire (Fig. 3).
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Fig. 3. Graph marquant d'états de processus avec réajustement de I'appareil combiné
[The state graph describing the functioning of the system combined with vacation]
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Pour déterminer les probabilités d'états stationnaires
du systéme on aura le systéme d'équations suivante:

-(A+8)P, +pP, =0,

-vP. +6F,=0,

VP +AP, =0,

-APy, +V (P, +P,.)=0,

-(A+P)P + AP +uP,, =0,
-(A+P)Py + AP, +UP,,, =0, k22

19)

Pour résoudre le systéme d'équations (19) introduisons

la fonction engendré a(z)=> P, z". Alors, en multipliant deux
k1
derniers équations par z a la puissance respective trouvons que

(pz*-z(1+p) +1)a(z) = 2P, -pz°P (20)

De méme la solution des trois premiéres équations
donne les resultats suivants:

_B

PO'O _;POI (21)
_P

P —;PO, (22
+

P = p+p P, (23)
o

Pi=(p+B)R, (24)

N @ v B
ou ¢=—,B=
M

T | D

Compte tenu les expressions (23) et (24), la fonction
génératrice (20) prend la forme:

_ (p + B)ZP _ 2
a(z)="5 = (e +B)z[1+pz+(pz) +..|Ps, (25)
Ainsi a partir la formule (25) nous obtenons le résultat
suivant

Pic =(p+B)xpk‘1P0, k=1 (26)

Remargue. Le résultat (25) peut étre obtenu en
faisant remarquer que, puisque de I'état (1.1) le graph du
systéme peut représenter le processus de naissance et de
mort, voila pourquoi nous pouvons utiliser les formules
suivantes pour trouver les probabilités stationnaires, a savoir:

P =pP11’ P PP, =Py Py =pk_1P11.

La probabilité Py est obtebue de la condition de normal-
isation Py +P. +P. +P,,+a(1)=1. Mais, comme

PO
a(1)= (,;:;2 (27)

alors en substituant le (27) dans la condition de normalisation,
on obtient que

P
* p(p+B)+p(1-p)(p+B+9)- (28)

Remargue. Une condition nécessaire a I'existence
d'une distribution de probabilité stationnaire est I'exécution
des conditions p< 1, v >0.

Notons a la suite l'interprétation organisationnelle et
économique des résultats obtenus, a savoir:

a) probabilité Py peut étre interprétée comme la partie
du temps pendant laquelle EFSL est a I'état OFF, i.e. sans
dépenses des colts matériels;

b) probabilits P;=P._ +P. =P*Pp st 1a partie du
¢

temps pendant laquelle EFSL se trouve a I'état de réajustement
de l'appareil. A ce temps, le systeme dépense quelques
ressources pour sa mise en ceuvre. Soit C; — les colts de
EFSL par unité de temps pour mener le réajustement de
I'appareil.

c) probabilité P1o peut étre interprété comme la partie
du temps pendant lequel EFSL ne marche pas mais dépense
quelques ressources pour se tenir en ceuvre. Soit C; — les
colts de EFSL par unité de temps pour le tenir en ceuvre;

d) valeur a(l) caractérise probabilité pour que le
cannal est occupé par le service. Soit C; — les colts de EFSL
par unité de temps pour le tenir en ceuvre;

e) valeur P0'0+P0’1=pT-'-BPO=Pref défini la probabilité
du refus des clients;

f) valeur A(1-P,,, ) définit la capacité d*accés absolue
du systéme ou le nombre moyen de clients traitées par unité
de temps. Soit C4 — le bénéfice de EFSL obtenu par unité de
clients servis.

Alors, la stratégie de l'organisation de EFSL devrait
viser a maximiser les revenus générés obtenus par de service
du clients par unité de temps:

L(p.8.8.C..C,.C;,C,)=AC,(1-P,

ref

)-CPy -C,Py, -Cja(1) > max. (29)
Pour maximiser (29) il faut minimiser le fonctionnel
L,(p.5,8.C,,C,,C;,C,)=AC,P,; +CP, +C,P,, +Cja(1)=min.(30)

Transformons I'expression (30). Il est facile de montrer
que la probabilité Py peut étre transformée en forme suivante

pe(1-p)

° a+bp ' (31)
ot a=pp+p(1-p)(p+¢), b=p(1-p)+g¢.

Aprés la substitution des expressions (3), (4), (9), (13)
dans (12), cellui-la prend I"aire

C,+AC,,C,, Gy

[ Jxpotr-p)(o+p)
L1(p,6,B,C1,C2,C3,C4)= 2 P

1-p
a+bp .32
ou
A+8 A b'ap-A
L 16! 1C)C ,C ,C =A = |1-—
1(p B,C..C,,C, 4) au+be b[ 9+b’1ap]‘
ou (33)

A:[AC1+)\C4 +&+&
® p 1-p

jpfp(1 -p).

Etudions I'expression (33). Nous avons deux cas:

1) si b'ap-A>0, alors I'expression (33), comme la
fonction de © prend la valeur minimale si 6=0. Cela signifie
gue le temps n est égal a l'infini (o). Ceci a son tour signifie
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que le réajustement de I'appareil commence au début du cycle
de production.

2) si b'au-A<0, alors I'expression (33), comme la
fonction de © prend la valeur maximale si 8 =«. Cela signifie
que le temps n est égal a zéro. Ceci a son tour signifie que le
réajustement de I'appareil commence a la fin du cycle de production;

De méme, transformons d'une certaine maniére I'expres-
sion (32), nous pouvons déterminer la valeur optimale de la
charge p a laquelle le revenu sera maximal.

Schema 4. En conclusion, examinons le modéle de
réajustement de l'appareil, dans lequel celui-ci commence dans
un certain temps aléatoire aprés la fin du cycle de production [12].
Les clients entrés dans le systeme avant et pendant le réajuste-
ment de I'appareil sont perdus.

Notons que le délai de réajustement de I'appareil peut
étre causée par de nombreux facteurs par exemple tels que
la nouvelle entité doit étre fournie a I'entreprise a la fois pour
faire les réajustement de l'appareils et pour poursuivre le pro-
cessus. Dans ce scénario, les économies se passent en raison
du fait que I'équipe effectuant des travaux de réparation peut
passer en sous-traitance.

Comme il a été noté précédemment, EFSL peut étre
représenté par file d'attente a canal unique a I'entrée de
laguelle arrive le flux de loi de Poisson de I'intensité A > 0. Le
service des clients se produisent dans I'ordre de réception, et
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la durée de service a la loi de distribution exponentielle de
parameétre py > 0. L'appareil de service a une particularité qui
consiste en ce qu'aprés le traitement des demandes des
clients qui sont dans le systeme, il passe I'état de repos que
nous allons appeler I'état " libre — non prét " via

le temps aléatoire n, ayant la loi exponentielle de parameétre
0> 0, l'appareil commence son réajustement. La durée du réajuste-
ment de l'appareil a aussi la loi exponentielle ayant le parametre
v > 0. Les demandes des clients entrées dans le systéme pendent
le temps n et le réajustement de I'appareil sont perdues.

Apres avoir fini la réajustement de I'appareil d appareil
de service va dans un état, que nous appelons I'état "libre-
prét" et maintenant il est prét a servir les demandes.

Le processus aléatoire de Markov §(t) décrit le systeme
a l'état:

- 0 — signifie que I'appareil est "libre-non prét";

- O* — signifie que 'appareil est en réajustement de I'appareil;

- (1, 0) — signifie que I'appareil est libre et prét au ser-
vice ("libre-prét");

- (1, k) — cela signifie que dans le systéeme il y a k
clients et de plus un client est en service, et (k - 1) clients est
en attente (k > 1).

Le Graph marqués d'états de processus &(t) a I'aire
(Fig. 4).
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Fig. 4 Graph marqués d'états de processus avec réajustement de I'appareil retardé
[The graph of the system states with delayed changeover of the device and loss of orders]

Notons les probabilités stationnaires de processus
aléatoire &(t) par

P, =P{g(t)=0},P, =P{g(t)=0"},P, =P{g(t)=(1,k)}, k=0,1,2...
Alors, pour déterminer les probabilités stationnaires d'états

du systéme on aura le systéme des équations algebriques
suivantes:

-8R, +uP,, =0,

-vP. +6F, =0,

-AP,, +VP. =0, (34)
~(A+p)Py; + APy +pP;, =0,

-(A+p)Py + AP, +UP,,, =0, k22.

Pour résoudre le systéme (34) introduisons la fonction

engendrée a(z)=) P,z". Alors, en multipliant deux derniers
k21

équations par z a la puissance respective et sommées nous

trouvons que

(pz° -z(1+p) +1)a(z)=zP,,-pz°P,,, (35)
oup :%.

Des trois premiéres équations du systeme (34) on
aura que:

_B
P10_7P01 36
0 (36)

P, =BP,. 37)
Py =gPo- (38)

Compte tenu des expressions (36) et (37) nous constatons
gue la relation (35) prend la forme:

_BzR, _ 2
a(z)——1_pz—[1+pz+(pz) +...}BzP , (39)
oup<l.
De (39), nous trouvons que
P, =Bp"'R, k21, (40)

La probabilité P, est obtenue de la condition de nor-
malisation, qui a la forme:

P, +P; +P, +a(1)=1. (41)

En vertu du fait que

P
a(1)= f . (42)

la condition de normalisation (41) a la forme

P0+EPO+EPO+@=1
o p  1p
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d'ou il résulte que

___ po(1-p)
* Bo+p(1-p)(B+e)

(43)

Ainsi, nous avons trouvé les probabilités d'états du
systeme décrit ci-dessus.

En se basant sur des caractéristiques trouvées on
peut construire les indicateurs qui permettent de calculer des
parametres optimaux des systemes flexibles, considérés comme
files d'attente.
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