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Звуковые поля пьезокерамических излучателей с различным 
пьезоэффектом

 
Рассмотрены основные конструктивные 

схемы построения цилиндрических преобразо-
вателей с продольным и поперечным пьезо-
эффектом и их особенности, а именно, сило-
вая и компенсированная конструкции. Мето-
дом «сквозной» задачи определены звуковые 
поля круговых цилиндрических пьезокерамиче-
ских излучателей с продольным и поперечным 
пьезоэффектами.  

На основе приближений Кирхгофа-Лява и 
уравнений вынужденных колебаний оболочки 
получены аналитические соотношения для 
описания и вычисления механических, акусти-
ческих и электрических характеристик таких 
излучателей при технической реализации их в 
виде силовых и компенсированных конструк-
ций с продольным и поперечным пьезоэффек-
том, а также связей между этими характери-
стиками. Библ. 4, рис. 2. 
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Введение 

Развивающийся рынок подводных техноло-
гий требует наличия различных типов гидроаку-
стических преобразователей. В свою очередь 
создание новых образцов преобразователей 
сопряжено с необходимостью развития расчет-
ного обеспечения соответствующих проектных 
работ. В настоящее время большое внимания 
уделяется решению так называемых «сквоз-
ных» задач гидроакустики, когда по заданию 
электрического напряжения на входе преобра-
зователя определяется величина звукового дав-
ления в любой точке рабочего пространства. В 
практической гидроакустике широкое примене-
ние нашли круговые цилиндрические пьезоке-
рамические преобразователи. Они разрабаты-
ваются с использованием как продольного, так 
и поперечного пьезоэффекта. В конструктивном 
отношении могут быть выполнены либо в виде 

силовой конструкции, когда внутренний объем 
преобразователя заполнен газом, либо в виде 
компенсированной, когда внутри преобразова-
теля находится жидкость, в частности, водоза-
полненные конструкции [3]. Однако в опублико-
ванной литературе в настоящее время отсутст-
вуют материалы сравнительных оценок акусти-
ческих свойств излучателей одного и того же 
типа конструкции, но выполненных с использо-
ванием продольного и поперечного пьезоэф-
фекта. Особую значимость такие оценки приоб-
ретают при определении звуковых полей излу-
чателей рассматриваемого типа в «сквозной» 
постановке. Целью статьи является получение 
аналитических соотношений, которые описыва-
ют звуковые поля вышеизложеных излучателей. 

Постановка задачи 

Рассмотрим компенсированный круговой 
пьезокерамический цилиндрический преобразо-
ватель со средним радиусом 0r  и толщиной h , 
выполненный в виде набора колец (рис. 1,а) с 
использованием продольного (рис. 1,б) и попе-
речного (рис. 1,в) пьезоэффекта. К электриче-
ским выводам преобразователя подводится 

гармонический сигнал i t
0e− ωψ = ψ , где ω  - те-

кущая частота. Будем полагать, что преобразо-
ватель имеет бесконечную длину. Снаружи он 
окружен жидкостью с плотностью 1ρ  и скоро-
стью звука 1c . Внутри преобразователь запол-
нен жидкостью с плотностью 2ρ  и скоростью 
звука 2c . В частном случае замены жидкости 
внутри преобразователя газом конструкция 
компенсированного преобразователя вырожда-
ется в силовую (рис. 1). 

Для обеспечения работы преобразователя 
на продольном пьезоэффекте (рис. 1,б) его кон-
струкция создается в виде секционированного 
кольца, путем склеивания между собой n  пье-
зокерамических призм, на боковые поверхности 
которых нанесены токопроводящие электроды. 
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Электрически между собой все призмы соеди-
нены параллельно. 

Для обеспечения работы преобразователя 
на поперечном пьезоэффекте (рис. 1,в) его кон-
струкция выполнена в виде цельного пьезоке-
рамического кольца, на цилиндрические по-

верхности которого нанесены токопроводящие 
электроды. 

Возбуждение преобразователя электриче-
ским напряжением ψ  приводит к возникнове-
нию механических гармонических колебаний его 
пьезокерамических колец и в среду излучаются 
звуковые волны [3]. 

 
а)     б)    в) 

Рис. 1. Схемы построения цилиндрических пьезокерамических излучателей с продольным (б) и попе-
речным (в) пьезоэффектом 

Поскольку подводимая к кольцам преобра-
зователя разность электрических потенциалов 
ψ  одна и та же, то, очевидно, что при указан-
ных способах возбуждения все части преобра-
зователя будут перемещаться в фазе и с оди-
наковой амплитудой по любому радиусу (пуль-
сирующие колебания). Так как преобразователь 
набран из колец, толщина и высота которых 
малы, по сравнению с радиусом, то толщинная 
и осевая деформации отсутствуют (пренебре-
жительно малы), и преобразователь является 
колебательной системой с одной степенью сво-
боды. 

Вывод аналитических соотношений 

В математическом плане рассматривается 
задача определения звукового поля, создавае-
мого цилиндрическим пьезокерамическим пре-
образователем при подведении к его электри-
ческим выводам гармонического электрического 
сигнала, сводится к построению и анализу со-
вместного решения уравнения Гельмгольца 

2 2
i i iФ k Ф 0∇ + =   (1) 

в многосвязных областях относительно потен-
циалов скоростей iФ этих областей с соответст-

вующими им волновыми числами i ik c= ω , где 

ic  - скорость распространения звука в средах 
этих областей, и уравнений, описывающих ко-
лебания соответствующих электроупругих обо-
лочек. 

Введем в рассмотрение декартову и связан-
ную с ней круговую цилиндрическую системы 
координат, направив их оси Z  вдоль продоль-
ной оси цилиндра (рис. 2). Выделим две облас-
ти существования звукового поля – внутреннюю 
(область II) и внешнюю ( область I), определив 
их границы, соответственно, выражениями: 

2 00 r r r h 2≤ ≤ = − ; 1 0r r r h 2≥ = + ; 0 2≤ ϕ ≤ π . 

 
Рис. 2. Нормальное сечение преобразователя и 
введенные системы координат 
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Пьезоэлектрические преобразователи пред-
ставляют собой механические колебательные 
системы, электроупругие колебания которых 
при продольном и поперечном пьезоэффектах 
описываются разными дифференциальными 
уравнениями. Однако при их выводе принима-
ется одинаковое допущение, состоящее в том, 
что при 0h r 1 для описания движения тонких 
оболочек используются приближения Кирхгофа-
Лява. Обозначим перемещения срединной по-
верхности оболочки в тангенциальном направ-
лении через u , а в радиальном - через w . 

Тогда для пьезокерамической оболочки с 
окружной поляризацией (продольный пьезоэф-
фект), совершающей одномерные (пульсирую-
щие) колебания, уравнение вынужденных гар-
монических колебаний имеет вид [4]: 

( )

3 4

3 4

2
33 0

E 2
33

du d u d ww
d d d

e ni d wФ
h 2 C dt

 
− − + β + +  ϕ ϕ ϕ 

ψωα
+ ∆ρ − = αγ

π

, (2) 

где 
2 22
33 0

2 E S E
0 33 33 33

e rh 1 , ,
12r C C

 
 β = + α =
 ε 

 

( ) ( )( )1 1 1 2 2 2Ф Ф r , Ф r ,∆ρ = ρ ϕ − ρ ϕ ; 

1Ф  и 2Ф  – акустические потенциалы для жид-
костей вне и внутри оболочки с плотностями 1ρ  
и 2ρ  ; γ – плотность пьезокерамики; 33e  – пье-

зоконстанта; E
33C  - модуль упругости керамики; 

S
33ε  - диэлектрическая проницаемость. 
Для пьезокерамической оболочки с ради-

альной поляризацией (поперечный пьезоэф-
фект) с таким же видом колебаний уравнения 
вынужденных гармонических колебаний могут 
быть представлены в виде [2]: 

( )

3 4

3 4

2
31 0 0

E 2
11

du d u d ww
d d d

e ri d wФ
h hC dt

 
− − + β + +  ϕ ϕ ϕ 

ψωα
+ ∆ρ − = αγ

,  (3) 

где 
2 22
31 0

2 E S E
0 11 33 11

e rh 1 , ,
12r C C

 
 β = + α =
 ε 

 

( ) ( )( )1 1 1 2 2 2Ф Ф r , Ф r , .∆ρ = ρ ϕ − ρ ϕ  

31e  – пьезоконстанта; E
11C  - модуль упругости 

керамики. 
Дальнейшая процедура получения соотно-

шений, описывающих звуковые поля преобра-
зователей, будет одинаковой для преобразова-

телей с различным пьезоэффектом. Прежде 
всего отметим, что пульсация колебаний обо-
лочки позволяет представить её перемещения 
выражением 

( ) 0w wϕ = ,  (4) 

где ( ) 0w wϕ =  перемещения на нулевой моде 
колебаний. 

Учитывая условия отсутствия источников 
звука на бесконечности и внутри преобразова-
теля, а также радиальную симметрию созда-
ваемого звукового поля (поле не зависит от уг-
лаϕ ), выражения для акустических потенциа-
лов во внешней и внутренней областях преоб-
разователя запишем в виде: 

( ) ( )(1)
1 0 10Ф r, A H k rϕ =  (5) 

( ) ( )(1)
2 0 20Ф r, B J k rϕ =  (6) 

в выражениях (5) и (6) 0A  и 0B – неизвестные 

коэффициенты; (1)
0H  и (1)

0J  – функции Ханкеля и 

Бесселя, соответственно. 
Для отыскания неизвестных коэффициентов 

воспользуемся граничными условиями, которые 
состоят в том, что на поверхности пьезокерами-
ческого преобразователя должны выполняться 
условия равенства нормальных составляющих 
скоростей жидкости и оболочки: 

1 2
1 2

dФ dФ
i w ; r r ; i w ; r r .

dr dr
− ω = − = − ω = − =   (7) 

Подстановка выражений (4), (5) и (6) в соот-
ношения (1) и (7) позволяет получить следую-
щие выражения для отыскания неизвестных ко-
эффициентов: 

( ) ( )
0 0(1) (1)

1 1 1 2 2 21 1

i w i wA ; B .
k H k r k J k r

ω ω
= =

 
Тогда выражения, описывающие потенциа-

лы скоростей примут вид: 

( )
( )

( )
( )

(1) (1)
11 2 20 0

1 2(1) (1)
1 1 1 2 2 21 1

i wH k r i wJ k r
Ф ; Ф .

k H k r k J k r

ω ω
= =  (8) 

Учтем вид поляризации, используемой в 
преобразователе. 

Для преобразователя с окружной поляриза-
цией подставим выражение (8) в соотношение 
(2) для колебаний оболочки. Получим: 

( )
( )

( )
( )

2 2
E 33 0 0
33

(1) (1)
1 1 1 2 2 2 2 20 0

0(1) (1)
1 1 1 2 2 21 1

e n r w
wC

2 h

H k r J k r
r w.

k H k r k J k r

ψ ω
− − − ×

π
 ρ ρ
 × − = − γω
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Тогда смещения оболочки в радиальном на-
правлении приобретают вид 

 
( )
( )

( )
( )

33 0

(1) (1)2 2 2 2
1 1 1 2 2 20 0 0 0

E (1) (1) E
33 331 1 1 2 2 21 1

d n
2w .

H k r J k rr r
1

C Ck H k r k J k r

ψ
π= −

 ρ ρω γω − − +
 
 

 (9) 

Давление, создаваемое снаружи и внутри 
преобразователя, будет определяться следую-
щими соотношениями: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1 1
(1)2

1 1 33 00
(1)

1 1 11
(1) (1)2 2 2 2

1 1 1 2 2 20 0 0 0
E (1) (1) E
33 331 1 1 2 2 21 1

p i Ф

H k r d n

2 k H k r
;

H k r J k rr r
1

hC Ck H k r k J k r

= − ωρ =

ρ ω ψ

π
= −

 ρ ρω γω − − +
 
 

 (10) 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2
(1)2

2 2 33 00
(1)

2 2 21
(1) (1)2 2 2 2

1 1 1 2 2 20 0 0 0
E (1) (1) E
33 331 1 1 2 2 21 1

p i Ф

J k r d n

2 k J k r
.

H k r J k rr r
1

hC Ck H k r k J k r

= − ωρ =

ρ ω ψ

π
= −

 ρ ρω γω − − +
 
 

 (11) 

Локальные импедансы излучения преобра-
зователя во внутреннюю и внешнюю среды оп-
ределяются отношением давления np  на по-
верхности оболочки к ее колебательной скоро-
сти nv : 

n n nZ p v .= −    
Тогда импедансы излучения преобразова-

теля во внешнюю и внутреннюю среды с учетом 
выражений (10) и (11) определяются выраже-
ниями: 

( )
( )

( )
( )

(1) (1)
1 1 1 2 2 20 0

1 2(1) (1)
1 1 1 2 2 21 1

H k r J k r
Z ; Z .

ik H k r ik J k r

ρ ω ρ ω
= − = −  (12) 

Импеданс пьезокерамической оболочки с 
окружной поляризацией обZ  и полный полнZ  
определяются из соотношения: 

1 2
об

p p
Z ;

i w
−

=
ω

 (13) 

полн об 1 2Z Z Z Z .= + +            (14) 

Определим электрический импеданс сек-
ционированного преобразователя, как отноше-
ние подводимого к нему электрического напря-
жения к току Ι   преобразователя  

эл n n эл
i эл i

i i

Z .
nS dD dt

S dD dt

Ψ Ψ Ψ Ψ
= = = =

Ι
Ι∑ ∑

 

где iΙ  и iD – электрический ток и электрическая 

индукция в і-й призме; элS - площадь электрода, 
приведенная к единице высоты [1]. 

Исходя из условия задачи для преобразова-
теля с продольным пьезоэффектом компоненты 
вектора электрической индукции записываются 
в следующем виде [1]:  

r z

s 0
33 33

0 0

D D 0;

n wD e .
2 r rϕ

= =

 ψ
= ε − + 

π   
Таком образом, электрический импеданс 

преобразователя определяется выражением 

эл
s 0

эл 33 33
0 0

U UZ .
I n wi nS e

2 r r

= =
  ψ

ω ε − +   π  

 (15) 

Для преобразователя с поперечным пьезо-
эффектом выражение для смещений оболочки 
в радиальном направлении получается путем 
подстановки соотношений (8) в выражение (3) и 
может быть представлено в виде: 

( )
( )

( )
( )

31 0 0

(1) (1)2 2 2 2
1 1 1 2 2 20 0 0 0

E (1) (1) E
11 111 1 1 2 2 21 1

d r
hw .

H k r J k rr r
1

hC Ck H k r k J k r

ψ

= −
 ρ ρω ω γ − − +
 
 

 (16) 

Давление, создаваемое снаружи и внутри 
преобразователя, будет определяться следую-
щими соотношениями: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1 1
(1)2

1 10 31 0 0
(1)

1 1 11
(1) (1)2 2 2 2

1 1 1 2 2 20 0 0 0
E (1) (1) E
11 111 1 1 2 2 21 1

p i Ф

H k r d r
hk H k r

;
H k r J k rr r

1
hC Ck H k r k J k r

= − ωρ =

ρ ω ψ
⋅

= −
 ρ ρω ω γ − − +
 
 

 (17) 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2
(1)2

2 20 31 0 0
(1)

2 2 21
(1) (1)2 2 2 2

1 1 1 2 2 20 0 0 0
E (1) (1) E
11 111 1 1 2 2 21 1

p i Ф

J k r d r
hk J k r

.
H k r J k rr r

1
hC Ck H k r k J k r

= − ωρ =

ρ ω ψ
⋅

= −
 ρ ρω ω γ − − +
 
 

 (18) 

Импедансы излучения преобразователя во 
внешнюю и внутреннею среды, импеданс пьезо-
керамической оболочки с поперечной поляри-
зацией и полный импеданс преобразователя 
определяются соотношениями (12)-(14) с уче-
том выражения (16)-(18). 

Для преобразователя с поперечным пьезо-
эффектом компоненты вектора электрической 
индукции записываются в следующем виде [1]:  
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z

s
r 33 0 31

0

D D 0;

wD e .
r

ϕ = =

= ε ψ +
 

Таком образом, электрический импеданс 
преобразователя с поперечным пьезоэффектом 
определяется выражением 

эл
s

эл 33 0 31
0

U UZ .
I wi S e

r

= =
 

ω ε ψ + 
 

 (19) 

Заметим, что в зависимости от значений 
удельного волнового сопротивления среды 

2 2cρ  внутри излучателя приведенные формулы 
позволяют рассчитать электроакустические ха-
рактеристики излучателей силовой ( 2 2c 0ρ → ) 
и компенсированной ( 2 2c 0ρ > ), в том числе и 
водозаполненной ( 2 2 1 1c cρ = ρ ) конструкции. 

Выводы 

В результате решения «сквозной» задачи 
были найдены аналитические соотношения, 
описывающие механические, акустические и 
электрические поля пьезокерамических цилин-
дрических оболочек с различным типом пьезо-
эффекта и при различном конструктивном ис-
полнении. 

Определены выражения для расчета сме-
щений поверхности оболочки в радиальном на-
правлении, звукового давления создаваемого 

оболочкой в пространстве, локальных импедан-
сов излучения и общего импеданса оболочки, а 
также электрического импеданса.   

Приведенные результаты позволяют более 
обоснованно подойти при проектировании ци-
линдрических пьезокерамических излучателей к 
выбору используемого состава пьезокерамики, 
типа пьезоэффекта и варианта конструктивного 
исполнения. 
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Звукові поля п’єзокерамічних випромінювачів з різним 
п’єзоефектом 

Розглянуто основні конструктивні схеми побудови циліндричних перетворювачів з поздовж-
нім і поперечним п'єзоефектом та їх особливості, а саме, силова і компенсована конструкції. 
Методом «наскрізної» задачі визначені звукові поля кругових циліндричних п'єзокерамічних випро-
мінювачів з поздовжнім і поперечним п'єзоефектів.  

На основі наближень Кірхгофа - Лява і рівнянь вимушених коливань оболонки отримано аналі-
тичні співвідношення для опису та обчислення механічних, акустичних та електричних характе-
ристик таких випромінювачів за технічної реалізації їх у вигляді силових і компенсованих конс-
трукцій з поздовжнім і поперечним п'єзоефектом, а також зв'язків між цими характеристиками. 
Бібл. 4, рис. 2. 

Ключові слова: звукові поля, циліндричний п’єзокерамічний перетворювач, подовжній і попе-
речний п’єзоефект, силова і компенсована конструкція. 
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Sound fields of piezoceramic emitters with different piezoelectric 
effect 

The basic design schemes of construction of cylindrical transducers with longitudinal and transverse 
piezoelectric effect, and their features, namely, power and compensated design. The sound field of 
circular cylindrical piezoceramic emitters with longitudinal and transverse piezoelectric effect was defined 
by Using the "pass-through" task method.  

Based on the approximation of Kirchhoff-Love equations and forced vibrations of a shell, analytical 
relations for the description and calculation of mechanical, acoustical and electrical characteristics of the 
emitters in the technical implementation of them in the form of power and compensated designs with 
longitudinal and transverse piezoelectric effect, and the links between these characteristics was defined. 
Reference 4, figures 2. 

Keywords: sound fields, cylindrical piezoelectric transducer, the longitudinal and transverse 
piezoelectric effect, power and compensated design. 
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