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Методика расчета передаточных характеристики пьезокерамиче-
ского преобразователя в режиме излучения ультразвуковых 

волн. Часть 2. Расчет коэффициента механоакустического преоб-
разования в режиме возбуждения нормальных волн Лэмба 

На основе общего решения задачи о возбу-
ждении нормальных волн Лэмба системой объ-
емных и поверхностных нагрузок построена 
математическая модель электроакустиче-
ского преобразователя с дисковым пьезоэлек-
трическим элементом, механический контакт 
которого с изотропной пластиной осуществ-
ляется через слой согласующей жидкости. 
Показано, что при одностороннем доступе к 
пластине одинаково эффективно возбужда-
ются как симметричные, так и асимметрич-
ные волны Лэмба. Установлено, что радиаль-
ный размер области механического контакта 
оказывает существенное влияние на эффек-
тивность возбуждения ультразвуковых коле-
баний заданной длины волны. Введено и дано 
толкование физического смысла понятия 
«волновая характеристика преобразовате-
ля». Выполнено исследование кинематических 
характеристик симметричных и асимметрич-
ных волн Лэмба. Показано, что преобразова-
тель с диском небольшого, по сравнению с 
толщиной пластины, диаметра, эффективно 
возбуждает первую симметричную и первую 
асимметричную волны Лэмба, которые в сово-
купности своей образуют поверхностную вол-
ну типа волны Рэлея. Высшие нормальные 
волны Лэмба имеют на порядок меньшие уров-
ни, что, формирует на электрическом выходе 
приемника ультразвуковых волн помехоподоб-
ный сигнал. Библ.4, рис. 7. 

Ключевые слова: волны Лэмба; аксиаль-
ные поверхностные нагрузки; амплитудные 
множители волн Лэмба; векторный коэффи-
циент механоакустического преобразования  

Введение 

В работе [1] дано определение передаточ-
ной характеристики дискового пьезоэлектриче-
ского преобразователя в режиме излучения 
ультразвуковых волн. Там же был выполнен 
расчет коэффициента электромеханического 
преобразования, т. е. была построена и иссле-
дована аналитическая конструкция, которая 

связывает амплитуду ΓU  гармонически изме-

няющейся во времени по закону tie ω  ( 1−=i ; 
ω  - круговая частота; t  - время) разности элек-
трических потенциалов на выходе генератора 
электрических сигналов с амплитудным значе-
нием избыточного давления ( )δ−ρ∆ ,P  в плос-
кости механического контакта слоя согласую-
щей жидкости с акустической нагрузкой. Симво-
лом ρ  в списке аргументов функции избыточно-
го давления обозначена радиальная координа-
та произвольной точки площадки механического 
контакта ( 0R≤ρ ; 0R  - радиус пьезокерамиче-
ского диска - активного элемента в конструкции 
электроакустического преобразователя), δ  – 
толщина слоя согласующей жидкости. В работе 
[1] показана реальная роль слоя согласующей 
жидкости в процессе формирования частотно 
зависимых характеристик пьезоэлектрического 
преобразователя в режиме излучения ультра-
звуковых волн. 

Естественно, что выходным сигналом излу-
чающего преобразователя являются возбуж-
даемые им упругие возмущения в объеме аку-
стической нагрузки. Обозначим смещения ма-
териальных частиц в металлическом листе 
символом ( )tzu ,,ρ , где ρ , z  - координаты ци-
линдрической системы координат. Полагая ме-
ханоакустическое преобразование 

( ) ( )tzutP ,,,, ρ⇒δ−ρ∆  линейным, можно ут-
верждать, что при гармоническом воздействии 

( ) tieP ωδ−ρ∆ , , отклик преобразователя также 
является гармонической функцией времени, 

т. е. ( ) ( ) tiezutzu ωρ=ρ ,,, . В этом случае ам-
плитуды воздействия и отклика физической 
системы можно связать между собой следую-
щим образом 

( ) ( ) ( ), , , , ,МАu z P W zρ ρ δ ω ρ= ∆ − Π ,  (1) 

где ( )Πρω ,,, zW MA  - векторная функция, зави-
сящая от частоты ω , от координат ρ , z  точки 
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наблюдения за характеристиками ультразвуко-
вого поля (множество этих точек в совокупности 
своей образуют акустический выход электро-
акустического преобразователя) и набора Π  
физико-механических и геометрических пара-
метров преобразователя. 

В настоящей статье будет построена и ис-

следована функция ( )Πρω ,,, zW MA , которая в 
работе [1] определена термином «механоаку-
стический коэффициент передачи пьезоэлек-
трического преобразователя». 

Расчет компонентов механоакустического 
коэффициента передачи пьезоэлектрическо-
го преобразователя в режиме возбуждения 
волн Лэмба 

Компоненты вектора смещения ( ) tiezu ωρ,  
материальных частиц металлического листа, 
которые возбуждаются гармонически изменяю-
щейся во времени поверхностной нагрузкой 

( ) ti
zz eh ω∗ ρσ , , должны удовлетворять векторно-

му уравнению установившихся гармонических 
колебаний [2] 

( ) ( ) ( )
( ) ( )2

0

2

0

,

, , ,

G grad div u z G rot rot u z

u z z V

λ+ ρ − ρ +

+ρ ω ρ = ∀ ρ ∈
 (2) 

где λ , G , 0ρ  и V  - модули упругости, плот-
ность и объем металлического листа; ρ , z  - ко-
ординатные линии цилиндрической системы ко-
ординат ρ , ϕ , z , начало которой размещается 
в срединной плоскости металлического листа 
толщиной h2  (рис. 1). 

 
Рис. 1. Декартова и цилиндрическая системы ко-
ординат 

Единственность решения уравнения (2) 
обеспечивается условиями на поверхностях 

hz ±=  (граничными условиями), которые в 
данном случае записываются в следующем ви-
де 

( ) ( ) ( ), , , , 0zz zz zh h h∗
ρσ ρ = σ ρ σ ρ = ,   (3) 

( ) ( ), 0, , 0zz zh hρσ ρ − = σ ρ − = ,    (4) 

где ( )σ ρzz z,  и ( )ρσ ρz z,  - нормальные и каса-

тельные напряжения, которые возникают в изо-
тропной упругой пластине при её деформиро-
вании внешними силами. Запись условий (3) и 
(4), которые фактически являются третьим за-
коном Ньютона в дифференциальной форме, 
содержит (по умолчанию) предположение о том, 
что металлический лист не контактирует с дру-
гими материальными объектами, т. е. находится 
в вакууме. Символом ( )∗σ ρzz h,  в условии (3) 
обозначено амплитудное значение поверхност-
ной плотности внешних сил. В данной задаче 

( ) ( )∗σ ρ ≡ ∆ ρ − δzz h P, , . 
Дифференциальное уравнение (2) и сово-

купность условий (3) и (4) образуют неоднород-
ную граничную задачу динамической теории уп-
ругости. Подобного сорта задачи всегда реша-
ются в два этапа. На первом этапе решается 
так называема однородная граничная задача, 
т. е. граничная задача (2) – (4) при ( )∗σ ρ =zz h, 0 . 
Целью решения такой задачи является опреде-
ление возможных, разрешенных вторым и 
третьим законами Ньютона, перемещений ма-
териальных частиц изотропной пластины. Эти 
решения, которые в объеме пластины удовле-
творяют второму закону Ньютона, т. е. уравне-
нию (2), а на поверхностях пластины – третьему 
закону Ньютона, т. е. нулевым граничным усло-
виям (3) и (4), называются нормальными вол-
нами или модами. В данном случае – это нор-
мальные волны Лэмба. Именно Горэйс Лэмб, 
автор статьи, опубликованной в 1917 г. (см. биб-
лиографию в [3]), первым указал на существо-
вание таких движений в изотропной пластине.  

После определения аналитического описа-
ния нормальных волн, решается неоднородная 
граничная задача (2) – (4). В самом общем слу-
чае, уравнение (2) имеет не нулевую правую 
часть, и все напряжения на поверхностях 
= ±z h  не равны нулю. Решение этой задачи 

строится в виде разложений по нормальным 
волнам. Целью решения является определение 
амплитудных множителей нормальных волн. 

Однородная граничная задача (2) – (4) ре-
шается, как правило, с использованием скаляр-
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ного и векторного потенциалов [3] поля смеще-
ний материальных частиц. Конечный результат 
решения этой задачи можно записать в сле-
дующем виде 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

, , , ,

, , , ,

SL
n n n

n

AL
m m m

m

u z A U z

B U z

∞
∗

=

∞
∗

=

ρ = γ Π ρ γ +

+ γ Π ρ γ

∑

∑
  (5) 

где ( )∗ γ Πn nA ,  - амплитудный множитель 
n -ой нормальной, симметричной относительно 
срединной плоскости пластины 0=z , волны 
Лэмба (символ SL ); nγ  - волновое число n -ой 
волны, которое имеет действительные значения 
для конечного числа N  распространяющихся 
на данной частоте симметричных волн Лэмба; 
Π  - набор параметров поля внешних сил. Еще 
раз подчеркнем, что в процессе решения одно-

родной граничной задачи величины ( )Πγ∗ ,nnA  
не определяются – их принципиально нельзя 
определить. Определяются функции 

( )n
SL zU γρ ,,  - векторы смещения материальных 

частиц изотропного упругого слоя в n -ой сим-

метричной волне Лэмба. Символами ( )Πγ∗ ,mmB  

и ( )m
AL zU γρ ,,  в выражении (5) обозначены ам-

плитудные множители и векторы смещения ма-
териальных частиц в m -ой, асимметричной 
(символ AL ) относительно срединной плоско-
сти 0=z  упругого слоя, нормальной волне 
Лэмба. Бесконечные суммы в соотношении (5) 
означают, что на любой, сколь угодно малой, 
частоте ω  смены знака напряженно-
деформированного состояния в изотропной 
пластине существует бесконечное множество 
нормальных волн с комплексными значениями 
волновых чисел, и только конечное число (в об-
ласти очень малых частот – первая симметрич-
ная и первая асимметричная волна Лэмба) 
нормальных волн имеют действительные вол-
новые числа, т. е. являются распространяющи-
мися. 

Осесимметричный вектор ( )n
SL zU γρ ,,  оп-

ределяется радиальной ( )n
SL zU γρρ ,,  и акси-

альной ( )n
SL
z zU γρ ,,  проекциями на координат-

ные оси цилиндрической системы координат, 
причем 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

20
1
20
0

, , , ,

, , ,

SL S
n n n

SL S
z n z n n

U z U z H

U z U z H

ρ ρρ γ = γ γ ρ

ρ γ = γ γ ρ
,  (6) 

где ( )( )ργν nH 2  ( 1;0=ν ) – функции Ханкеля вто-
рого рода – фазовые множители компонентов 
вектора смещения; ( )n

S zU γβ ,0  ( z;ρ=β ) – без-

размерные амплитудные значения компонентов 
вектора смещения, которые удовлетворяют од-
нородным (нулевым) граничным условиям, и 
определяются следующими расчетными соот-
ношениями 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0

, cos cos

, sin sin

S S
n n n n

S S S
z n n z n z n

U z h z b z

U z h a z b z

ρ ργ γ α β

γ γ α β

 = − − 
 = − − 

,(7) 

где 
( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )hh
hhhb

nn

nnnS

βγ

αβ−γ
=ρ

cos2
cos

2

22
; 

h
ha

n

nS
z γ

α
= ;   

( ) ( )[ ] ( )
( )( ) ( )hhh

hhhb
nnn

nnnS
z ββγ

αβ−γ
=

cos2
cos22

. 

Символами nα  и nβ  обозначены проекции 

волновых векторов k  и sk  взаимодействую-
щих на поверхностях hz ±=  продольных (ин-
декс ) и сдвиговых (индекс s ) гармонических 
волн на ось z  цилиндрической системы коор-

динат, т. е. 222 knn =γ+α  222
snn k=γ+β , где 

vk ω= ; ( ) 02 ρ+λ= Gv  - скорость рас-
пространения продольной волны в материале 
упругого слоя; где ss vk ω= ; 0ρ= Gv  - 
скорость распространения волны сдвига. 

Волновые числа nα , nβ  и nγ  связаны меж-
ду собой так называемым [3] дисперсионным 
уравнением 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2

24 0

sin cos

cos sin

S n n n n n

n n n n n

h h

h h

∆ χ = γ − β β α +

+ γ α β β α =
, (8) 

которое имеет смысл условия существования 
n -ой симметричной волны (эквивалентный 
термин – моды) Лэмба на заданной частоте ω . 

Символ 2
nn γ≡χ . 

Для асимметричной моды Лэмба номера m  
справедливы следующие расчетные соотноше-
ния 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

20
1
20
0

, , , ,

, , , ,

AL A
m m m

AL A
z m z m m

U z U z H

U z U z H

ρ ρρ γ = γ γ ρ

ρ γ = γ γ ρ
 (9) 

где безразмерные компоненты ( )ρ γA
mU z0 ,  и 

( )γA
z mU z0 ,  задаются следующими расчетными 

формулами: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

, sin sin

, cos cos

A A Am
m m m

m

A A Am
z m z n z m

m

h
U z a z b z

h
h

U z a z b z
h

ρ ρ ρ
γ  γ = − α − β α

γ  γ = α + β α

,(10) 

ρ = αA
ma h ; 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
ρ

 γ − β α α  =
γ β

m m m mA

m m

h h h h
b

h h

2 2

2

sin

2 sin
; 

( )α
=

γ
mA

z
m

h
a

h

2

; 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

 γ − β α α  =
γ β β

m m m mA
z

m m m

h h h h
b

h h h

2 2 sin

2 sin
. 

Волновые числа αm , mβ  и mγ  связаны ме-
жду собой условиями существования m -ой 
асимметричной волны Лэмба, которое записы-
вается в следующем виде 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2

24 0

sin cos

cos sin ,

A m m m m m

m m m m m

h h

h h

∆ χ = γ −β α β +

+ γ α β α β =
 (11) 

Еще раз необходимо подчеркнуть, что рас-
четные соотношения (6) – (11) получены в ре-
зультате решения однородной граничной зада-
чи (2) – (4). Эти соотношения полностью опре-
деляют все кинематические и динамические ха-
рактеристики полей волн Лэмба. 

Последовательность выполнения вычисли-
тельных процедур с целью определения кине-
матических и динамических характеристик сим-
метричных и (или) асимметричных волн Лэмба 
такова. В первую очередь из условий существо-
вания (8), (11)  определяются волновые числа 

( )ωγn  и ( )ωγm , и строятся так называемые час-
тотные спектры волновых чисел симметричных 
и антисимметричных мод. По известным волно-
вым числам определяются фазовые скорости 
( ) ( )ωγω= n
n

fv  и ( ) ( )ωγω= m
m

fv . Помимо этого 

можно определить групповые скорости ( )mn
gv , , 

т. е. скорости переноса энергии. Групповая ско-
рость ( )n

gv  рассчитывается по следующей фор-

муле ( ) ( )[ ] ( )[ ]ω∂χ∆∂γ∂χ∆∂−= nSnnS
n

gv . Груп-

повые скорости асимметричных волн Лэмба оп-
ределяются аналогичным образом. Знание вол-
новых чисел ( )ωγn  и ( )ωγm  позволяет выпол-

нить исследование функции ( )n
S zU γβ ,0  и 

( )m
A zU γβ ,0  ( z;ρ=β ), т. е. определить характер 

изменения смещений материальных частиц по 
толщине упругого слоя в той или иной нормаль-
ной волне. 

На рис. 2 а показаны результаты численного 
решения уравнения (8). На рис. 2 б показаны 
аналогичные результаты, которые можно полу-
чить из условия существования (11). 

 
Рис. 2. Фазовые (штриховые кривые), групповые (сплошные линии) скорости (левая полуплоскость) и 

частотный спектр волновых чисел (правая полуплоскость) симметричных (а)  
и асимметричных (б) волн Лэмба 

Структура рисунков одинакова. В правой 
полуплоскости рис. 2 а и б показан начальный 
участок частотного спектра волновых чисел 

симметричных и антисимметричных волн Лэмба 
соответственно. Номера нормальных волн по-
казаны на рисунках курсивом. По оси абсцисс в 
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правой полуплоскости откладывается безраз-
мерное волновое число πγ=ζ h2 ; по оси орди-
нат – безразмерная частота π=Ω shk2 . Тон - 
кими штриховыми прямыми линиями в правой 
полуплоскости показаны зависимости Ω=ζ  
(эта прямая выделена малой латинской буквой 

s ) и ξΩ=ζ  (прямая выделена символом ), 

где [ ])1(2)21( ν−ν−=ξ ; ν  - коэффициент Пуас-
сона. Прямые  и s  определяют волновые 
числа невзаимодействующих продольных и 
сдвиговых волн. 

 
Рис. 3. Радиальные и аксиальные смещения в первой антисимметричной (а, б) и в первой симметрич-

ной (в, г) волнах Лэмба на различных частотах 
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Волновые числа симметричных волн Лэмба 
показаны штриховыми кривыми, на которые на-
ложены отрезки сплошных кривых. Эти криво-
линейные отрезки выделяют частотный диапа-
зон, в пределах которого групповая скорость 
соответствующей нормальной волны имеет 
наибольшее значение по сравнению с другими 
распространяющимися модами. Графики нор-
мированных на скорость волн сдвига sv  груп-

повых скоростей sgg vvv =ˆ  показаны в левой 

полуплоскости рис. 2 а и б сплошными кривыми. 
Штриховыми кривыми в левой полуплоскости 
показаны графики фазовых скоростей 

sff vvv =ˆ . Номера нормальных волн, которым 
соответствуют кривые фазовых и групповых 
скоростей показаны курсивом. Групповые ско-
рости антисимметричных волн Лэмба имеют 
наибольшие, по сравнению с другими распро-
страняющимися модами, значения не в одном, 
а в нескольких частотных диапазонах (см. ле-
вую полуплоскость на рис. 2 б). Это является 
существенным их отличием от симметричных 
волн Лэмба, групповые скорости которых доми-
нируют в одном частотном диапазоне. По этой 
причине в правой полуплоскости рис. 2 б не 
произведено выделение соответствующих час-
тотных диапазонов. Легко заметить, что выде-
ленные участки дисперсионных кривых ( )Ωζ  на 
рис. 2 а достаточно плотно прилегают к прямой 

, т. е. волновые числа nζ  в пределах этих 
участков незначительно отличаются от волно-
вого числа k  продольной волны. При этом 

волновые числа nα  малы, а на прямой  во-
обще принимают нулевые значения. Из соот-
ношений (7) следует, что в этих частотных диа-
пазонах аксиальный компонент ( ) 0,0 ≈γn

S
z zU , 

т. е. симметричные волны Лэмба превращаются 
в продольные. Из этого факта следует, что в 
этих частотных диапазонах распространяющие-
ся симметричные волны Лэмба максимальным 
образом отбирают энергию от источника упру-
гих возмущений, который создает радиальные 
пульсации в области нагружения пластины 
внешними силами. Источник, показанный на 
рис. 1, в этих частотных диапазонах не спосо-
бен генерировать симметричные волны Лэмба. 

Радиальный ( )m
A zU γρ ,0  и аксиальный 

( )m
A

z zU γ,0  компоненты вектора смещений ма-
териальных частиц в m -ой асимметричной вол-
не Лэмба при 0→αm , т. е. на частотах, где 
ветви корней уравнения (11) пересекают пря-

мую , обращаются в нуль. Говоря иными сло-
вами, на этих частотах невозможна генерация 
асимметричных волн Лэмба физически реали-
зуемыми источниками внешних сил. 

На рис. 3 показаны эпюры изменения по 
толщине пластины амплитудных значений ра-
диальных ( )zu β

ρ
0  ( SA ,=β ) и аксиальных ( )zuz

β0  

компонентов векторов смещений материальных 
частиц в первой симметричной и первой анти-
симметричной волнах Лэмба на различных без-
размерных частотах Ω . Значения частот про-
ставлены в поле рисунков возле соответствую-
щих кривых. Значения смещений на каждой 
частоте нормированы на абсолютную величину 
максимального смещения. На частотах 2≥Ω  
максимальные смещения обеспечивает акси-
альный компонент ( )zuz

β0  вблизи поверхности 
пластины. По осям абсцисс на рис. 3 отсчиты-
ваются значения безразмерной аксиальной ко-
ординаты hz . Отчетливо видно, что на часто-
тах 6≥Ω  исчезают кинематические различия 
между первой симметричной и первой анти-
симметричной волнами Лэмба. Более того, если 
алгебраически сложить кривые, которые пока-
заны на рис. 3 б и рис. 3 г, то получается хоро-
шо известный профиль изменяющихся по тол-
щине пластины компонентов вектора смещений 
материальных частиц в поверхностной волне 
Рэлея [3].  

Таким образом, алгебраическая сумма двух 
первых волн Лэмба образует поверхностную 
волну рэлеевского типа, которая по своим ха-
рактеристикам становится практически неотли-
чимой от поверхностной волны Рэлея начиная с 
частоты 10≅Ω . Необходимо подчеркнуть, что 
на высоких частотах максимальные значения 
окружного и аксиального компонентов векторов 
смещений в первой симметричной и в первой 
антисимметричной волнах Лэмба формируются 
на поверхности и в тонкой подповерхностной 
области упругого слоя. Из этого следует, что 
эти волновые движения одинаково хорошо воз-
буждаются с поверхности металлической пла-
стины любым электроакустическим преобразо-
вателем. 

На рис. 4 показаны графики распределения 
смещений материальных частиц по толщине 
пластины во второй асимметричной (рис. 4 а, в) 
и во второй симметричной (рис. 4 в, г) волнах 
Лэмба. Показанные на рис. 4 кривые можно 
прокомментировать следующим образом.  

На частотах, которые соответствуют значе-
ниям 0≅αβ  ( mn ;=β ) (это примерно одинако-
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вые, равные 2, безразмерные частоты как для 
второй асимметричной, так и для второй сим-
метричной волны Лэмба) на поверхностях ме-
таллического листа возникают достаточно зна-
чительные радиальные смещения материаль-
ных частиц. На этих частотах возможно эффек-
тивное возбуждение второй симметричной и 
второй асимметричной волны Лэмба с поверх-
ности упругого слоя преобразователем элек-

тромагнитного типа (в частности, вихретоковым 
преобразователем). Тут же следует отметить, 
что в указанном частотном диапазоне наблюда-
ется достаточно сильная частотная дисперсия 
скорости распространения. Это приведёт к то-
му, что сформированные ультразвуковые им-
пульсы достаточно быстро распадутся на от-
дельные квазимонохроматические волновые 
пакеты с небольшими амплитудами.  

 
Рис. 4. Радиальные (сплошные кривые) и аксиальные (штриховые линии) смещения во второй  
антисимметричной (а, б) и во второй симметричной (в, г) волнах Лэмба на различных частотах 
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Говоря иными словами, результат работы 
источника ультразвуковых волн будет плохо на-
блюдаемым уже на сравнительно небольших 
длинах пробега ультразвуковых импульсов. 

После пересечения кривой волновых чисел 
прямой  (см. рис. 2), в ближайшем частотном 
диапазоне можно отметить заметные уровни 
аксиальных смещений на поверхности упругого 
слоя.  

Это показано на рис. 4 кривыми, которым 
соответствует безразмерная частота 4=Ω . В 
окрестности этой частоты частотная дисперсия 
скорости распространения не так ярко выраже-
на и поэтому вполне вероятна возможность 
возбуждения и наблюдения вторых нормальных 
волн Лэмба с помощью преобразователей кон-
тактного типа (пьезоэлектрических преобразо-
вателей). Дальнейшее увеличение значений 
безразмерной частоты сопровождается умень-
шением уровней аксиальных и радиальных 
смещений на поверхности металлического лис-
та. В области высоких частот (для вторых нор-
мальных волн Лэмба это значения безразмер-
ных частот 8≥Ω ) максимальные смещения 
материальных частиц наблюдаются вблизи 
срединной плоскости упругого слоя. Интересен 
тот факт, что во вторых нормальных волнах 
Лэмба доминирующими по амплитуде являются 
аксиальные смещения материальных частиц. 
Можно полагать, что в области частот 8≥Ω  
вторые нормальные волны Лэмба возбуждают-
ся неэффективно. 

Расчеты смещений материальных частиц в 
третьей и более высоких по номеру нормальных 
волнах Лэмба доставляют результаты, которые 
имеют практически не отличающееся от вторых 
нормальных волн качественное содержание. 

Из приведенных в статье [4] общих решений 
для (2) – (4) следует, что в случае контактного 
способа возбуждения нормальных волн Лэмба, 
при одностороннем доступе к поверхности упру-

гого слоя, амплитудные множители ( )Πγ∗ ,nnA  и 

( )Πγ∗ ,mmB  определяются следующими выраже-
ниями 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

, ,
4

, ,
4

n n
n n

S n

m m
m m

A m

i A
A

G h

i B
B

G h

∗

∗

π γ
γ Π =

′∆ χ

π γ
γ Π =

′∆ χ

 (12) 

где ( ) ( ) nnSnS dd χχ∆=χ∆′  и 

( ) ( ) mmAmA dd χχ∆=χ∆′ ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0

0
sin ,n n n n n zz nA h h J dγ γ β β ρσ ρ γ ρ ρ

∞
∗= − ∫ ;(13) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

0
0

cos

, .

m m m m m

zz m

B h

h J d
∞

∗

γ = γ − β β ×

× ρσ ρ γ ρ ρ∫
. (14) 

Необходимо добавить, что решения в фор-
ме (12) справедливы не для всех нормальных 
волн, частотные спектры волновых чисел кото-
рых показаны на рис. 2. Так, во второй ветви 
действительных корней уравнения (8) есть нис-
падающий участок (рис. 2 а). На этой ветви есть 
две точки, в которых производная ( )nS χ∆′  об-
ращается в нуль. Именно по этой причине ре-
шение (12) не может быть использовано при ко-
личественном описании процесса возбуждения 
второй симметричной волны Лэмба. Аналогич-
ная ситуация при коэффициенте Пуассона 

0,3ν =  возникает в третьей ветви действи-
тельных корней уравнения (11). 

При контактном способе возбуждения нор-
мальных волн Лэмба нормальные напряжения 

( ),∗σ ρzz h  можно записать в терминах избыточ-

ного давления в слое согласующей жидкости 
следующим образом 

( ) ( )0,zz ph P∗σ ρ = ∆ σ ρ ,   (15) 

где 0P∆  - давление в центре площадки механи-
ческого контакта; ( )pσ ρ  - поверхностная плот-

ность осесимметричного распределения избы-
точного давления по площадке механического 
контакта – безразмерная функция, которая об-
ращается в нуль при 0R>ρ . При таком опре-
делении нормальных нагрузок выражения (13) и 
(14) принимают следующий вид: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2 20 0

2

2
2 20 0

2

sin , ,

cos , ,

n n nn

n S n

m m mm

m A m

P R
A h h

h
h W

P R
B h h

h
h W

∆  γ = γ − β ×  

× β γ Π

∆  γ = γ − β ×  

× β γ Π

 (16) 

где  

( )
( )

( ) ( )
0

02
00

1,
kR

K k k p k k k k
k

W J d
R

γ

γ ξ σ ξ γ ξ ξ
γ

Π = ∫ ,(17) 

SAK ,= ; mnk ,= . 
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Производные ( )nS χ∆′  и ( )mA χ∆′  в разверну-
том виде записываются следующим образом: 

( ) ( )

( ) ( )

3

3

1 ,
2

1 ,
2

S n S n
n

A m A m
m

D h
h

D h
h

′∆ χ = γ
β

′∆ χ = γ
α

 (18) 

где безразмерные функции частоты ( )hD nS γ  и 
( )hD mA γ  рассчитываются по формулам 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

   γ = γ − β β α − γ − β α +      
β   + γ − β α + ξ − + ξ γ + γ ×      α α

× β α + γ β α β α − γ β β α

S n n s n n n n s n n

n
n s n n s s n n

n n

n n n n n n n n n n n

D h h k h h h h h k h h h

h
h k h h h k h k h h h

h h

h h h h h h h h h h

22 22 2

22 4 22 2 4

2 2 2

8 2 sin cos 2 cos cos

42 sin sin 2 3 1 4

cos sin 4 sin sin 4 cos cos( )h ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

   γ = γ − α β α − γ − β α +      
α   + γ − β α + ξ − + ξ γ + γ ×      β β

× β α + γ β α β α − γ α β α

A m m s m m m m s m m

m
m s m m s s m m

m m

m m m m m m m m m m m

D h h k h h h h h k h h h

h
h k h h h k h k h h h

h h

h h h h h h h h h h

22 22 2

22 4 22 2 4

2 2 2

8 2 cos sin 2 cos cos

42 sin sin 2 3 1 4

sin cos 4 sin sin 4 cos cos( )h ,

( )ν−
ν−

=
λ+

==ξ
12

21
22

2

G
G

k

k

s
. 

Подставляя соотношения (16) и (18) в опре-

деления амплитудных множителей ( )Πγ∗ ,nnA  и 

( )Πγ∗ ,mmB , получаем 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0

2

2

, , ,

, , ,

n n n n S n

m m m m A m

i P S
A A h W

Gh
i P S

B A h W
Gh

∗

∗

∆
γ Π = γ γ Π

∆
γ Π = γ γ Π

 (19) 

где 2
00 RS π=  - площадь поверхности механи-

ческого контакта преобразователя с акустиче-
ской нагрузкой; 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1

1
sin ,

cos ,

n n nn
S n

n n
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A m

m m

A h h h
D h

h h

B h h h
D h

h h

 γ = γ − β ×  γ

× β β

 γ = γ − β ×  γ

× α β

 (20) 

Подставляя выражения (19) в формулу (5) 
для расчета компонентов вектора смещения 
материальных частиц, получаем 

( ) ( )Πρω∆=ρ ,,,, 0 zWPzu MA
, 

где векторный коэффициент механоакустиче-
ского преобразования определяется следую-
щей расчетной формулой 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

1

1

2
, , ,

, , ,

, , ,

MA

SL
n n S n n

n

AL
m m A m m

m

i S
W z
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A h W U z

B h W U z

∞

=

∞

=

ω ρ Π = ×

× γ γ Π ρ γ +


+ γ γ Π ρ γ 


∑

∑

 (21) 

Для исследования качественного содержа-
ния решений (12) и построенного на их основе 
выражения (21) для расчета коэффициента ме-
ханоакустического преобразования рассмотрим 
модельный пример. 

Модельное исследование контактного спо-
соба возбуждения нормальных волн Лэмба 
с поверхности металлического листа 

Рассмотрим ситуацию, когда на верхней по-
верхности упругого изотропного листа толщи-
ной h2  в круге диаметром 02R  действуют нор-
мальные силы с поверхностной плотностью 

( ) ti
zz et ω∗∗ σ=ρσ 0, . Такое задание внешних сил 

моделирует процесс возбуждения ультразвуко-
вых волн в упругом слое пьезокерамическим 
дисковым преобразователем и может быть ис-
пользовано для предварительных оценок диа-
пазона рабочих частот преобразователей элек-
тромагнитного типа. 
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В этом случае амплитудные множители 
)( nnA γ  и )( mmB γ , рассчитываются по форму-

лам (16), где ∗σ=∆ 00P  и 
( ) ( ) 001, RRJW kkkK γγ=Πγ  ( SAK ;= ; 

mnk ;= ); ( )01 RJ kγ  – функция Бесселя первого 
порядка. Зависящая от волнового числа (длины 
волны) функция ( )Πγ ,kKW  определяет влияние 
размеров площадки нагружения на эффектив-
ность возбуждения ультразвуковых волн на за-
данной частоте. Так как источником силового 
поля на поверхности упругого слоя является 
электроакустический преобразователь, то 
именно по этой причине, в дальнейшем, будем 
называть функцию ( )Πγ ,kKW  волновой харак-
теристикой электроакустического преобразова-
теля в режиме возбуждения нормальных волн 
Лэмба. 

Предваряя дальнейшие расчеты, рассмот-
рим физическое содержание термина «волно-
вая характеристика электроакустического пре-
образователя». 

 
Рис. 5 Изменение модуля волновой характери-
стики электроакустического преобразователя 

График модуля функции ( )Πγ ,kKW  в зави-
симости от значений аргумента 0Rkγ  показан 
на рис. 5. Обращает на себя внимание тот факт, 
что значения функции ( )Πγ ,kKW  очень быстро 
убывают сростом волнового числа, т. е. с 
уменьшением длины возбуждаемой волны. Са-
мая существенная особенность – на некоторых 
частотах, которым соответствуют вполне опре-
деленные значения аргумента 0Rkγ , значения 
функции ( )Πγ ,kKW  вообще обращаются в нуль. 
При этом амплитудные множители нормальных 
волн Лэмба также равны нулю и возникает в 

достаточное мере неординарная ситуация – си-
ловое воздействие есть, а распространяющиеся 
упругие волны, т. е. волны Лэмба с действи-
тельными значениями волновых чисел, не воз-
буждаются. 

Указанные особенности частотно зависимо-
го изменения волновой характеристики объяс-
няется  интерференцией волновых полей, кото-
рые излучаются в упругую среду различными 
участками деформируемого твердого тела, ко-
торые находятся в области существования 
внешних сил. 

 
Рис. 6. К толкованию физического содержания 

функции ( )0γK kW R  

На рис. 6 показана схема формирования 
нормальной волны Лэмба за пределами облас-
ти нагружения 0R=ρ (в сечении const=ρ , где 

0R>ρ ). 
Двумя концентрическими цилиндрическими 

поверхностями 0R<ρ  и ρ+ρ d  на рис. 6 выде-
лен полый цилиндр с толщиной стенок ρd . Эту 
область, которая находится под площадкой на-
гружения, можно рассматривать как элементар-
ный (в смысле энергетики) излучатель, который 
формирует гармонические (стационарные) поля 
радиальных и аксиальных смещений матери-
альных частиц как во внешней (относительно 
своего радиального размера ρ ), так и во внут-
ренней областях упругого слоя. Двумя другими 
концентрическими цилиндрическими поверхно-
стями с радиусами ρ∆+ρ  и ρ+ρ∆+ρ d  
( 0R<ρ∆+ρ ) выделена вторая цилиндриче-
ская область, которую можно рассматривать как 
второй элементарный источник гармонического 
волнового поля. Стационарные волновые поля, 
созданные двумя элементарными источниками, 
имеют относительно друг друга фазовый сдвиг 

ρ∆γ=ϕ∆ kk , который изменяется с изменением 
волнового числа нормальной волны Лэмба. В 
зависимости от величины фазового сдвига вол-
новые поля первого и второго источников либо 
складываются, либо вычитаются, т. е. интерфе-
рируют. На некоторых частотах, которым соот-
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ветствуют нули функции ( )Πγ ,kKW , волновые 
поля всех элементарных источников взаимно 
компенсируют друг друга и подводимая к упру-
гому слою энергия не выносится за пределы 
площадки нагружения, т. е. за пределы цилинд-
рической области 0R≤ρ . 

Так как характер изменения функции 
( )Πγ ,kKW  полностью определяется волновыми 

процессами в упругом слое, т. е. в акустической 
нагрузке преобразователя, то это в полной ме-
ре объясняет мотивацию определения функции 

( )Πγ ,kKW  термином «волновая характеристика 
электроакустического преобразователя». 

Из показанного на рис. 5 графика следует 
очевидный вывод – чем больше размер 0R  
площадки нагружения, тем ниже верхняя гра-
ничная частота частотного диапазона, в преде-
лах которого происходит эффективное возбуж-
дение нормальных волн Лэмба. 

Рассмотрим ситуацию, когда 00 →R , но 

произведение 00S∗σ  остается конечным. Для 

определенности будем считать 0 0 1S H∗σ = . 
Учитывая, что для круговой площадки нагруже-
ния ( )

0 0
lim , 1 2K kR

W
→

γ Π = , запишем выражения, 

определяющие смещения в нормальных волнах 
Лэмба в следующем виде: 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 0
1

2 0
0

1

4
1

4
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n
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z n
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n n n z n

u z H

i A h H U z
Gh

u z H

i A h H U z
Gh

ρ

ρ

γ ρ = ×

 × γ γ ρ γ  
γ ρ = ×

 × γ γ ρ γ  
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A
m m m z m

u z H

i B h H U z
Gh

u z H

i B h H U z
Gh

ρ

ρ

γ ρ = ×

 × γ γ ρ γ  
γ ρ = ×

 × γ γ ρ γ  

 (23) 

Выражения, записанные в квадратных скоб-
ках соотношений (22) и (23) можно интерпрети 
ровать как радиальные и аксиальные компонен-
ты векторной функции Грина для n -ой симмет-
ричной и m -ой асимметричной нормальной 
волны Лэмба, которые возбуждаются контакт-
ным способом точечной нормальной нагрузкой с 
поверхности hz +=  изотропного упругого слоя. 
Определим эти величины символами 

( )( )ργρ ,n
nG , ( )( )ργ ,n

n
zG , ( )( )ργρ ,m

mG  и ( )( )ργ ,m
m

zG . 
После этого выражения (22) и (23) можно запи-
сать в следующем виде 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0

, , 1 , ,

, , 1 , ,

n S
n n n

n S
z n z n z n

u z H G U z

u z H G U z

ρ ρ ργ ρ γ ρ γ

γ ρ γ ρ γ

= ×

= ×
, (24) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0

, , 1 , ,

, , 1 , ,

m A
m m m

m A
z m z m z m

u z H G U z

u z H G U z

ρ ρ ργ ρ γ ρ γ

γ ρ γ ρ γ

= ×

= ×
, (25) 

Имея в своем распоряжении выражения для 
расчета компонентов векторной функции Грина, 
можно, в принципе, решать более общие задачи 
о возбуждении волн Лэмба произвольным рас-
пределением нормальных нагрузок на площад-
ке механического контакта. 

Очевидно, что эффективность регистрации 
той или иной волны Лэмба с помощью пьезо-
электрического электроакустического преобра-
зователя определяется уровнем аксиальных 
смещений материальных частиц на поверхно-
сти упругого слоя. 

Из определений (5), (7), (10) и (12) при 
( ) 00, Rhzz ≤ρ∀σ=ρσ∗  следует, что аксиальные 

компоненты векторов смещений материальных 
частиц поверхности hz =  металлического лис-
та определяются следующими расчетными 
формулами: 

а) n -ая симметричная волна Лэмба 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0, , ,SL SL

z n n z n nu h iU W R W h Hρ γ γ γ γ ρ= , (26) 

где ( )2
0 0 0 2U R G h= πσ  - абсолютная чувстви-

тельность металлической пластины на силовое 
воздействие 2

0 0zf Rπσ=  приложенное к поверх-
ности пластины; ( ) ( ) ( )0 1 0 0n n nW R J R Rγ γ γ=  - 
волновая характеристика источника силового 
воздействия (преобразователя) в режиме воз-
буждения n -ой симметричной волны Лэмба; 

( ),SL
z nW hγ  - аксиальный компонент векторной 

волновой характеристики ( ),SL
nW zγ  n -ой 

симметричной моды Лэмба на поверхности 
hz = . При этом 

( )
( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2

,

sin sin ,

SL
z n

s
n n n n

S n

W h

k h
h h h h

D h

γ =

= α α β β
γ

 (27) 

б) m -ая асимметричная волна Лэмба 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0

2
0

, ,

, ,

AL AL
z m m z

m m

u h iU W R W

h H

ρ γ = γ ×

× γ γ ρ
, (28) 

где ( ) ( ) ( )0010 RRJRW mmm γγ=γ  - волновая ха-
рактеристика источника силового воздействия в 
режиме возбуждения m -ой асимметричной 
волны Лэмба; ( )hW m

AL
z ,γ  - аксиальный компо-

нент векторной волновой характеристики 
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( )zW m
AL ,γ  m -ой асимметричной моды Лэмба 

на поверхности hz = . При этом 

( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
2

,

cos cos .

AL
z m

s
n n n

A m

W h

k h
h h h

D h

γ =

= α α β
γ

 (29) 

На рис. 7 приведены графики модулей про-
изведений волновых характеристик, т. е. функ-
ций ( ) ( )hWRW n

SL
zn ,0 γγ  и ( ) ( )hWRW m

AL
zm ,0 γγ  

соответственно, рассчитанные для первых нор-
мальных волн Лэмба (рис 7 а, б) при различных 
размерах круговой площадки приложения 
внешних сил. По осям ординат на рис. 7 отло-
жены абсолютные значения произведений вол-

новых характеристик, по осям абсцисс – без-
размерная частота π=Ω hks2 . Номера нор - 
мальных волн проставлены в поле рисунков. 
Символы 4SL  и 4 AL  означают четвертую сим-
метричную и соответственно четвертую асим-
метричную волну Лэмба. 

Очевидно, что источник с относительным 
размером площадки нагружения 01,00 =hR  
можно рассматривать как практически точечный 
источник. Соответствующие этому геометриче-
скому параметру графики можно интерпретиро-
вать как графики модулей произведений 

( )( ) ( )n
S

zn
n

z hUG γργ ,, 0  и ( )( ) ( )m
A

zm
m

z hUG γργ ,, 0  при 
единичных значениях фазовых функций, т. е. 
при ( )( ) ( )( ) 12

0
2

0 =ργ=ργ mn HH . 

 
Рис. 7. Частотно зависимое изменение аксиальных смещений материальных частиц поверхности ме-
таллической пластины в первых антисимметричных волнах Лэмба при различных размерах площадки 

приложения внешних сил 

Из представленных на рис. 7 а, б данных 
следует, что в области частот 3>Ω  источник 
нормальных сил возбуждает одинаковые по ам-
плитуде аксиальных смещений симметричную и 
антисимметричную волны Лэмба. В этом же 
диапазоне частот практически совпадают (см. 

левые полуплоскости рис. 2 и рис. 3) их фазо-
вые и групповые скорости (они становятся прак-
тически неразличимыми на частотах 5≥Ω ). 
Одинаковость амплитуд аксиальных смещений 
и скоростей распространения однозначно ука-
зывает на то, что источники аксиальных нагру-
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зок, действующие на одной стороне металличе-
ского листа, возбуждают в нем ультразвуковую 
волну типа поверхностной волны Рэлея. 

Не сложно заметить, что масштабы число-
вых величин, которые отсчитываются по осям 
ординат на рис. 7 а и б отличаются от масшта-
бов осей ординат остальных фрагментов рис. 7 
в и г более чем в 16 раз. Это дает основание 
для вывода о том, что источники аксиальных 
нагрузок, действующие на одной стороне ме-
таллического листа, эффективно возбуждают 
первую симметричную и первую асимметрич-
ную волны Лэмба. Высшие симметричные и 
асимметричные моды имеют минимум на поря-
док меньшие амплитуды и создают (из-за час-
тотной дисперсии скорости распространения) 
на электрическом выходе приемника ультразву-
ковых волн псевдошумовой сигнал. 

Частотно зависимое изменение компонен-
тов векторного коэффициента механоакустиче-
ского преобразования реального пьезоэлектри-
ческого преобразователя, определенного вы-
ражением (21), имеет те же характерные осо-
бенности, которые были обнаружены в процес-
се исследования модельной ситуации. Неболь-
шие количественные отличия от модельных 
волновых характеристик возникают из-за при-
сутствия слоя согласующей жидкости и ради-
альных резонансов её материальных частиц. 

Выводы 

Подводя итог всему вышесказанному, мож-
но зафиксировать следующие положения. 

1. На основе общего решения задачи о воз-
буждении нормальных волн Лэмба системой 
объемных и поверхностных нагрузок построена 
математическая модель электроакустического 
преобразователя с дисковым пьезоэлектриче-
ским элементом, механический контакт которого 
с изотропной пластиной осуществляется через 
слой согласующей жидкости. 

2. Показано, что при одностороннем доступе 
к пластине одинаково эффективно возбуждают-
ся как симметричные, так и асимметричные 
волны Лэмба. 

3. Установлено, что радиальный размер об-
ласти механического контакта оказывается су-
щественное влияние на эффективность возбу-
ждения ультразвуковых колебаний заданной 
длины волны. 

4. Введено понятие «волновая характери-
стика преобразователя» и дано толкование фи-
зического смысла этой характеристики. 

5. Показано, что преобразователь с диском 
небольшого, по сравнению с толщиной пласти-
ны, диаметра, эффективно возбуждает первую 
симметричную и первую асимметричную волны 
Лэмба, которые в совокупности своей образуют 
поверхностную волну типа волны Рэлея. При 
этом высшие нормальные волны Лэмба имеют 
на порядок меньшие уровни, что, по всей веро-
ятности, формирует на электрическом выходе 
приемника ультразвуковых волн помехоподоб-
ный сигнал. 
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На основі спільного рішення задачі про збудження нормальних хвиль Лемба системою об'єм-
них і поверхневих навантажень побудована математична модель електроакустичного перет-
ворювача з дисковим п'єзоелектричним елементом, механічний контакт якого з ізотропною пла-
стиною здійснюється через шар узгоджуючої рідини. Показано, що при односторонньому доступі 
до пластини однаково ефективно збуджуються як симетричні, так і асиметричні хвилі Лемба. 
Встановлено, що радіальний розмір області механічного контакту істотно впливає на ефекти-
вність збудження ультразвукових коливань заданої довжини хвилі. Введено і дано тлумачення фі-
зичного змісту поняття «хвильова характеристика перетворювача». Виконано дослідження кі-
нематичних характеристик симетричних і асиметричних хвиль Лемба. Показано, що перетво-
рювач з диском невеликого, порівняно з товщиною пластини, діаметра, ефективно збуджує пе-
ршу симетричну і першу асиметричну хвилі Лемба, які в сукупності своїй утворюють поверхневу 
хвилю типу хвилі Релея Вищі нормальні хвилі Лемба мають на порядок менші рівні що, формує на 
електричному виході приймача ультразвукових хвиль шумоподібний сигнал. Бібл.4, рис.7.  

Ключові слова: хвилі Лемба, що осесиметрично поширюються в радіальних напрямках; аксі-
альні поверхневі навантаження; амплітудні множники хвиль Лемба; векторний коефіцієнт меха-
ноакустичного перетворення. 
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Method for calculation of piezo-ceramic transducer transmission 
characteristics in the mode of ultrasonic waves excitation. Part2. Cal-

culation of coefficient of mechanoacoustical converters in mode of 
normal Lamb wave excitation  

Based on the general solution of the problem of Lamb waves excitation by the system of volume and 
surface loads constructed mathematical model of electro-acoustic transducer with circular piezoelectric 
element, a mechanical contact of its with an isotropic plate is carried out through the matching layer of 
fluid. It is shown that the one-way access to the plate equally effectively excited both symmetric and 
asymmetric Lamb waves. Found that the radial size of the mechanical contact is a significant effect on to 
efficiency of given wavelength ultrasonic vibrations excitation. Introduced and given the interpretation of 
the physical meaning of the concept "wave converter characteristic." The kinematic characteristics of 
symmetric and asymmetric Lamb waves have investigated. It is shown that the transducer with a small 
disc diameter, compared to the plate thickness, effectively excites the first symmetric and first asymmetric 
Lamb waves, which together form surface wave Rayleigh-type waves. The higher normal Lamb waves 
have an order lower levels that generates on electrical output of the ultrasonic wave receiver noise similar 
signal. Reference 4, figures 7. 

Keywords: axially propagating in radial directions Lamb waves; axial surface loads; amplitude factor 
of Lamb waves; vector mechano-acoustic conversion coefficient. 
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