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Повна потужність трифазної системи живлення в несинусоїдному 
режимі та енергоефективність засобів паралельної активної  

фільтрації 

В результаті розв’язання екстремальної 
задачі визначення максимальної потужності 
навантаження при заданих втратах енергії в 
проводах виведена формула для повної потуж-
ності трифазної системи живлення, яка вра-
ховує параметри опорів втрат силового кабе-
лю. Отримані умови досягнення одиничного 
коефіцієнта потужності в трипровідній та 
чотирипровідній трифазних системах живлен-
ня. Доведено, що засоби паралельної активної 
фільтрації трифазної чотирипровідної систе-
ми живлення, що використовують пропорцій-
но-векторне формування лінійних струмів з 
частковим послабленням складової нульової 
послідовності відповідно до параметрів сило-
вого кабелю переважають за енергоефектив-
ністю аналогічні засоби з іншими алгоритмами 
паралельної активної фільтрації, забезпечуючи 
одиничний коефіцієнт потужності та мініма-
льні втрати енергії. Бібл. 12, рис. 1. 

Ключові слова: повна потужність, коефі-
цієнт потужності, паралельний активний 
фільтр.  

Вступ 

На сучасному етапі розвитку електроенерге-
тики інтенсивно зростає кількість нелінійних 
споживачів та збільшується їх одинична потуж-
ність,  внаслідок чого в трифазних електричних 
мережах настає несиметричний несинусоїдний 
режим, що призводить до погіршення якості 
електропостачання та збільшення втрат енергії. 

Теорія миттєвої потужності, запропонована в 
[1] і розвинена в роботах закордонних [2-4], віт-
чизняних [5,6] та інших вчених, дозволяє розро-
бити ефективні алгоритми компенсації неактив-
них складових струмів в трифазних системах 
живлення за допомогою засобів активної фільт-
рації. Однак в чотирипровідних системах неси-
метрія фазних напруг призводить до появи 
складової нульової послідовності, що викликає 
підвищення потужності втрат за рахунок проті-
кання струму в нейтральному проводі. Запропо - 

новано декілька різних алгоритмів управління 
паралельними активними фільтрами [9-11], що 
сприяють розв’язанню цієї проблеми, і постає 
питання порівняння енергоефективності засобів 
фільтрації, що використовують зазначені алго-
ритми.  

Критерієм енергоефективності теоретична 
електротехніка визначає коефіцієнт потужності 
як відношення активної потужності до повної 
(уявної) потужності [9]. Остання є максимальною 
активною потужністю навантаження, що може 
бути досягнута при заданих напругах системи 
живлення та потужності втрат в силовому кабе-
лю [7]. Але при цьому має бути коректно визна-
чена повна потужність трифазної системи жив-
лення в несиметричному несинусоїдному режи-
мі, оскільки в існуючій роботі [8] розглядався си-
нусоїдний режим трифазної системи за відсут-
ності складової нульової послідовності фазних 
напруг. В зв’язку з цим виникає екстремальна 
задача – пошук максимальної активної потужно-
сті, що характеризує передачу енергії в наван-
таження при заданих несиметричних несинусої-
дних фазних напругах та обмеженні на величи-
ну потужності втрат на активних опорах силово-
го кабелю, розв’язанню якої присвячена дана 
стаття. При цьому розглядається система жив-
лення необмеженої потужності, тобто в процесі 
оптимізації часової залежності вектора лінійних 
струмів падіннями напруг на активних опорах 
силового кабелю можна знехтувати у порівнянні 
з напругами джерела. 

Повна потужність трифазної системи жив-
лення в несиметричному несинусоїдному 
режимі 

Несинусоїдний усталений процес трифазно-
го кола з періодом 2 /T π ω=  повністю задаєть-
ся трикоординатними векторами миттєвих зна-
чень фазних напруг та лінійних струмів, що мо-
жуть бути представлені відповідними рядами 
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де ω - кругова частота; 
, ,  ;  , ,  Ak Bk Ck Ak Bk CkU U U I I I  - діючі значення, 
, ,  ;  ,  ,  Ak Bk Ck Ak Bk Ckϕ ϕ ϕ ψ ψ ψ - відповідні почат-

кові фази k - ої гармонічної складової напруг та 
струмів фаз A, B, C. В чотирипровідній системі 
лінійні струми дорівнюють фазним, а фазні на-
пруги розглядаються відносно нульової точки 
навантаження, і важливою особливістю цих сис-
тем є можлива наявність складових нульової 

послідовності струмів та напруг. В трипровідній 
системі лінійні струми дорівнюють фазним лише 
при з’єднанні навантаження зіркою, а фазні на-
пруги розглядаються відносно штучної точки за-
землення [6,8], при цьому складові нульової по-
слідовності струмів та напруг дорівнюють нулю. 

Виразивши косинусні функції за формулою 
Ейлера аналогічно [6], представимо зазначені 
тривимірні вектори у комплексній формі: 
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комплексні вектори діючих значень фазних на-
пруг та лінійних струмів k - ої гармонічної скла-
дової; * – знак комплексного спряження. 

Зокрема, через зазначені вектори виража-
ється активна потужність 
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де T – знак транспонування.  
Потужність втрат на ділянці чотирипровідно-

го силового кабелю системи живлення з опором 
кожного фазового проводу r та опором нейтра-
льного проводу rn визначається виразом 
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де струм нейтрального проводу може бути 
представлений у вигляді 
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З урахуванням цього перетворимо вираз (2) 
до матрично-векторної форми наступним чином: 
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матриця опорів втрат, симетрична відносно го-

ловної діагоналі, 

1 0 0
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=I – одинична мат-

риця. В трипровідній системі живлення потуж-
ність втрат також описується кінцевим виразом 
(3) при R = rI. 

Виділимо в комплексних векторах діючих зна-
чень гармонік фазних напруг та струмів вектори 
дійсних та уявних частин 
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льна задача передачі максимальної енергії за 
період T  від трифазного джерела до  наванта-
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силовому кабелю формулюється наступним чи-
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значення комплексних векторів kopti , за яких 

*

1 1 1

*

1 1

=Re Re ( ) ( ) ( ) max;

Re ( ) const.

T T T T
k k kR kI kR kI kR kR kI kI

k k k

T T T
k k kR kR kI kI

k k

P j j

P

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞

= =

   
= + − = + →         

 
∆ = = + =  

 

∑ ∑ ∑

∑ ∑

u i u u i i u i u i

i Ri i Ri i Ri  

Відповідно до методики розв’язання подібних екстремальних задач [8] утворимо функцію Лагра-
нжа з множником λ  при обмеженні-рівності  
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продиференціюємо її за всіма скалярними невідомими – координатами векторів ( ) ,  ( )kR m kI mi i , де 

m = 1, 2, 3, номер координати, та складемо систему рівнянь для їх визначення: 
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З рівнянь системи (4), що мають нулі у 
правих частинах, випливають співвідношення 
для спектральних векторних складових опти-
мальних лінійних струмів 
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які, в свою чергу, ведуть до матрично-
векторного співвідношення для вектора опти-
мальних лінійних струмів в часовій області: 
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Для знаходження значення коефіцієнта 
1

2λ
−  підставимо вираз (5) в останнє рівняння 

системи (4), що визначає потужність втрат в ча-
совій області: 
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і вираз для оптимальної часової залежності лі-
нійних струмів набуває вигляду 
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Оскільки повна потужність трифазної систе-
ми S дорівнює максимальній активній потужнос-
ті при заданих втратах [9], то  
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Коефіцієнт потужності трифазної системи 
живлення в несиметричному несинусо-
їдному режимі 

Коефіцієнт потужності усталеного процесу 
трифазної системи живлення, що 
характеризується вектором фазних напруг u(t), 
вектором лінійних струмів i(t) та матрицею 
опорів втрат R, відповідно до формул (1) та (6), 
визначається виразом 
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Формули (6),(7) відрізняються від відомих з 
[8] розглядом узагальненого випадку 
несинусоїдних напруг та наявністю матричного 

множника у вигляді оберненої матриці втрат при 
векторі фазних напруг.  

Для трипровідної системи при R = rI 
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Таким самим співвідношенням пов’язані вектори миттєвих значень: 
1( ) ( ).
3

t t=u Dv               (8) 

З урахуванням цього 

2

0 0 0

1 1 1( ) ( ) [ ( )] ( ) ( ) ( )
9 9

T T T
T T T TU t t dt t t dt t t dt

T T T
= = = =∫ ∫ ∫u u Dv Dv v D Dv  

0 0

2 2

0 0 0

2 1 1 3 0 0 1 1 1
1 1( ) 1 2 1 ( ) ( ) 0 3 0 1 1 1 ( )

9 9
1 1 2 0 0 3 1 1 1

1 1 1 1( ) ( ) ; ( ) ( ) ; ( ) ( ) .
3 3 3

T T
T T

T T T
T T T T

t t dt t t dt
T T

t t dt V P t t dt I t t dt
T T T

 − −
 

= − − = − = 
 − −  

= = = =

∫ ∫

∫ ∫ ∫

v v v v

v v v D i i i

 

 

і вираз (7) для трипровідної системи приймає 
вигляд 

.
/ 3P
Pk

VI
=                              (9) 

Відповідно до формул (5),(8) та (9) коефіці-
єнт потужності трифазної трипровідної системи 
набуває одиничного значення при  

( ) ( )t G t=i Dv ,                     (10) 

де G - довільний дійсний скаляр. 

Дійсно, в цьому випадку в формулі (9) 

2

0
2

2 2 2

0

( ) ( ) ;
3

( ) ( ) 3 ;

1.

T
T T

T
T T

P

GP t t dt GV
T

GI t t dt G V
T

k

= =

= =

=

∫

∫

v D Dv

v D Dv  

Для чотирипровідної системи матриця R 
впливає на вирази (6), (7) за наявності складо-
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вих нульової послідовності векторів фазних на-
пруг та лінійних струмів. Виділимо у векторі мит-
тєвих значень фазних напруг ортогональні 
складові 

0( ) ( ) ( ),t t t⊥= +u u u  

де 0 0
( ) 1( ) ( ) ( )

3 3
Tu t

t t t+= = =u j jj u A u  - складова 

нульової послідовності, колінеарна орту 

0
1/ 3; ( ) ( ); ;
3

T Tu t t+ = =j j u A jj  а ортого-

нальна цьому орту складова ( ),t⊥u  що локалі-
зується в αβ - площині [2], визначається вира-
зом 

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t t t t t⊥ ⊥= − = − =u u u I A u A u  

з матрицею 

2 1 1
1 1 1 2 1 .
3 3

1 1 2

T
⊥

− −
= − = − −

− −
A I jj  

Можна показати, що матриця 0A  є проекто-
ром, а матриця ⊥A – сумою проекторів матриці 

0 1 0
0 0 1
1 0 0

, тому матриці 0, ⊥A A  не змінюють  

своїх значень при піднесенні до квадрату, їх су-
ма дорівнює одиничній матриці, а добуток в 
довільному порядку – нульовій матриці. 
Внаслідок цього для довільного n та ненульових 
a, b справедливий вираз  

0 0( ) .n n na b a b⊥ ⊥+ = +A A A A  

Зокрема,  
1 1 1

0 0

1 1
0 0

0 0

0 0 0

0 0

31( ) [( ) )]

3 31 1[ (1 ) ] [ (1 ) ]

1[ ( 1) ]
3

31 1[ ( ) ] ( )
3

1[ (1 ) ],

T n
n

n n

n

n

n

r
r r

r r
r r

r r r r
r

r r r
r

r r r r

r

σ

σ

− − −
⊥

− −
⊥ ⊥

⊥

⊥

= + = + + =

= + + = + + =

= + + − =
+

= − = − =
+

= + −

R I jj A A A

A A A A

A A A

I A I A

A A

де коефіцієнт
 

0
3

3
N

N

r
r r

σ =
+

 в точності співпадає 

з величиною послаблення складової нульової 
послідовності вектора фазних напругах [11], що 
мінімізує втрати енергії в силовому кабелю чо-
тирипровідної системи. 

З урахуванням значення 1−R  та властивос-
тей матриць 0, ⊥A A  інтеграл напруг з виразу (7) 
набуває вигляду 

 

1
0 0 0 0

0 0

2 2
0 0 0 0 0

0 0

1 1( ) ( ) [ ( ) ( )] [ (1 ) ][ ( ) ( )]

1 1 1( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) [ (1 ) ].

T T
T T

T T
T T

t t dt t t t t dt
T Tr

t t dt t t dt U U
Tr Tr r

σ

σ σ

−
⊥ ⊥ ⊥

⊥ ⊥ ⊥

= + + − + =

= + − = + −

∫ ∫

∫ ∫

u R u u u A A u u

u u u u
               (11) 

Аналогічно може бути розкладений на орто-
гональні складові довільний вектор лінійних 
струмів: 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t t t t t⊥ ⊥= + = +i i i A i A i  

тоді інтеграл струмів та потужність навантажен-
ня визначаються виразами 

0 0 0
0 0

2 2
0 0 0 0

0 0

0 0
0 0

31 ( ) ( ) [ ( ) ( )] [ (1 ) ][ ( ) ( )]

3
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⊥ ⊥

⊥ ⊥

= + + + + =
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=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

i Ri i i A A i i

i i i i

u i u u i i

u i 0 0 0
0 0

1) ( ) ( ) .
T T

Tdt t t dt P P
T ⊥+ = +∫ ∫u i

 (12)

Відповідно до виразів (11), (12) коефіцієнт 
потужності чотирипровідної системи, виражений 

через інтеграли від ортогональних складових, 
дорівнює 
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0
2 2 2 2

0 0 0 0

.
[ (1 ) ][ / (1 )]

P
P PPk

S U U I Iσ σ
⊥

⊥ ⊥

+
= =

+ − + −
                                              (13) 

Коефіцієнт потужності за виразом (13) набу-
ває одиничного значення лише за умови фор-
мування вектора фазних струмів пропорційним 

вектору фазних напруг з частково послабленою 
складовою нульової послідовності ( )tσu : 

0 0( ) ( ) [ ( ) (1 ) ( )],t G t G t tσ σ⊥= = + −i u u u                      (14) 

де G – довільна дійсна константа, оскільки в цьому випадку в формулі (13) 
2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0[ (1 ) ]; / (1 ) [ (1 ) ]; 1.PP P G U U I I G U U kσ σ σ⊥ ⊥ ⊥ ⊥+ = + − + − = + − =  
Зокрема, в розглянутому розв’язку екстре-

мальної задачі передачі максимальної за період 
енергії від несиметричного трифазного джерела 

при заданих втратах в силовому чотирипровід-
ному кабелю константа G набуває значення 

0 0
0 0

1 .
2 1 1 1( ) [ (1 ) ] ( ) ( ) ( )

T T
T T

P PrG

t t dt t t dt
T r T σ

λ
σ⊥

∆ ∆
= − = =

+ −∫ ∫u A A u u u

Енергоефективність засобів паралельної ак-
тивної фільтрації трифазної чотири провід-
ної системи живлення 

Алгоритми роботи паралельного активного 
фільтра (ПАФ) трифазної чотирипровідної сис-
теми живлення передбачають постачання в па-
ралельно включене нелінійне навантаження не-
активних складових струмів, позбавляючи від 
них трифазне джерело та зменшуючи середньо-
квадратичне значення споживаного струму. Та-
ким чином, при нехтуванні величиною власної 
потужності втрат ПАФ забезпечує вирівнювання 
миттєвої чи осередненої активної потужності 
трифазного джерела та навантаження в залеж-
ності від інтервалу осереднення, що задається 
системою управління [5]. В подальшому обме-
жимося розглядом  основних алгоритмів фільт-
рації з використанням середньої активної поту-
жності, оскільки ПАФ, що їх використовують, пе-

реважають за енергоефективністю аналоги з 
обробкою миттєвих значень [12].  

Вперше алгоритм паралельної активної фі-
льтрації струмів трифазної системи запропону-
вав S. Fryze [9], виділивши в векторі фазних 
струмів навантаження “миттєвий активний” 
струм  

0

( ) ( ).
1 ( ) ( )

F
T

T

Pt t

t t dt
T

=

∫
i u

u u
 

 
Однак формування вектору струмів трифаз-

ного джерела за формулою S. Fryze у випадку 
чотирипровідної трифазної системи не 
забезпечує рівності активної та повної потужно-
стей. Дійсно, в цьому випадку при використанні 
формули (13) для  

0 02 2 2 2
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )F F F P Pt t t t t
U U U U

⊥ ⊥
⊥ ⊥

= + = +
+ +

i i i u u  дає наступний результат: 
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σ σ
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⊥

⊥ ⊥
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= + − + − = +     −+ +   

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 0 0

0 0 0 02 2 2 2 2
00 0

[ (1 ) ] [ / (1 )] 1 ;
1 ( )

U UPS U U U U P
U U U U

 
1/22 2 2

0 0
2 2 2

0 0
1 1.

1 ( )
F
P

U U
k

U U

σ
σ

−
⊥

⊥

 
= + < 

− +  
                                           (15) 

Так само коефіцієнт потужності не досягає 
одиничного значення при компенсації струму 
нейтралі шляхом пропорційно-векторного фо-

рмування фазних струмів з опорним вектором 
фазних напруг, позбавленим складової ну-
льової послідовності [10] 
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= =

∫
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оскільки при цьому за формулою (13) 
2 2

2 2 2 2 2 0
0 0 02 2[ (1 ) ] 1 (1 ) ;

UPS U U U P
U U

σ σ⊥ ⊥
⊥ ⊥

  
 = + − = + −       

 

1/22
0

0 21 (1 ) 1.Z
P

U
k

U
σ

−

⊥

 
= + − < 
  

    (16) 

Графіки коефіцієнтів потужності за формулами (15), (16) в залежності від коефіцієнта нульової 
послідовності 2 2 2 2

0 0 0/ ( )U U U⊥∆ = +  наведено на рис. 1. 

 
        а)                   б) 

Рис.1. Графіки залежностей коефіцієнтів потужності від коефіцієнта нульової послідовності:  
а) – за формулою (15); б) – за формулою (16) 

Аналіз графіків показує, що зменшення кое-
фіцієнтів потужності на величину, більшу за 
один відсоток, відбувається при 2

0 0,04,∆ ≥  при-
чому при зменшенні опору нейтрального прово-
ду енергоефективність фільтрів, що використо-
вують алгоритм [9], зростає, а тих, що викорис-
товують алгоритм [10], навпаки, зменшується, 
не досягаючи максимального значення. 

І тільки запропонована в [11] формула 

0

( ) ( )
1 ( ) ( )

T
T

Pt t

t t dt
T

σ
σ

σ

=

∫
i u

u u
 

пропорційно-векторного формування фазних 
струмів з послабленням складової нульової 
послідовності опорного вектора фазних напруг в 

01 σ−  разів, що є окремим випадком виразу (14) 

при 2 2
0 0/ [ (1 ) ]G P U Uσ⊥= + − , забезпечує оди-

ничний коефіцієнт потужності та мінімальні 
втрати енергії в силовому кабелю при заданій 
потужності навантаження. 

Висновки 

В результаті розв’язання екстремальної за-
дачі визначення максимальної потужності нава-

нтаження при заданих втратах в проводах три-
фазної системи живлення необмеженої потуж-
ності отримані формули для оптимальної часо-
вої залежності лінійних струмів та повної потуж-
ності, які, на відміну від відомих, враховують па-
раметри  силового кабелю. 

Вперше отримана умова досягнення одини-
чного коефіцієнта потужності в трифазній чоти-
рипровідній системі живлення у вигляді пропор-
ційності вектора фазних струмів вектору миттє-
вих значень фазних напруг з частково послаб-
леною складовою нульової послідовності, при-
чому величина коефіцієнта послаблення дорів-
нює значенню, що мінімізує втрати енергії в си-
ловому чотирипровідному кабелю. 

Доведено, що засоби паралельної активної 
фільтрації трифазної чотирипровідної системи 
живлення, що використовують пропорційно-
векторне формування лінійних струмів джерела 
з частковим послабленням складової нульової 
послідовності відповідно до параметрів силово-
го кабелю переважають за енергоефективністю 
аналогічні засоби з іншими алгоритмами трифа-
зної паралельної активної фільтрації, забезпе-
чуючи одиничний коефіцієнт потужності та міні-
мальні втрати енергії при заданій потужності на-
вантаження. 
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Полная мощность трехфазной системы питания в несинусои-
дальном режиме и энергоэффективность средств параллельной 

активной фильтрации 

Выведена формула для полной мощности трехфазной системы питания, которая учитыва-
ет соотношение активных сопротивлений силового кабеля. Получены условия достижения еди-
ничного коэффициента мощности в трехпроводной и четырехпроводной трехфазных системах 
питания. Доказано, что средства параллельной активной фильтрации трехфазной четырех-
проводной системы питания, использующие пропорционально-векторное формирования линей-
ных токов с частичным ослаблением составляющей нулевой последовательности в соответ-
ствии с параметрами силового кабеля обеспечивают единичный коэффициент мощности и ми-
нимальные потери энергии. Библ.12, рис. 1. 

Ключевые слова: полная мощность, коэффициент мощности, параллельный активный 
фільтр. 
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Apparent power of three-phase power system in nonsinusoidal mode 
and energy effectiveness of shunt active filters 

The formula for apparent power of three-phase power system was derived, which takes into account 
the ratio of the resistances of the power cable. Conditions to achieve unity power factor in a three-wire and 
four-wire three-phase power system were obtained. It is proved that shunt active filter of three-phase four 
power system using proportional-vector formation of line currents with partial attenuation of the zero-
sequence component in accordance to the parameters of the power cable provides unity power factor and 
minimum energy losses. Reference 12, figure 1. 

Keywords: apparent power, power factor, shunt active filter. 
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