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Физические поля планарных гидроакустических антенн, 
образованных из цилиндрических пьезокерамических 

излучателей 

Методом связанных полей в многосвязных 
областях решена задача излучения звука пла-
нарной антенной решеткой, образованной из 
цилиндрических пьезокерамических излучате-
лей силовой и компенсированной конструкций 
с окружной поляризацией, с учетом взаимо-
действия электрических, механических и зву-
ковых полей в процессе преобразования элек-
трической энергии в акустическую и взаимо-
действия излучателей в решетке по звуково-
му полю, обусловленного многократным рас-
сеянием волн на элементах решетки. Получе-
ны аналитические выражения, позволяющие 
выполнять расчеты параметров всех физиче-
ских полей, участвующих в работе антенны. 
Библ. 11, рис. 1. 
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Введение 

В корабельной гидроакустике широкое при-
менение [5, 2] нашли плоские (планарные) при-
емно-излучающие антенны. Они рассматрива-
ются в качестве одного из вариантов техниче-
ской реализации конформных антенн, разме-
щаемых в корпусе корабля и позволяющих ис-
пользовать значительную часть его длины. Раз-
витые размеры гидроакустических антенн с 
плоской рабочей поверхностью обеспечивают 
возможности решения задач как обнаружения 
подводных объектов в области низких звуковых 
частот, так и гидроакустической навигации с ис-
пользованием высоких частот. Исследованиям 
плоских гидроакустических антенн посвящено 
большое число работ, наиболее полный пере-
чень которых приведен в [11, 6]. Однако практи-
чески во всех из них рассматриваются вопросы 
формирования и расчета только акустических 
полей, как без учета, так и с учетом взаимодей-
ствия элементов антенн по звуковому полю. 

В отличие от радиотехнических антенн гид-
роакустические антенны в процессе своей ра-

боты выполняют две функции – функцию пре-
образования одного вида энергии (электриче-
ской в режиме излучения, звуковой в режиме 
приема) в другой вид (звуковую и электриче-
скую, соответственно) и функцию распределе-
ния звуковой энергии в окружающем антенну 
пространстве. При этом в процессе преобразо-
вания энергии задействованы и взаимодейст-
вуют между собой физические поля трех видов 
– электрические, механические и акустические. 
Таким образом, функционирование гидроаку-
стической антенны характеризуется наличием 
нескольких видов взаимодействия, влияющих 
друг на друга, а именно, взаимодействия трех 
физических полей в процессе преобразования 
энергии и взаимодействием элементов антенн 
по звуковому полю в процессе пространствен-
ного распределения преобразованной энергии. 
В изложенной постановке изучалась только ра-
бота одиночного пьезокерамического цилинд-
рического излучателя [7, 8, 9], представляюще-
го собой предельный случай вырождения пло-
ской решетки из конечного числа таких излуча-
телей. 

Целью данной работы является получение 
аналитических выражений, позволяющих опи-
сать закономерности формирования и свойства 
всех физических полей планарных антенных 
решеток, образованных из конечного числа пье-
зокерамических цилиндрических излучателей, с 
учетом всех видов взаимодействий полей, воз-
никающих в процессе работы антенных реше-
ток. 

Постановка задачи 

Пусть имеется планарная гидроакустиче-
ская антенная решетка, образованная из конеч-
ного числа круговых цилиндрических пьезоке-
рамических излучателей силовой или компен-
сированной конструкций [3]. Продольные оси 
преобразователей параллельны между собой и 
лежат в одной плоскости. Каждый из излучате-
лей представляет собой протяженную гермети-
зированную пьезокерамическую оболочку, внут-
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ренняя полость которой вакуумирована или за-
полнена воздухом при нормальном атмосфер-
ном давлении (силовая конструкция) или в ней 
находится жидкость или воздух при избыточном 
давлении (компенсированная конструкция). 
Оболочки имеют окружную поляризацию, реа-
лизованную путем образования их из жестко 
склеенных между собой призм, на боковые по-
верхности которых нанесены электроды. К об-
кладкам электродов приложен гармонический 
электрический сигнал ( )( )

0
ss i te ωψ ψ −=  где ψ – 

электрическое напряжение, ω – частота возбу-
ждения, а s – номер излучателя в антенной ре-
шетке. К каждому из излучателей решетки под-
водится свой электрический сигнал. 

Рассмотрим в общем виде задачу об излу - 

чении звука такой планарной антенной решет-
кой. В математическом плане эту задачу сфор-
мулируем следующим образом. 

Введем ряд допущений. Будем полагать, что 
излучатели антенной решетки являются беско-
нечно длинными, а распределение колебатель-
ных скоростей по их длине является однород-
ным. В техническом отношении такая идеали-
зация обоснована [6]. Обозначим средние ра-
диусы излучателей антенной решетки с числом 
элементов M через osr , толщины излучателей 
через sh , при этом 1s osh r , а расстояния 
между элементами – через qsl , где q и s – те-

кущие номера элементов решетки, 
1,.., ; 1,..,s M q M= =  (рис. 1). 

Рис. 1. Изображение излучателей антенной решетки 

Введем ряд координатных систем: общую 
ОХУZ и локальные OSxSySzS прямоугольные 
системы и связанные с ними круговые цилинд-
рические системы координат ( ϕ, ,R z ) и 
( ϕr , ,s s sz ). При этом оси OSZS направим вдоль 
продольных осей соответствующих излучате-
лей, ось ОZ совместим с продольной осью пер-
вого излучателя, а оси ОХ и OSxS направим 
вдоль линий центров нормальных сечений из-
лучателей плоскостью Z=0. Будем полагать, что 
снаружи все оболочки излучателей окружены 
жидкостью с плотностью ρ и скоростью звука с. 
Внутри каждая из оболочек заполнена средой с 
плотностью ρS и скоростью звука сS. Считаем, 
что при описании движения тонких оболочек из-
лучателей используется теория Кирхгофа-Лява. 

С учетом принятых допущений физические 
поля рассматриваемой планарной антенной 
решетки могут быть определены путем совме-
стного решения следующих дифференциаль-
ных уравнений: 
− уравнения Гельмгольца, описывающего 

движение упругих сред (газа или жидкости) 
внутри и вне каждого s-го излучателя ре-
шетки 
 

( ) ( ) ( )22 0;s s
sФ k Ф∇ + =   (1) 

 
− уравнений движения [9] тонкой оболочки s-

го излучателя с окружной поляризацией в 
перемещениях 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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     (2) 

− уравнений вынужденной электростатики для 
пьезокерамики s-го излучателя 

(s) (s) (s); 0E grad divDψ= − =   (3) 
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Здесь ∆– оператор Лапласа; ( )sФ – потенци-
ал колебательной скорости s-го излучателя; k  и 

sk  – волновые числа внешней и внутренней 

сред s-го излучателя; ( )sU  и ( )sW  – окружная и 
нормальная составляющие вектора смещений 
точек срединной поверхности s-го излучателя; 

( ) ( ) ( )

( )

22 (s) (s)2
33 33 33

(s)2
33

12 1 ;

;

ss E s
s os

s E
os

h r e C

r C

β ε

α

  = +     

=

 

(s)
rq –внешняя нагрузка s-го излучателя; 

( )ε(s) (s)
33 33 33, , sE sC e – модуль упругости при нулевой 

электрической напряженности, диэлектрическая 
проницаемость при нулевой деформации и пье-
зоконстанта оболочки s-го излучателя, соответ-

ственно; ( )sγ – плотность материала s-й обо-

лочки; ϕ ϕ
(s) (s),E D – векторы напряженности и ин-

дукции электрического поля s-го излучателя. 
Для каждого s-го излучателя антенной ре-

шетки звуковое поле формируется в двух об-

ластях – внутренней ( )
2
sΦ  и внешней ( )

1
sΦ . Гра-

ницы внутренних областей определяется соот-
ношением 20 ; 0 2s s os sr r hϕ π≤ ≤ ≤ = − , внеш-

них – 10 ; 2s s s os sr r r hϕ π≤ ≤ ≥ = + , 1,..., .s M=  
Тогда механические условия задачи форму-

лируются в виде следующих кинематических и 
динамических условий сопряжения звуковых 
полей на границах раздела областей: 
− на поверхности каждого излучателя выпол-

няется условия равенства скоростей коле-
баний частиц сред и скоростей нормальных 
смещений поверхностей излучателей: 

( ) ( )
2

2

,

0 , , 1,...,M.

ss

s

s os s

dФdW
dt dr

r r sϕ π

= −

≤ ≤ = =
 

(4)
 

( )
1

1

,

0 , ; 1,...,M;

s

s

s os s

dФdW
dt dr

r r sϕ π

= −

≤ ≤ = =
 

(5) 

где 1Ф – полное поле излучения планарной ан-
тенной решетки, выраженное в координатах s-го 
излучателя; 
− на поверхности каждого излучателя выпол-

няется условие равенства нормальной со-

ставляющей тензора напряжений ( )s
rσ  зву-

ковому давлению, взятому с обратным зна-
ком: 

( )(s) (s)
1 2( ),

0 ; 1,...,M

s
r r

s

q P P

s

σ

ϕ π

= = − −

≤ ≤ =  
(6) 

Здесь 
( )

( ) ( ) 2
2

s
s s dФ

P
dt

ρ=  и 1
1

dФ
P

dt
ρ= – ра-

диационные нагрузки от динамического давле-
ния. 

Электрические граничные условия при ди-
намическом деформировании цилиндрических 
излучателей электрическим напряжением и 

( ) ( )
0 .ss i te ωψ ψ −= с учетом выражения (3) примут 

вид [1]: 
− напряженность электрического поля в мате-

риале пьезокерамической оболочки s-го из-
лучателя при окружной поляризации равна: 

( ) ( ) ( )
ϕ

ψ
π

= − 0 ,
2

ss
s

os

NE
r

 

− составляющие электрической индукции 
вдоль радиуса, продольной оси и окружно-
сти будут иметь значения 

( )

( )
( )( ) ( ) ( )

33
( ) ( ) ( )
33

0,

1

ss ss s s
r z

s s s
s os os

D D D E

e dU d r W r

ϕ ϕε

ϕ

= = = +

+ ⋅ +
, 

соответственно. 
Эти условия дополняются условиями излу-

чения на бесконечности и отсутствием особен-
ностей во внутренних полостях каждого из из-
лучателей решетки. 

Вывод расчетных соотношений 

Решение сформулированной задачи будем 
искать методом связанных полей в многосвяз-
ных областях. Для этого поступим следующим 
образом. Представим перемещения оболочек с 

помощью разложений 
( )sU  и ( )sW  в ряды по 

собственным формам колебаний оболочек в ва-
кууме 

( ) ( ) ( ) ( ); .s ss ss sin in
n nU U e W W eϕ ϕ

∞ ∞

−∞ −∞
= =∑ ∑     (7) 

Полное звуковое поле 1Ф , формируемое 
планарной антенной решеткой во внешней об-
ласти, является суперпозицией звуковых полей 

( )
1
sФ , создаваемым каждым излучателем в со-

ставе решетки 
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( )
1 1

1

M s

s
Ф Ф

=
= ∑                          (8) 

При этом поле излучения каждого элемента 
решетки должно определятся с учетом взаимо-
действия всех излучателей решетки, возникаю-
щего в результате многократного рассеяния 
волн на ее элементах. 

Акустические потенциалы ( )
2
sФ  и ( )

1
sФ , удов-

летворяющие уравнению Гельмгольца (1) с со-
ответствующими волновыми числами, могут 
быть представлены разложениями по волновым 
цилиндрическим функциям. Для акустических 
потенциалов ( )

1
sФ  во внешней области выраже-

ния, удовлетворяющие условию излучения на 
бесконечности, имеют вид: 

( ) ( ) ( ) ( )(1)
1 , , 1,..., .ss s in

s s n n sФ r A H kr e s Mϕϕ
∞

−∞
= =∑   (9) 

Во внутренних областях излучателей аку-
стические потенциалы ( )

2
sФ , удовлетворяющие 

условию отсутствия особенностей в них, имеют 
вид: 

( ) ( ) ( ) ( )2 , , 1,..., .ss s in
s s n n s sФ r B J k r e s Mϕϕ

∞

−∞
= =∑   (10) 

В соотношениях (9) и (10) использованы тра-
диционные обозначения цилиндрических функций. 

Входящие в них неизвестные коэффициенты ( )s
nA  

и ( )s
nB  определяются из граничных условий задачи. 

Однако поскольку входящие в выражение (8) поля 
( )
1
sФ  записаны в локальных координатах своих из-

лучателей, соотношение (8) в таком виде не целе-
сообразно использовать для подстановки в фор-
мулы (5) и (6). Их необходимо выразить в локаль-
ных координатах того излучателя, граничные усло-
вия для которого используются. Преобразование 
выражений типа (9) к новым координатам можно 
осуществить на основании теорем сложения для 
цилиндрических волновых функций [11]: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

q

qs s

im
m q

i m n in
n s m n qs

n

H kr e

J kr H kr e e

ϕ

ϕ ϕ
∞ −

−
=−∞

=

= ∑
 

где qsr и ϕqs  – полярные координаты начала 

координатной системы OS в координатах q-й 
системы. 

Тогда внешнее суммарное поле в координа-
тах s-го излучателя будет иметь вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1

1
, , 1,...,M.qss s

M i n ms qin im
s s n n s n m s n m qs

n q n m
q s

Ф r A H kr e A J kr H kr e e sϕϕ ϕϕ
∞ ∞ ∞ −

−
=−∞ = =−∞ =−∞

≠

= + =∑ ∑ ∑ ∑
      

(11) 

Подстановка соотношений (7), (10), (11) в 
выражения (2),(4),(5),(6) позволяет за счет пол-
ноты и ортогональности систем угловых функ-
ций получить бесконечную систему линейных 
алгебраических уравнений для определения 

неизвестных коэффициентов ( )s
nU , ( )s

nW , ( )s
nA  и 

( )s
nB , являющуюся исходной для определения 

количественных данных по физическим полям 
планарных антенных решеток и их элементов. 
Указанная система имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

' (s)11'
2 1 ' 1 '

1 1 1

1 1'
2 1 1

1

0; 0;

1 2

sq

sq

M i n ms s s s q m s s n
s n n n s n m n m sq s

q m n s s n sq s

s M i n ms s s s s q
n n n s s nm n n s nm m m s n m sqss q m

q s

J k r W
iс W B J k r A A H kr e ic

H k r H kr

iR B J k r Q A H kr Q A J kr H kr e
iс h

ϕ

ϕωα ρ π

∞ −
−

= =−∞
≠

∞ −
−

= =−∞
≠

 − = + − = 
 


+ + + 


+

∑ ∑

∑ ∑

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )033

2 (s)
33

; 1,..., ; , ; , .
2

ssss
s s ss

n n s s nm mEs

N ei
B J k r Q Q s M n m

Ch

ωα ρ

π

Ψ
= = = −∞ ∞ = −∞ ∞

        (12) 

где ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 2 4 21 1s s s s s s s s s
nR n n n n n nβ β β ω α γ β ω α γ      = + ⋅ + + − − + −            

, 

( ) ( )
2 2

0 0

2 0; 2 ;
,

0 0. 0 .
s s ss sim in im

m s nm s
при m при n m

Q e d Q e e d
при m при n m

π π
ϕ ϕ ϕπ π

ϕ ϕ− −= = 
= = = = ≠ ≠ 
∫ ∫ . 
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Замена ( )s
nA  и ( )s

nB  новыми неизвестными 
( )s
nA  и ( )s

nB  по формулам ( ) ( ) ( ) ( )1 '
1

s s
n n n sA A H kr=  и 

( ) ( ) ( )'
2

s s
n n n s sB B J k r=  позволяет преобразовать 

бесконечную систему (12) к виду квазирегуляр-
ной и применить для ее решения метод усече-
ния или метод последовательных приближений. 

Полученные в результате решения беско-

нечной системы (12) коэффициенты ( )s
nU , 

( )s
nW , ( )s

nA  и ( )s
nB  определяют физические поля 

антенных решеток, при формировании которых 
учитываются как взаимодействие электриче-
ских, механических и акустических полей в про-
цессе преобразования электрической энергии в 
акустическую в излучателях решетки, так и 
взаимодействие излучателей между собой, обу-
словленное многократным рассеянием волн на 
элементах решетки. 

Соотношения (12) для определения значе-
ний неизвестных коэффициентов состоят из 
двух частей, все элементы которых имеют чет-
кий физический смысл. Правая часть определя-
ет значения коэффициентов разложения физи-
ческих полей одиночного излучателя при рабо-
те его вне антенной решетки и электрическом 
возбуждении на нулевой моде колебаний  излу-
чателя. Содержащиеся в левых частях двойные 
суммы характеризуют взаимодействие излуча-
телей в решетках, обусловленное многократ-
ным рассеянием звука. Матричные элементы 
этой части отображают эффекты взаимодейст-
вия излучателей с номерами s и q в результате 
обмена между ними звуковыми волнами n-го и 
m-го порядков рассеяния, величина которых за-
висит от расстояния между излучателями (ото-

бражает множитель ( ) ( )1
n m sqH kr− ). Входящие в 

двойные суммы множители ( ) ( ) ( )1 ''
1 1m s n sJ kr H kr  

соответствуют коэффициентам разложений 
звукового поля, рассеянного одиночным абсо-
лютно жестким цилиндром при дифракции зву-
ковых волн на нем [6]. Остальные элементы ле-
вых частей описывают взаимодействие механи-
ческих полей оболочек излучателей со звуко-
выми полями внутри излучателей и решетки в 
целом во внешнем пространстве, их зависи-
мость от частоты электрического возбуждения 
излучателей и возможность появления новых 
мод радиальных и окружных колебаний даже 
при возбуждении всех излучателей решетки 
только на нулевой моде колебаний. 

Полученные соотношения позволяют рас-
считать все необходимые для выполнения про-
ектных работ параметры физических полей 
планарных антенных решеток. 

В части акустических полей такими пара-
метрами являются: распределения амплитуд 
звуковых давлений в ближней зоне решетки, 
позволяющие выявить возможные зоны возник-
новения кавитации при работе антенных реше-
ток; характеристики направленности решеток и 
частотные зависимости излучаемой каждым 
элементом решетки акустической мощности, 
важные с точки зрения определения тактико-
технических параметров гидроакустических 
станций с такими антеннами; активных и реак-
тивных составляющих импедансов излучения. 
Для определения их количественных значений 
используются соотношения (12), (7), (11). 

В части механических полей интерес пред-
ставляют частотные зависимости и угловые 
распределения амплитуд и фаз радиальной и 
окружной колебательных скоростей и состав-
ляющих их мод колебаний для каждого излуча-
теля решетки, позволяющие определить со-
стояние их механической прочности. Их расчет 
проводится на основании соотношений (12) и 
(7). 

В части электрических полей важными па-
раметрами являются частотные зависимости 
входных электрических сопротивлений излуча-
телей, позволяющие решить задачу согласова-
ния импедансов излучателей и возбуждающих 
их электрических генераторов, и электрических 
токов, характеризующих качество преобразова-
ния электрической энергии в механическую из-
лучателями конкретного вида и конструкции. 
Для их вычисления необходимы соотношения 
(12), (7) и выражения для ϕ ϕ

(s) (s),E D . 

Выводы 

Показано, что процесс функционирования 
планарных гидроакустических антенных реше-
ток характеризуется возникновением взаимо-
действия электрических, механических и звуко-
вых полей в каждом излучателе решетки при 
преобразовании электрической энергии в аку-
стическую и взаимодействия излучателей в ре-
шетке по звуковому полю при формировании 
распределения его в окружающем пространст-
ве. Эти два вида взаимодействия существен-
ным образом влияют на формирование локаль-
ных и энергетических характеристик антенных 
решеток и должны учитываться при их проекти-
ровании. Методом связанных полей в много-
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связных областях получены аналитические со-
отношения, позволяющие учесть указанные ви-
ды взаимодействия и выполнить расчеты коли-
чественных характеристик всех необходимых 
параметров планарных решеток при их проек-
тировании с учетом реальных физических осо-
бенностей их работы. 
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вул. Сурікова, 3, м. Київ, 03035, Україна. 

Фізичні поля планарних гідроакустичних антен, утворених з 
циліндричних п’єзокерамічних випромінювачів 

Методом зв’язаних полів в багатозв’язних областях вирішена задача випромінювання звуку 
планарною антенною решіткою, утвореною з циліндричних п’єзокерамічних випромінювачів 
силової та компенсованої конструкцій з окружною поляризацією, з урахуванням взаємодії елек-
тричних, механічних та звукових полів у процесі перетворення електричної енергії в акустичну 
та взаємодії випромінювачів в решітці по звуковому полю, зумовленої багатократним 
розсіюванням хвиль на елементах решітки. Отримані аналітичні співвідношення, що дозволяють 
виконати розрахунки параметрів всіх фізичних полів, що приймають участь в роботі. Бібл. 11, 
рис. 1. 

Ключові слова: фізичні поля; антенна решітка; циліндричний п’єзокерамічний випромінювач; 
окружна поляризація; метод зв’язаних областей. 
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Physical fields of planar sonars which consists of cylindrical  
piezoceramic emitters 

Using related fields method in multi related areas the problem of sound emitting by planar sonar, 
which consist of cylindrical piezoceramic emitters was solved. This solution allows us to take into account 
the interaction of electrical, mechanical and sound fields during the process of converting electrical energy 
into acoustical and the interaction of the transmitters in the sound field, which is caused by numerous 
reflections of sound waves from the elements of the sonar. The analytical expressions, that allow to 
compute characteristics of all physical fields, that take part in sonar operation were obtained. Reference 
11, figures 1. 

Keywords: physical fields; antenna array; cylindrical piezoceramic emitter; circumferential polariza-
tion; related fields method. 
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