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кристаллической решетки 
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физической инвариантности межузлового ас-

пекта кристаллической решётки и его обоб-

щение на все пространственные фёдоровские 

группы. Доказана физическая тождествен-

ность межузлового и узлового аспектов кри-

сталлической решётки. Показана примени-

мость межузлового аспекта к решению задачи 

о плотности поверхностных состояний. Библ. 

5, рис. 23. 
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Введение 

Для решения теоретической задачи нахож-

дения численного значения плотности поверх-

ностных состояний на границе раздела полу-

проводник-диэлектрик, как показано в [5], может 

быть использована концепция межузлового ас-

пекта кристаллической решетки, феноменоло-

гическое описание которого дано в [4]. Послед-

ний подход, в отличие от классического пред-

ставления кристаллической решетки (узловой 

аспект), позволяет построить физико-

математические модели ограниченного кри-

сталлического континуума, в частности, границ 

раздела кристалл-вакуум, двух кристаллических 

веществ и др.. Тем не менее, для применения 

этой концепции требуется построение строгой 

физико-математической теории межузлового 

аспекта кристаллической решетки, а именно, 

доказательства тождества (как математическо-

го, так и физического) этого и классического 

представлений. Так в работе [3] показано, что, с 

точки зрения математического описания кри-

сталлической решетки, межузловой и узловой 

аспекты равноценны. Однако, остался откры-

тым вопрос о тождественности описания физи-

ческих свойств кристалла в обоих аспектах. 

Рассмотрим последнее более подробно. 

Проблематика описания физических свойств 

кристалла в межузловом аспекте кристалличе-

ской решётки. 

Феноменологичность межузлового аспекта 

кристаллической решётки в одно и тоже время 

является как достоинством, так и недостатком 

такой интерпретации кристаллической решетки 

[4]. Последнее обусловлено тем, что рассмат-

риваемые сдвиги начала координат отсчёта 

ячейки приводят к установлению нового начала 

отсчёта внутри изначально рассматриваемой 

кристаллической ячейки. Из этого сразу следу-

ет, что предполагается неизменность физиче-

ских свойств как прежней точки отсчёта, так и 

нововведённой, т.е., это требование является 

основой для построения физически непротиво-

речивой теории кристаллической решётки. Ина-

че говоря, выше сформулированная задача 

сводится к доказательству того, что математи-

ческий перенос начала системы отсчёта в клас-

сическом (узловом) аспекте пространственной 

кристаллической решётки в точки, указанные в 

работе [4], не изменяет физических свойств 

плоскостей и рёбер новой – межузловой ячейки. 

Поставленную задачу можно решить в рам-

ках концепции правильной системы точек (ПСТ) 

[3,4], а именно, на основании того факта, что 

ПСТ общего положения, будучи геометрическим 

объектом, описывает не только действие эле-

ментов пространственной симметрии в целом, 

но и физические свойства узла кристаллической 

ячейки. Рассмотрим сказанное на самом общем 

случае – на федоровской группе P1, которой 

соответствует решётка Бравэ типа P – триклин-

ная примитивная решётка. 

Примитивная решётка P1 

ПСТ кристаллической решётки федоровско-

го класса P1 состоит из 1 точки, кристаллогра-

фических координатах которой  , ,x y z  [1], чего 

явно недостаточно для наглядного описания 

полной симметрии узла такой решётки. Послед-

нее легко восполнить дополнительным постро-

ением необходимого числа иных ПСТ, в частно-

сти таких, которые повторяют общую асиммет-

ричность указанной ячейки. Так из требования 

сдвига начала координат на половину длины 

объемной диагонали ячейки [4] следует нали-
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чие 8 таких возможных сдвигов (по 2 сдвига для 

каждой из четырех объемных диагоналей). В 

силу последнего построим 8 различных ПСТ 

так, чтобы каждая точка отдельно взятой ПСТ 

находилась на объёмной диагонали исходной 

ячейки и при этом расстояние между точками из 

различных ПСТ было пропорционально длине 

сторон соответственного ребра исходной ячей-

ки. Очевидно, что в таком случае, указанный 

набор ПСТ будет окружать каждый узел исход-

ной решётки так, что центр тяжести такого 

набора ПСТ будет точным местоположением 

узла исходной решётки (рис. 1). Следует отме-

тить то, что каждая точка в указанном наборе 

ПСТ не является физически тождественной лю-

бой другой точке из введённого набора точек. 

Более того, такая трактовка лишний раз под-

чёркивает асимметричность рассматриваемой 

фёдоровской группы, т.е. полное отсутствие 

элементов симметрии. 

 

Рис. 1. Исходный набор ПСТ пространственной 

группы P1 

Применяя к указанному набору ПСТ прави-

ло сдвига на половину длины объёмной диаго-

нали исходной ячейки получим набор ПСТ, об-

ладающий рядом новых свойств (рис. 2). Полу-

ченный набор ПСТ сосредоточится вокруг гео-

метрического центра тяжести исходной три-

клинной ячейки. В силу того, что ПСТ является 

системой точек окружающих узел ячейки, сле-

дует считать изначальный геометрический 

центр тяжести исходной ячейки – точкой с сим-

метрией тождественной симметрии исходных 

узлов. Эту точку будем называть узлом тожде-

ственной симметрии. Таким образом, в случае 

перехода от узлового аспекта к межузловому 

аспекту решётки типа P1 получаем, что начало 

отсчёта координатной системы узлового аспек-

та переносится в геометрический центр исход-

ной ячейки – узел тождественной симметрии. 

Последнее равнозначно утверждению, что ре-

шётка переходит сама в себя и, следовательно, 

при этом сохраняется форма описания физиче-

ских свойств кристалла. 

 

Рис. 2. Набор ПСТ тождественной симметрии про-

странственной группы P1 

Совмещая набор ПСТ исходной узловой 

решётки (рис. 1) с набором ПСТ тождественной 

симметрии (рис. 2) получим расширенный 

набор ПСТ триклинной решётки P1 (рис. 3) и, 

как следствие, расширенный набор точек тож-

дественной симметрии, представляющий собой 

совмещение вариаций описания кристалличе-

ской решётки. Очевидно, что полученные вари-

ации решётки P1 (рис. 4) в точности соответ-

ствуют классическому (узловому) и межузлово-

му аспектам пространственной решётки P1. 

 

 

Рис. 3. Расширенный набор ПСТ пространствен-

ной группы P1 
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Рис. 4. Вариации представления пространствен-

ной группы P1 

Обобщение результатов на все фёдоровские 

группы 

Обобщим полученный результат на все фё-

доровские группы симметрии кристаллов на ос-

новании того, что любая более симметрийная 

группа обязана включать в себя менее симмет-

рийную группу. Так как любая элементарная 

ячейка может быть описала в терминах прими-

тивной ячейки, следует, что группа P1 входит во 

все федоровские группы. Таким образом, полу-

ченные в п.3 результаты применимы ко всем 

федоровским группам. 

В качестве фактического подтверждения 

вышеизложенного рассмотрим кристаллическую 

решётку пространственной группы P222, у кото-

рой, в отличие от группы P1, набор ПСТ состоит 

уже из четырёх точек, кристаллографические 

координаты которых:  , ,x y z ,  , ,x y z ,  , ,x y z , 

 , ,x y z  [1]. Поскольку исходный набор ПСТ 

окружает каждый узел исходной ячейки геомет-

рическим тетраэдром (обозначен серыми звёз-

дочками на рис. 5), дополним его построением 

сопряженного набора ПСТ так, чтобы он окру-

жал узел исходной ячейки в виде отражённого 

тетраэдра, причём геометрически равного ис-

ходному (обозначен серыми шарами на рис. 5). 

 

Рис. 5. Исходный набор ПСТ пространственной 

группы P222 

Применяя к данному набору ПСТ правило 

сдвига на половину длины объёмной диагонали  

исходной ячейки, получим набор ПСТ тожде-

ственной симметрии (рис. 6). Далее, совмещая 

исходный набор ПСТ и набор ПСТ тождествен-

ной симметрии, получим расширенный набор 

ПСТ пространственной группы P222 (рис. 7). 

Последний, как и в случае группы P1, приводит 

всего лишь к двум вариациям описания кри-

сталлической решётки (рис. 8). Сравнивая 

рис. 4 и рис. 8, убеждаемся в идентичности по-

лученных результатов, а именно, в наличии 

всего двух возможных вариаций описания кри-

сталлической решётки. 

 

Рис. 6. Набор ПСТ тождественной симметрии про-

странственной группы P222 

 

Рис. 7. Расширенный набор ПСТ пространствен-

ной группы P222 

 

Рис. 8. Вариации представления пространствен-

ной группы P222 
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Фёдоровские группы с ячейками отличными 

от ячейки типа P 

Прежде всего, покажем тождественность 

классического и межузлового аспектов кристал-

лической решётки для пространственных групп, 

которые описываются ромбоэдрической (тип R) 

и гексагональной (тип H) ячейками. 

В силу того, что ромбоэдрическая ячейка 

является примитивной ячейкой (как и ячейка 

пространственной группы P1) сразу следует, 

что полученные выше результаты тождествен-

ности классического и межузлового аспекта для 

ячейки пространственной группы P1 являются 

верными для всех ячеек типа R. 

Случай гексагональной ячейки, которая яв-

ляется простой комбинацией трех примитивных 

ячеек [2], требует рассмотрения не всей ячейки 

целиком, а только ее трети. Из того, что треть 

элементарной гексагональной ячейки представ-

ляет собой примитивный параллелепипед (как и 

ячейка пространственной группы P1), сразу 

следует, что этот случай сводится к случаю 

ячейки пространственной группы P1. 

Федоровские группы с базоцентрированной 

ячейкой (типа A, B, C)  рассмотрим на примере 

группы с наименьшей симметрией (C2). ПСТ 

этой группы по отношению к отдельно взятому 

исходному узлу состоит из двух точек, кристал-

лографические координаты которых:  , ,x y z , 

 , ,x y z  [1] (на рис. 9 - темно-серые звёздочки), 

чего явно недостаточно для наглядного описа-

ния полной симметрии узла такой решётки. До-

полним исходную ПСТ построением сопряжен-

ных наборов ПСТ так, чтобы узел исходной 

ячейки был окружен точками в виде параллеле-

пипеда подобного параллелепипеду исходной 

элементарной ячейки (на рис. 9 точки сопря-

женных наборов ПСТ - светло-серые звездочки 

и шестиугольники). 

Применяя к данному набору ПСТ правило 

сдвига по диагонали центрированной грани на 

четверть ее длины и, затем, по ее нормали на 

половину параметра решётки этого направле-

ния [4] исходной ячейки получим набор ПСТ 

тождественной симметрии (рис. 10). Для вос-

становления полной симметрии полученного 

набора ПСТ (аналогично исходному набору 

ПСТ) требуется построение набора ПСТ сопря-

женного ему в результате чего получим допол-

ненный набор ПСТ тождественной симметрии 

(рис. 11). Совмещая последний и исходный 

наборы ПСТ, и производя тот же сдвиг (по диа-

гонали центрированной грани на четверть ее 

длины и, затем, по ее нормали на половину па-

раметра решётки этого направления), получим 

расширенный набор ПСТ (рис. 12), из которого 

следует, что пространственную группу C2 мож-

но описать в четырех равноправных аспектах 

(рис. 13). Интересно отметить факт исчезнове-

ния половины точек в полученном наборе ПСТ 

по сравнению с исходным, что можно тракто-

вать как двукратное вырождение исходного 

набора ПСТ. 

 

Рис. 9. Исходный набор ПСТ пространственной 

группы C2 

 

Рис. 10. Набор ПСТ тождественной симметрии 

пространственной группы C2 

Для доказательства тождественности клас-

сического и межузлового аспектов кристалличе-

ской решётки, соответствующей пространствен-

ным группам, которые описываются объёмно- 

(тип I) или гранецентрированной (тип F) ячей-

ками, учтём тот факт, что они могут быть пред-

ставлены соответственными примитивными 

ячейками [2] и, следовательно, доказательство 

будет неотличимо от случая пространственной 

группы P1. Тем не менее, такой подход не поз-

воляет доказать тождественность аспектов для 

элементарной ячейки. В силу последнего рас-
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смотрим эти ячейки по отдельности для случая 

фёдоровских групп наименьшей симметрии, т.е. 

результат такого подхода будет общим для всех 

групп с более высокой симметрией. 

 

Рис. 11. Дополненный набор ПСТ тождественной 

симметрии пространственной группы C2 

 

Рис. 12. Расширенный набор ПСТ пространствен-

ной группы С2 

 

Рис. 13. Вариации представления пространствен-

ной группы C2 

Гранецентрированные фёдоровские группы 

Гранецентрированной фёдоровской группой 

минимальной симметрии является группа F222. 

Набор ПСТ этой группы по отношению к от-

дельно взятому исходному узлу состоит из че-

тырёх точек, кристаллографические координаты 

которых:  , ,x y z ,  , ,x y z ,  , ,x y z ,  , ,x y z , [1] и 

окружает каждый узел исходной ячейки геомет-

рическим тетраэдром (обозначен серыми ша-

рами на рис. 14), дополним его построением со-

пряженного набора ПСТ так, чтобы он окружал 

узел исходной ячейки в виде отражённого тет-

раэдра, причём геометрически равного исход-

ному (обозначен серыми звёздочками на 

рис. 14).  

 

Рис. 14. Исходный набор ПСТ пространственной 

группы F222 

Применяя к данному набору ПСТ правило 

сдвига на четверть длины объёмной диагонали  

исходной ячейки получим набор ПСТ тожде-

ственной симметрии (рис. 15). Особенностью 

этого набора ПСТ является факт исчезновения 

половины точек исходного набора, т.е. наблю-

дается двукратное вырождение исходного 

набора ПСТ. Тем не менее, как и в исходном 

наборе ПСТ, полученный набор ПСТ окружает 

точку тождественной симметрии, что, в свою 

очередь, требует введения сопряженного набо-

ра ПСТ (рис. 16). Совмещая последний вариант 

с исходным и производя аналогичное правило 

сдвига на четверть длины объёмной диагонали 

указанной ячейки получим расширенный набор 

ПСТ (рис. 17). 

 

 

Рис. 15. Набор ПСТ тождественной симметрии 

пространственной группы F222 
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Рис. 16. Дополненный набор ПСТ тождественной 

симметрии пространственной группы F222 

 

Рис. 17. Расширенный набор ПСТ пространствен-

ной группы F222 

Анализ расширенного набора ПСТ (рис. 17) 

позволяет утверждать, что пространственную 

группу F222 можно описать в четырёх равно-

правных аспектах (рис. 18). 

 

 

Рис. 18. Вариации представления пространствен-

ной группы F222 

Объёмноцентрированные фёдоровские 

группы 

Объемно-центрированной фёдоровской 

группой минимальной симметрии является 

группа I222. Набор ПСТ этой группы по отноше-

нию к отдельно взятому исходному узлу состоит 

из четырёх точек, кристаллографические коор-

динаты которых:  , ,x y z ,  , ,x y z ,  , ,x y z , 

 , ,x y z , [1] и окружает каждый узел исходной 

ячейки геометрическим тетраэдром (обозначен 

серыми звёздочками на рис. 19), дополним его 

построением сопряженного набора ПСТ так, 

чтобы он окружал узел исходной ячейки в виде 

отражённого тетраэдра, причём геометрически 

равного исходному (обозначен серыми шарами 

на рис. 19). 

Применяя к данному набору ПСТ правило 

сдвига на четверть длины объёмной диагонали 

исходной ячейки получим набор ПСТ тожде-

ственной симметрии (рис. 20). Особенностью 

этого набора ПСТ является факт исчезновения 

трёх четвертей точек исходного набора, т.е. 

наблюдается четырёхкратное вырождение ис-

ходного набора ПСТ. Тем не менее, как и в ис-

ходном наборе ПСТ, полученный набор ПСТ 

окружает точку тождественной симметрии гео-

метрическим тетраэдром, что, в свою очередь, 

требует введения сопряженного набора ПСТ 

(рис. 20). Совмещая последний вариант с ис-

ходным и производя аналогичное правило сдви-

га на четверть длины объёмной диагонали ука-

занной ячейки получим расширенный набор 

ПСТ (рис. 22). Из последнего сразу следует, что 

пространственную группу I222 можно описать в 

восьми равноправных аспектах (рис. 23).  

 

 

Рис. 19. Исходный набор ПСТ пространственной 

группы I222 

 

 

Рис. 20. Набор ПСТ тождественной симметрии 

пространственной группы I222 
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Рис. 21. Дополненный набор ПСТ тождественной 

симметрии пространственной группы I222 

 

Рис. 22. Расширенный набор ПСТ пространствен-

ной группы I222 

 

 

Рис. 23. Вариации представления пространствен-

ной группы I222 

Сравнение объёмно- и гранецентрирован-

ных фёдоровские группы 

Особый интерес вызывает схожесть описа-

ния, в терминах расширенных ПСТ, ячеек типа 

F222 (рис. 12) и типа I222 (рис. 17). Сопостав-

ляя полученные для данных решёток результа-

ты, можно утверждать, что решётки идентичны 

и отличаются лишь степенью вырожденности 

расширенного набора ПСТ. Так, нетрудно ви-

деть схожесть результатов в представлении 

расширенного набора ПСТ для объёмно- и для 

гранецентрированных ячеек, причём схожесть 

состоит в практически идентичном расположе-

нии точек тождественной симметрии. Главное 

отличие этих ячеек состоит лишь в степени вы-

рожденности обобщенного набора ПСТ, а 

именно, этот набор расщепляется на 4 случая 

для гранецентрированной ячейки и на 8 случаев 

для объёмноцентрированной. Другими словами, 

представление объёмноцентрированной ячейки 

возможно в терминах гранецентрированной 

ячейки и наоборот. 

Выводы 

В межузловом аспекте кристаллической ре-

шётки сохраняется инвариантность физическо-

го описания, т.е. при переходе от классического 

узлового аспекта к межузловому кристалличе-

ская решётка переходит сама в себя. 

Различие между узловым и межузловым ас-

пектом кристаллической решётки состоит лишь 

в форме описания решётки, что никак не отра-

жается на форме описании физических свойств 

того или иного кристалла. 

Объёмно- и гранецентрированные решётки 

являются по сути сами собой и могут перехо-

дить друг в друга, поскольку различие между 

ними лишь в степени вырожденности расши-

ренного набора ПСТ. 

Все 230 фёдоровских групп могут быть 

представлены как в узловом так и в межузловом 

аспектах. 
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