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ЕЛЕКТРОЖИВЛЕННЯ ПРИ НЕСИМЕТРИЧНИХ СИНУСОЇДНИХ НАПРУГАХ 
 
Розглянуто принципи активної фільтрації струму в трифазній трипровідній системі електроживлення при несиме-
тричному синусоїдному джерелі живлення, що задовольняють вимогам стандарту IEEE Std.1459-2010. Показано пе-
реваги формування синусоїдного симетричного вхідного струму при паралельному підключенні активного фільтра та 
реактивного компенсатора. Доведено можливість компенсації неактивного синусоїдного струму Фрізе реактивними 
елементами при довільній комбінації параметрів лінійного навантаження та джерела. Отримана формула прямого 
розрахунку параметрів реактивного компенсатора для генерації неактивного струму Фрізе в несиметричному режимі 
трифазного джерела. Наводяться результати чисельного моделювання. Бібл. 10, табл. 1, рис. 2. 
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Вступ. Несиметричне навантаження трифазних 
трипровідних систем живлення призводить до погір-
шення якості електроенергії, що проявляється у появі 
струмів зворотної послідовності та пульсації миттєвої 
потужності, які спричинюють додаткові втрати на 
активних опорах лінії електропередачі та несиметрію 
напруг живлення у вузлах загального підключення 
навантажень. Для врівноважування несиметричного 
стаціонарного лінійного навантаження ефективно 
застосовуються пасивні фільтри на реактивних еле-
ментах, розрахунок яких базується на двох підходах: 
компенсація неактивних складових вхідних струмів 
[1, 3-5] та усунення пульсуючої складової миттєвої 
потужності [2, 6]. Проте, при несиметрії напруг засто-
сування пасивних реактивних компенсаторів обох 
видів призводить до емісії в лінію передачі струмів 
зворотної послідовності та ще більшої несиметрії на-
пруг, що суперечить підходам, викладеним в [7]. Ефе-
ктивна компенсація цих струмів можлива лише засо-
бами активної фільтрації [8], причому паралельні ак-
тивні фільтри (ПАФ) переважають послідовні за по-
тужністю втрат енергії на власних елементах. Для 
подальшого зниження втрат ПАФ їх застосовують в 
комбінації з реактивними компенсаторами [9]. Тому 
актуальним є дослідження оптимального розподілу 
несиметричних струмів навантаження між трифазним 
джерелом, ПАФ та реактивним компенсатором, що 
забезпечує мінімальну потужність втрат за умови 
споживання синусоїдного симетричного струму дже-
рела. 

Вектори активних струмів в фазових коорди-
натах. Періодичний процес в перерізі <A, B, C> три-
провідної системи електроживлення визначається 
трикоординатними векторами миттєвих значень на-
пруги та струму 
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де ω – кругова частота трифазного джерела; uA, uB, uC 
– фазні напруги, що відраховуються від точки штуч-
ного заземлення [5], UA, UB, UC та A, B, C – їх сере-
дньоквадратичні значення та початкові фази; періоди-
чний вектор струму i(t) містить вищі гармонічні скла-
дові у випадку нелінійного навантаження. 

Відповідно до концепції Фрізе [1] активний 
струм 
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забезпечує таку саму активну потужність P, як і зага-
льний струм i(t). Скалярні коефіцієнти формули (2) 
можна знайти в часовій області як інтеграли  
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де   – знак транспонування, T = 2/ – період.  
Струм, визначений за формулою 

),()()( ttt AN iii                             (3) 

називається неактивним [1], він не переносить енер-
гію в навантаження, але викликає додаткові втрати в 
лінії електропередачі. 
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Оскільки вектори активного та неактивного 
струмів взаємно ортогональні, справедливе співвід-
ношення для середньоквадратичних значень зазначе-
них струмів: 
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У разі компенсації неактивного струму засобами 
фільтрації матимемо зменшення потужності втрат P  
в лінії передачі, що може бути охарактеризоване [10] 
коефіцієнтом виграшу за потужністю втрат: 
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де r – опір кожного з проводів лінії передачі; 
 = P/S = IA/I – коефіцієнт потужності; S = UI – повна 
потужність трифазної системи. 

У синусоїдному режимі трифазного джерела на-
пруги вектор активного струму також складається з 
синусоїдних часових функцій, тому аналогічно [5] 
доцільно ввести тривимірні комплексні вектори (3D-
фазори) напруги та струму 
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Комплексний вектор 1i  представляє гармонічну 

складову основної частоти вектора )(ti . У часовій 

області йому відповідає вектор миттєвих значень 
)(1 ti , який відрізняється від вектора )(ti на вектор 

вищих гармонік 
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Проте, два комплексних вектора з (5) повністю 
визначають активний струм Фрізе в частотній області: 
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де знак * позначає комплексне спряження, N1i  є компле-

ксним вектором неактивного струму основної частоти. 
У несиметричному режимі трифазного джерела 

вектори u  і Ai  містять симетричні складові зворотної 

послідовності, які сучасний стандарт [7] відносить до 
неактивних компонент струму, що підлягають компе-
нсації. Для задоволення вимог стандарту активний 
струм має формуватися пропорційним опорному век-
тору напруги, що містить тільки симетричні складові 
прямої послідовності. Представимо цей вектор у час-
тотній області пропорційним орту симетричної пря-
мої послідовності [5] 
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тоді вектор активного струму прямої послідовності 
задається виразом 










  uu
uu

i
2* U

PP
A ,                    (9) 

де коефіцієнт пропорційності визначається з умови 
забезпечення цим струмом під дією вектора напруги 
u  такої ж самої активної потужності P, що і загаль-
ний струм )(ti . 

Декомпозиція струмів навантаження в симет-
ричних координатах. Для детального вивчення різ-
ниці між векторами, визначеними формулами (7) та 
(9), перейдемо до базису симетричних координат [5]. 
Оскільки симетрична складова нульової послідовності 
кожного з зазначених векторів дорівнює нулю, по-
множимо їх на матрицю, що містить транспоновані 
орти симетричних складових прямої та зворотної по-
слідовностей 
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В результаті отримаємо наступні вирази для 
комплексних векторів напруги в симетричних коор-
динатах: 
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Перехід від двокоординатних векторів в симет-
ричних координатах до трикоординатних комплекс-
них векторів в фазових координатах здійснюється 
шляхом множення на матрицю .0  eeF  Беручи 

до уваги зв'язок між матрицями 
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завдяки якому зберігаються середньоквадратичні зна-
чення величин в симетричних та фазових координа-
тах, отримуємо наступні вирази для комплексних век-
торів активного струму в симетричних координатах 
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Споживання від несиметричного синусоїдного 
джерела активного струму Фрізе не усуває пульсації 
активної потужності [5]. Її миттєве значення може 
бути визначено [2] з використанням вектора  
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де 
   jeUU  /  – комплексний параметр 

несиметрії трифазного джерела.  
Якщо вхідний струм трифазної системи визнача-

ється вектором Ai
~

, миттєве значення пульсації актив-

ної потужності становить 
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Таким чином, активний струм прямої послідов-
ності створює пульсацію миттєвої потужності, амплі-

туда якої в )1/(2 2
  разів менша, ніж створювана 

активним струмом Фрізе. 
Різниця між векторами активного струму в симе-

тричних координатах, отримана з (10), тобто 
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визначає додатковий струм компенсації. Активна по-
тужність цього струму дорівнює нулю: 
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і він може бути реалізований ПАФ. 
Таким чином, для реалізації споживання з трифа-

зного джерела струму активного струму прямої послі-
довності основна гармоніка струму компенсації має 
містити такі складові в симетричних координатах: 
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У часовій області вектор струму компенсації та-
кож включає вектор вищих гармонік: 
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Коефіцієнт виграшу за потужністю втрат при 
формуванні активного струму прямої послідовності 
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перевищує одиницю за умови 

.11 2                                 (15) 

Враховуючи ортогональність векторів )(tCi , 

)(tAi  та обмеження (15), відносне середньоквадра-

тичне значення струму компенсації  
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При низьких значеннях коефіцієнта потужності 
середньоквадратичне значення струму компенсації 
збільшується. Для зменшення втрат потужності акти-
вного фільтра доцільно використовувати ПАФ у по-
єднанні з пасивним реактивним компенсатором [9]. 

Фільтрація струмів для лінійного стаціонар-
ного навантаження. Якщо навантаження є лінійним 

та не змінюваним в часі, то в формулі (13) 0)( tHi , і 

всі складові струмів є синусоїдними в часовій області, 
тоді енергетичні процеси в системі повністю визнача-
ється в базисі симетричних координат. У цьому випа-
дку вектор струму компенсації відповідає (12), а си-
нусоїдний неактивний струм може повністю генеру-
ватися реактивним компенсатором як в симетрично-
му, так і в несиметричному режимі джерела напруги 
[5]. Тому для мінімізації втрат потужності ПАФ доці-
льно розподілити струми реактивного компенсатора 
та активного фільтра в комплексній схемі заміщення 
(рис. 1) наступним чином: 
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Рис. 1. Cхемa заміщення 

 
Це зменшить середньоквадратичне значення 

струмів ПАФ до значення 
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Отримаємо формули прямого розрахунку пара-
метрів реактивного компенсатора для генерації неак-
тивного струму Фрізе в несиметричному режимі три-
фазного джерела. Нехай лінійне стаціонарне наванта-
ження характеризується діагональною матрицею ком-
плексних провідностей 
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В [5] було показано, що закон Ома для вхідних 
векторів струму та напруги описується виразом в си-
метричних координатах 
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Подібні параметри реактивного компенсатора 
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реалізації вектора струмів компенсації 
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визначаються матрично-векторним рівнянням [5]: 
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Покажемо, що для вектора струмів компенсації у 
вигляді неактивного струму Фрізе 
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параметр .Rb  завжди буде дійсним числом. Для цього 

знайдемо вираз для активної потужності заданого на-
вантаження 
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та підставимо цей вираз у формулу (17) і далі в (16). 
Після перетворень матимемо  
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Перші координати векторів з формули (18) є дій-
сними числами, що і доводить можливість реалізації 
реактивного компенсатора неактивного струму Фрізе 
при довільному сполученні параметрів лінійного на-
вантаження та несиметричного джерела. Реактивні 
провідності компенсатора визначаються із системи 
рівнянь (18) у вигляді 
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Приклад моделювання фільтрації струмів. 
Розглянемо гібридну фільтрацію вхідних струмів для 
трипровідного лінійного навантаження, що визнача-
ється комплексними провідностями  
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а несиметрія джерела характеризується параметром 

j2.0 .  

Перш за все визначимо параметри матриці ком-
плексних провідностей у симетричних координатах 
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Значення матриці комплексних провідностей 
відповідно до (16)  
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і знаходимо вектор активного струму Фрізе: 
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Значення коефіцієнта потужності 
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задовольняє умову (15): 

.1553.01/1 222    UU  

Отже, відповідно до (14) формування активного 
струму прямої послідовності принесе економію втрат 
енергії, що оцінюється коефіцієнтом виграшу 
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Далі за (18) визначаємо параметри реактивного 
компенсатора: 
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і формуємо матрицю комплексних провідностей з 
елементами реактивної компенсації: 
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Множення цієї матриці на вектор вхідної напру-
ги дає вектор вхідного струму за наявності реактивно-
го компенсатора 
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який повністю збігається з раніше визначеним векто-
ром активного струму Фрізе Ai

~
, що свідчить про ко-

ректність розрахунку параметрів компенсатора. 
Генерування ПАФ вектора струму, що визнача-

ється (11) 
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забезпечує споживання від трифазного джерела век-
тора активного струму прямої послідовності: 
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Спільна дія ПАФ і реактивного компенсатора за-
безпечує загальний струм компенсації 
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при цьому відносне діюче значення струмів ПАФ ста-
новить 
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Реактивні провідності компенсатора розрахову-
ються за (19): 
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Моделювання фільтрації струмів в часовій обла-
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сті здійснювалося за допомогою MATLAB моделі, 
представленій на рис. 2.  

 
Рис. 2 

 
Параметри реактивних елементів компенсатора 

для G = 1 Cм і ω = 100π рад/с складають, відповідно, 
CAB = 1.18 мФ; LBC = 14.02 мГн; LCA = 4.81 мГн. Неси-
метрія напруг реалізовувалась послідовним 
з’єднанням джерел симетричних синусоїдних напруг 
100 В прямої послідовності та 20 В зворотної послі-
довності зі значеннями початкових фаз, що відпові-

дають параметрам .2.0;3100 jBU     ПАФ моде-

лювався залежними джерелами струмів, керованих 
напругами джерел. Для генерування струмів фільтра 
відповідно до (11) та (20) параметри залежних джерел 
приймалися рівними 

.547.0;1088.21)( 32 GggGGggG  


   

Результати моделювання підтвердили всі розра-
ховані середньоквадратичні значення струмів (табл. 1) 
та переваги застосування гібридного фільтра з запро-
понованим розподілом струмів. 

Табл. 1 
 2I  2

SRI  2
SFRI  2

FI  

Розраховано 31751 9333 9713 370 
Виміряно 31920 9401 9712 371 

 
Висновки. Запропоновано принцип розподілу 

компенсаційних струмів між активним фільтром та 
реактивним компенсатором трифазної трипровідної 
системи живлення з несиметричними синусоїдними 
напругами, що забезпечує споживання симетричних 
синусоїдних струмів джерела та мінімізує середньо-
квадратичне значення струмів фільтра. 

Показано, що активний струм прямої послідов-
ності забезпечує виграш за потужністю втрат відпові-
дно до (14) та створює пульсацію потужності з амплі-

тудою в )1/(2 2
  рази менше, ніж активний струм 

Фрізе. 
Доведена можливість компенсації неактивного 

струму Фрізе реактивними елементами при довільній 
комбінації параметрів лінійного навантаження та не-
симетричного синусоїдного джерела і отримані прямі 
формули розрахунку параметрів реактивного компен-
сатора для генерації неактивного струму Фрізе. 

Приклад моделювання фільтрації струмів ліній-
ного стаціонарного навантаження показав, що комбі-

новане застосування ПАФ та реактивного компенса-
тора з запропонованим розподілом струмів компенса-
ції забезпечило зменшення втрат енергії в лінії пере-
дачі в 3.273 разів, а відносне середньоквадратичне 
значення струму ПАФ склало 12,9 % від середньоква-
дратичного значення загального компенсаційного 
струму. 
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Сurrent filtering in a three-phase three-wire power system 
at asymmetric sinusoidal voltages. 
Purpose. Investigation of the optimal current distribution between 
source, shunt active filter and reactive compensator of a three-phase 
three-wire system that provides consumption of a sinusoidal symmet-
ric current under asymmetric source voltages with minimal power 
losses was provided. Methodology. The tasks were solved by con-
ducting theoretical and experimental studies. The main provisions of 
the theory of electrical circuits, the apparatus of mathematical analy-
sis, methods for solving linear differential and algebraic equations, 
elements of matrix and complex calculus and vector algebra are 
used. During the development, modern methods and software of 
computer simulation of electrical engineering complexes and dy-
namic systems were applied: Matlab-Simulink, MATHCAD. Origi-
nality. The principle of compensating current distribution between 
PAF and reactive compensator of a three-phase three-wire power 
system with asymmetric sinusoidal voltage was proposed at which 
the input current is equal to the positive-sequence active current and 
rms value of PAF current is minimal. The feasibility to compensate 
the inactive sinusoidal Fryze current by reactive elements under 
arbitrary combination of load and source parameters was proved 
and expression for direct calculation of the reactive compensator 
parameters for generation of inactive Fryze current in the source 
unbalanced mode was obtained. Practical value. The simulative 
example for transmission line load showed that combined applica-
tion of PAF and reactive compensator with the specified distribution 
of compensating currents ensured a reduction of power losses in 
3.273 times and rms value of the SAF current is 12.9 % of rms value 
total compensation current. References 10, tables 1, figures 2. 
Key words: active and inactive Fryze current, asymmetrical 
voltage and load, reactive compensator, symmetrical com-
ponents. 


