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Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà
â ïðîáëåìå ðåêîíñòðóêöèè
ñòàòèñòèêè ÷èñëà ôîòîíîâ êâàíòîâîãî ñâåòà

Ìåòîäàìè âû÷èñëèòåëüíîé ôèçèêè ðåàëèçîâàí àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ íåêîððåêòíîé ïðîá-
ëåìû ðåäóêöèè øóìà, ñâÿçàííîãî ñ ïîòåðÿìè, òåìíûìè îòñ÷åòàìè è ôîíîâûì èçëó÷åíèåì, â
ñòàòèñòèêå ôîòîîòñ÷åòîâ êâàíòîâîãî ñâåòà. Ðåãóëÿðèçèðóþùèé îïåðàòîð â óðàâíåíèè ïåð-
âîãî ðîäà ïîçâîëÿåò íàïðÿìóþ âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ôîòîíîâ èç
ñòàòèñòèêè ôîòîîòñ÷åòîâ ïðè èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ øóìà, ÷òî ïîäòâåðæäåíî âû÷èñ-
ëèòåëüíûìè ýêñïåðèìåíòàìè.

Ìåòîäàìè îá÷èñëþâàëüíî¿ ô³çèêè ðåàë³çîâàíî àëãîðèòì äîñë³äæåííÿ íåêîðåêòíî¿ çàäà÷³
ðåäóêö³¿ øóìó, ïîâ’ÿçàíîãî ³ç âòðàòàìè, òåìíèìè â³äë³êàìè ³ ôîíîâèì âèïðîì³íþâàííÿì,
â ñòàòèñòèö³ ôîòîâ³äë³ê³â êâàíòîâîãî ñâ³òëà. Ðåãóëÿðèçóþ÷èé îïåðàòîð â ð³âíÿíí³ ïåð-
øîãî ðîäó äîçâîëÿº íàïðÿìó â³äíîâèòè ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó ÷èñëà ôîòîí³â ³ç ñòàòèñòèêè
ôîòîâ³äë³ê³â ïðè â³äîìèõ ïàðàìåòðàõ øóìó, ùî ï³äòâåðäæåíî îá÷èñëþâàëüíèìè åêñïå-
ðèìåíòàìè.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: êâàíòîâàÿ îïòèêà, ôîòîí, âåðîÿòíîñòü, íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à,
îïåðàòîð.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâåííî âîçðîñ èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ ïðîöåñ-

ñîâ, ñâîéñòâ è ÿâëåíèé â êâàíòîâîé ôèçèêå. Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ

íàïðàâëåíèé êàê â ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèÿõ, òàê è â ôóíäàìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèÿõ, ÿâëÿåòñÿ ôîòîýëåêòðè÷åñêîå äåòåêòèðîâàíèå. Â òåêóùåì

äåñÿòèëåòèè îñîáûé èíòåðåñ ñâÿçàí ñ äåòåêòèðîâàíèåì, ðàçëè÷àþùèì îò-

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2014. Ò. 36. ¹ 3 81

�������������	
�
�
�����	���
�����
�����

� Â.Í. Ñòàðêîâ, À.À. Ñåìåíîâ, Å.Â. Ãîìîíàé, 2014



äåëüíûå êîëè÷åñòâà ôîòîíîâ [1], ÷òî îáóñëîâëåíî ñóùåñòâåííûì ïðî-

ãðåññîì â îáëàñòè êâàíòîâîé îïòèêè è êâàíòîâîé îáðàáîòêè èíôîðìàöèè.

Â îñíîâå ïðîöåññà ôîòîäåòåêòèðîâàíèÿ ëåæèò èñïîëüçîâàíèå ôîòî-

ýëåêòðè÷åñêîãî ýôôåêòà: àòîìû äåòåêòîðà èçëó÷àþò ýëåêòðîíû ïîä âîç-

äåéñòâèåì ñâåòà. ×èñëî ýëåêòðîíîâ ìîæíî îïðåäåëèòü, â ÷àñòíîñòè, ïî

âåëè÷èíå ñîîòâåòñòâóþùåãî ôîòîòîêà. Â èäåàëüíîé ñèòóàöèè ÷èñëî ýìè-

òèðîâàííûõ ýëåêòðîíîâ ðàâíî ÷èñëó ïîãëîùåííûõ ôîòîíîâ. Îäíàêî íà

ïðàêòèêå ïàäàþùèé ôîòîí ïîãëîùàåòñÿ ëèøü ñ îïðåäåëåííîé âåðîÿò-

íîñòüþ �, íàçûâàåìîé êâàíòîâûì âûõîäîì äåòåêòîðà. Â ñîâðåìåííûõ äå-

òåêòîðàõ ýòà âåëè÷èíà ìîæåò äîñòèãàòü çíà÷åíèé, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê

åäèíèöå [1]. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîâûøåíèå êâàíòîâîãî âû-

õîäà â áîëüøèíñòâå äåòåêòîðîâ âåäåò ê âîçðàñòàíèþ ÷èñëà ëîæíûõ ñðàáà-

òûâàíèé äåòåêòîðà (òàê íàçûâàåìûõ òåìíûõ îòñ÷åòîâ). Ïîäîáíûé ýôôåêò

âûçûâàåò è ôîíîâîå èçëó÷åíèå. Òàêîé èñòî÷íèê ïðèâîäèò ê íåçàâèñèìîìó

àääèòèâíîìó ïóàññîíîâñêîìó øóìó.

Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ äåòåêòîðîâ,

ðàçëè÷àþùèõ ÷èñëî ôîòîíîâ, îñíîâàíî íà òåõíîëîãèè äåòåêòîðíûõ êëàñ-

òåðîâ [1, 2]. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè èñõîäíîãî ïó÷êà íà ìíîæåñòâî

ñîñòàâëÿþùèõ ëó÷åé, êàæäûé èç êîòîðûõ àíàëèçèðóåòñÿ îòäåëüíî. Ïî

÷èñëó ñðàáîòàâøèõ äåòåêòîðîâ äåëàåòñÿ âûâîä î êîëè÷åñòâå ïîãëîùåííûõ

ôîòîíîâ. Òàêàÿ ìåòîäèêà èìååò ñâîè íåäîñòàòêè. ×òîáû èñêëþ÷èòü âîç-

ìîæíûå îøèáêè, íåîáõîäèìî ñ îñîáîé òùàòåëüíîñòüþ ïîäáèðàòü ÷èñëî

äåòåêòîðîâ [3, 4].

Ïîñêîëüêó ïðîöåññ äåòåêòèðîâàíèÿ ôîòîíîâ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì,

ñîîòâåòñòâóþùåå ìîäåëèðîâàíèå òðåáóåò âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõîäà. Òåî-

ðèÿ ôîòîäåòåêòèðîâàíèÿ [5] ïðåäîïðåäåëÿåò îñíîâíîé ýêñïåðèìåíòàëü-

íûé ðåçóëüòàò òàêèõ èññëåäîâàíèé — ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ôî-

òîîòñ÷åòîâ Pm, êîòîðàÿ íåñåò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ïîòåðÿõ, ñâÿçàííûõ ñ

íåèäåàëüíîñòüþ êâàíòîâîãî âûõîäà è íàëè÷èåì òåìíûõ îòñ÷åòîâ. Äëÿ

òîãî ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü àíàëèçèðîâàòü íåïîñðåäñòâåííî ñâåòîâîå

èçëó÷åíèå, íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü èñêàæàþùóþ èíôîðìàöèþ ïðè ðàáîòå

ñ èñòèííîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ôîòîíîâ pn . Îñîáåííîñòü òà-

êîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé êîìïî-

íåíòû åãî ñîäåðæàòåëüíîé ÷àñòè ñîïðÿæåíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðåîäîëå-

íèÿ ïðîáëåìû íåêîððåêòíîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè) çàäà÷è.

Ôèçè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â

ñëåäóþùåì [6, 7]. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ôîòîîòñ÷åòîâ Pm ïðè êîíå÷-

íîì êâàíòîâîì âûõîäå äåòåêòîðà � è ñðåäíåì ÷èñëå øóìîâûõ îòñ÷åòîâ
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N nc , ñâÿçàííûõ ñ òåìíîâûì ôîòîòîêîì è ôîíîâûì èçëó÷åíèåì, îïðåäå-

ëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [7, 8]

P S N pm
n

mn nc n�
�

��

�
0

( , )� , (1)

ãäå S mn — âåðîÿòíîñòü ðåãèñòðàöèè m ôîòîîòñ÷åòîâ â n-ôîòîííîì (Ôî-

êîâñêîì) ñîñòîÿíèè; pn — àïðèîðíàÿ (êâàíòîâàÿ) âåðîÿòíîñòü íàéòè ýòî

ñîñòîÿíèå. Âåëè÷èíà S mn âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
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àïðèîðè ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ
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Â ðåçóëüòàòå öåëåíàïðàâëåííûõ ïîèñêîâ âûðàæåíèå (1) ôîðìàëüíî

îáðàùåíî àíàëèòè÷åñêè [7] :
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ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû, îáðàòíîé ê ìàòðèöå {S mn }; � ( , ; )n m z —

ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Êóììåðà.

Â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ âûðàæåíèå (4) ìîæåò áûòü óïðîùåíî. Òàê, â

ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ øóìîâûõ îòñ÷åòîâ, êîãäà N nc �0, îíî èìååò âèä [9]
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Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà â ïðîáëåìå ðåêîíñòðóêöèè ñòàòèñòèêè ÷èñëà
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Âî âòîðîì ñëó÷àå, ïðè êâàíòîâîì âûõîäå��1çíà÷åíèå pn îïðåäåëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå
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Â ïðîöåññå ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ óñòàíîâëåíî,

÷òî âûðàæåíèå (4), êàê ôîðìàëüíîå îáðàùåíèå âûðàæåíèÿ (1), íå îáåñ-

ïå÷èâàåò óäîâëåòâîðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â óñëîâèÿõ ðåàëüíîãî ýêñïå-

ðèìåíòà, ïîñêîëüêó ìàëåéøèå ïîãðåøíîñòè â ñòàòèñòèêå ôîòîîòñ÷åòîâ

Pm, ñâÿçàííûå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîöåäóðîé, âûçûâàþò áîëüøèå îò-

êëîíåíèÿ â ðåêîíñòðóèðóåìîé ñòàòèñòèêå ÷èñëà ôîòîíîâ pn (ðèñ. 1).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåòîä, ïîçâîëèâøèé ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû [6],

îñíîâà êîòîðûõ ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè ñòàòèñòèêè ÷èñëà ôîòîíîâ (çà-

äàâàåìîé ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé pn ) ïî èçìåðÿåìîé ýêñïåðèìåí-

òàëüíî ñòàòèñòèêå ôîòîîòñ÷åòîâ Pm. Ïðåäñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó-

ëèðîâêó ïðîáëåìû âîññòàíîâëåíèÿ ñòàòèñòèêè ÷èñëà ôîòîíîâ. Ñòàòèñòèêà

ôîòîîòñ÷åòîâ Pm ñâÿçàíà ñî ñòàòèñòèêîé ÷èñëà ôîòîíîâ pn îïåðàòîðíûì

óðàâíåíèåì

u Av� , u U� , v V� , (5)

ãäå îïåðàòîð A ïîðîæäåí ìàòðèöåé {S mn } ñ ýëåìåíòàìè S Nmn nc( , )� — âå-

ðîÿòíîñòÿìè ðåãèñòðàöèè m� 0 1 2, , , ... ôîòîîòñ÷åòîâ ïðè íàëè÷èè n �0 1 2, , , ...

ôîòîíîâ. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà [10].
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Ðèñ. 1. Èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå (�) ÷èñëà ôîòîíîâ pn ïðè õàîòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè ñâå-
òîâîé ìîäû ñ äîáàâëåííûì ôîòîíîì [6] è ðåçóëüòàò ïðÿìîãî âîññòàíîâëåíèÿ (�) ÷èñëà
ôîòîíîâ ñîãëàñíî (4) ïðè N nc � 0 748, ; � � 0 7764,



Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà {S mn } ïðåäñòàâëÿëà îãðàíè÷åí-

íûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé âñþäó â äåéñòâèòåëüíîì ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâåV l� 2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ïðè ëþ-

áûõ êîíå÷íûõ q è r è ëþáûõ x x xq0 1, , ..., ; y y yr0 1, , ..., íåðàâåíñòâà
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ãäå M — ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî; x x xq0 1, , ..., — êîìïîíåíòû âåêòîðà
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{ }ek k�
�

0 — îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â l2.

Ïîñêîëüêó âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé S Nmn nc( , )� è Pm, êàê ïðàâèëî,

èçâåñòíû ëèøü èõ ïðèáëèæåíèÿ
~

( , )S Nmn nc� è
~
Pm, ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâåðêå ïîäëåæèò â ïåðâóþ î÷åðåäü ñîáëþ-

äåíèå íåðàâåíñòâà
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Â ñëó÷àå ïîäòâåðæäåíèÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (6) èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðèáëèæåííîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

ñ óðîâíåì ïîãðåøíîñòè �� h :

A v uh � �, u U� � , v V� . (7)

Ïðè ýòîì || ||u u� �� � , || ||A A hh� � . Óñëîâèÿ (6) áóäóò çàâåäîìî âûïîëíåíû,

åñëè îêàæåòñÿ ñïðàâåäëèâûì áîëåå ëàêîíè÷íîå ñîîòíîøåíèå

n m
mn n m hS x y A f g M f g

�

�

�

�

�� � �
0 0

~
|( , )| || || || ||.

Âàæíåéøèì ýòàïîì èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî îïå-

ðàòîðà Ah ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå åãî êîìïàêòíîñòè (âïîëíå íåïðåðûâíîñ-

òè). Äîñòàòî÷íûì, íî íå íåîáõîäèìûì óñëîâèåì êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà

Ah ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîñòü åãî àáñîëþòíîé íîðìû, èëè ñõîäèìîñòü ðÿäà [10]:

n m
mnS

�

�

�

�

�� � �
0 0

2~
. (8)

Ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèÿ (8) ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî óðàâíåíèå (7) —

ýòî îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà, ãäå A V Uh ��( , ) — ëèíåéíûé
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êîìïàêòíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà V l� 2 â

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâîU l� 2; u P P P P Um� � �{
~

,
~

,
~

, ...,
~

, ...}0 1 2 — çàäàííûé

ýëåìåíò; v p p p p Vn� �{ , , , ..., , ...}0 1 2 — èñêîìûé ýëåìåíò;�( , )V U — ïðîñò-

ðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåëåííûõ íà V.

Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà Ah èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå ïðè âû-

áîðå ìåòîäà è ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

ïåðâîãî ðîäà (7), òàê êàê â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V êîìïàêòíûé

îïåðàòîð Ah íå ìîæåò èìåòü îãðàíè÷åííîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà Ah
�1 â

ïðîñòðàíñòâå U [11]. Ýòî îçíà÷àåò ÷òî ôîðìàëüíîå îáðàùåíèå (4) èëè

ïîïûòêà ïîèñêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (7) â âèäå v A uh� �1
� íå ïðèâîäèò ê óäîâ-

ëåòâîðèòåëüíûì ðåçóëüòàòàì â óñëîâèÿõ ðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, ïî-

ñêîëüêó áåñêîíå÷íî ìàëûå âàðèàöèè â ñòàòèñòèêå ôîòîîòñ÷åòîâ Pm, ñâÿ-

çàííûå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîöåäóðîé, ïðèâîäÿò ê ñêîëü óãîäíî áîëü-

øèì îòêëîíåíèÿì â ðåêîíñòðóèðóåìîé ñòàòèñòèêå ÷èñëà ôîòîíîâ pn . Òàêèì

îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (7) íåóñòîé÷èâî, à çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî

ïîñòàâëåííîé ïî Àäàìàðó [12—15].

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïðîáëåìû íåêîððåêòíîñòè çàäà÷è â ðàññìîòðåíèå

ââîäèòñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèé îïåðàòîð (ðåãóëÿðèçàòîð) R h Ah �( , , ) [12]

òàêîé, ÷òî

lim sup sup inf
:

|| ||

:

|| ||

�

�
�

�

�
� � � � �

�

�

0
0h

A
A A h

u
u u

v
h

h V U U

A u
h Vv R h A u

�
� �

1
0|| ( , , ) || �� ,

ãäå A u�1 — ïîëíûé ïðîîáðàç ýëåìåíòà u; — ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.

Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ëàçåðíîé ôèçè-

êå, íåëèíåéíîé îïòèêå, êâàíòîâîé îïòèêå âìåñòî òî÷íûõ äàííûõ çàäà÷è A
è u èçâåñòíû ëèøü èõ ïðèáëèæåíèÿ ñ óðîâíåì ïîãðåøíîñòè �, h: || ||u u� �� �,
|| ||A A hh� � , ò.å. âìåñòî (1) ðåøàåòñÿ ïðèáëèæåííîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

A v uh � �, u U� � , A V Uh ��( , ).

Êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â àïïðîêñèìàöèè

íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) (èëè ðåøåíèÿ (5) ñ íàèìåíüøåé

íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå V) v A� � �� � �Range Range A Ker A( ) ( ) ( )* ïðèá-

ëèæåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7). Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî

A�— ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïñåâäîîáðàòíûé ê îïåðàòîðó A, òàêîé, ÷òî

A A� � �� �: Range Range A Ker A( ) ( ) ( ) ,* A� — íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, åñ-

ëè Range Range A( ) ( )A � .

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [16]: íîðìàëüíîå ðåøåíèå

v A u� �� (u A A� � �Range Range( ) ( ) ) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ A Av A u v* * *( ( )� �Range A ) .
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Êàê ïðàâèëî, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè (5) â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëå-

äîâàíèÿõ ëàçåðíîé ôèçèêè, íåëèíåéíîé îïòèêè, êâàíòîâîé îïòèêè îáëà-

äàþò òàêèì ñâîéñòâîì, ÷òî Range Range A( ) ( )A � (íàïðèìåð, A — ëèíåé-

íûé êîìïàêòíûé îïåðàòîð), ò.å. ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Av u�
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Ðåøèòü çàäà÷ó

óñòîé÷èâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (5) ïðè íåòî÷íî

çàäàííûõ èñõîäíûõ äàííûõ u U� � , A V Uh ��( , ), || ||u u� �� �, || ||A A hh� � ñ

èçâåñòíûìè � è h ìîæíî ëèøü îäíèì èç ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè. Ñðåäè

íèõ íàèáîëåå èçâåñòåí ìåòîä, òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû êîòîðîãî áûëè çàëî-

æåíû â ðàáîòàõ À.Í. Òèõîíîâà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìåòîäîì äëÿ ðåøå-

íèÿ (7) ââîäèòñÿ ñãëàæèâàþùèé ôóíêöèîíàë (ïàðàìåòðè÷åñêèé ôóíêöèî-

íàë Òèõîíîâà) [12]:

�   � � [ , ] || || [ ]v u A v u vh U� � �2 , (9)

ãäå [ ]v — ñòàáèëèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë (îáû÷íî [ ] || ||v v V� 2 );1 0! ! —

ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè; || ||A v uh U� �
2 — íåâÿçêà óðàâíåíèÿ (7) íà ýëå-

ìåíòå v. Îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíò v òàêîé, ÷òî ôóíêöèîíàë (9) èìååò íà íåì

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, ò.å.

� �  �  �[ , ] inf [ , ]v u v u
v V
�
�

. (10)

Åñëè â (9) [ ] || ||v v V� 2 , òî óðàâíåíèå Ýéëåðà ïðèíèìàåò äîñòàòî÷íî ïðîñ-

òîé âèä:    �v A A v A uh h h� �* * . Ïðè ýòîì

v E A A A u R uh h h �  �� � ��( )* *1 , (11)

ãäå R E A A Ah h h � � �( )* *1 . Ïðè�, h� 0äîëæíî è� 0 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ

ðåãóëÿðèçèðóþùåãî îïåðàòîðà. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è (10)

ñëåäóåò ïðèíÿòü

v E A A A u�

�

�� �lim ( )* *




0

1 (12)

ïðè  [ ] || ||v v V� 2 . Ðåøåíèå (12) — íîðìàëüíîå ðåøåíèå, ò.å. ïðè òî÷íûõ

çíà÷åíèÿõ v è A èç âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Av u� , u U� , v V� , ìåòîäîì

Òèõîíîâà âûáèðàåòñÿ íîðìàëüíîå ðåøåíèå. Ôîðìóëà (12) ìîæåò áûòü

çàïèñàíà â âèäå v A u� �� , ãäå A E A A A�

�

�� �lim ( )* *




0

1 — îïåðàòîð, ïñåâ-

äîîáðàòíûé ê A. Åñëè � � 0è (èëè) h � 0, òî ìåòîä äàåò ðåøåíèå v , êîòîðîå

ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ v � . Ñïðàâåäëèâî ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå [17].
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü v V� � — íîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5). Ñî-

ãëàñíî ìåòîäó (11), åñëè  �( , )h � 0 òàê, ÷òî

lim
( , ),�

�

 �h

h

h�

�
�

0

2 2

0 ,

òî lim || ||
,

( , )
�

 �
h

hv v
�

�� �
0

0 .

Êàê ïðàâèëî, äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíîé çàäà÷è èìååòñÿ íåñêîëüêî ìåòî-

äîâ. Ýòî â ïîëíîé ìåðå îòíîñèòñÿ è ê íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷å. Â

äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò ñîñëàòüñÿ íà âàæíûé êëàññ ðåãóëÿçèðóþùèõ àëãî-

ðèòìîâ, ïðåäëîæåííûé À.Â. Áàêóøèíñêèì [17]. Èäåÿ ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â

ïîñòðîåíèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé G g�{ ( ), " �( , )}0 1 ,

èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ íà ïîëóîñè [ , )0 � è óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè

# �$ $[ , ]*0 óñëîâèÿì

sup | ( )|
% "�

$
 $

$" " " & 
� �

� �1 g , (13)

sup | ( )| *
/

% "�
" " & 

� �

��g 1 2, (14)

ãäå $* ,& $,& * — íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò .

Ñèñòåìà ôóíêöèé G íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé äëÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè

R R g A A Ah h h� �  ( )* * , g G � . (15)

Ïàðàìåòð $* ôóíêöèè g íàçûâàþò êâàëèôèêàöèåé ìåòîäà R , à ïàðàìåòð

 � �( , )h — ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè. Ðåãóëÿðèçàòîðû (15) ïîçâîëÿþò

äîñòè÷ü îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà êëàññàõ óðàâíåíèé (5) ñ èñòî-

êîïðåäñòàâèìûìè ðåøåíèÿìè.

Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

íåêîððåêòíîãî óðàâíåíèÿ (5) â ðàññìîòðåíèå ââîäèòñÿ íåêîòîðîå öåíò-

ðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî M, êîòîðîå â òåîðèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷

èìååò âèä [18]

M A z z A w w V$ '
$ ', ( ): { : | | , || || }� � � ,

ãäå $!0, ' !0, | | ( )* /A A A� 1 2. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M A$ ', ( ) íàçûâàþòñÿ

èñòîêîïðåäñòàâèìûìè. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè óðàâíåíèå (5) èìååò èñòîêî-

ïðåäñòàâèìîå ðåøåíèå v M A� � $ ', ( ), òî v �— íàèìåíüøåå â ìåòðèêå V ðå-

øåíèå (5). Êðîìå òîãî, äëÿ# !$ 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèåRange A(| | )$ �
�Range A( )* , ò.å. ýëåìåíòû | |A w$ îáðàçóþò âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî â
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ïîäïðîñòðàíñòâå Ker A( )� , êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò íîðìàëüíîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (5).

Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðèçàòîðîâR R0 � � ({ ( ) , }* *g A A A g Gh h h  , âêëþ÷àåò

â ñåáÿ áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè [18].

1. Ðåãóëÿðèçàòîð ìåòîäà Òèõîíîâà R E A A Ah h h � � �( )* *1 ÿâëÿåòñÿ ýëå-

ìåíòîì ìíîæåñòâà R0 ñ ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé g "  "( ) ( )� � �1 è ïàðàìåò-

ðàìè & * /�1 2, & $ $$
$ $� � �( )( )1 1 . Êâàëèôèêàöèÿ ìåòîäà Òèõîíîâà $* �1.

2. Îáîáùåííûé ðåãóëÿðèçàòîð ìåòîäà Òèõîíîâà

R E A A A A Aq
h h

q
h h

q
h � � �� � �( ( ) ) ( )* * *1 1 1

0R , q 	 �1 2/ (16)

ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèåé g q q q
 " "  "( ) ( )� �� � �1 1 1 ïðè $* � �q 1.

3. Íåñòàöèîíàðíàÿ èòåðàöèîííàÿ ñõåìà ìåòîäà Òèõîíîâà. Çàäàåòñÿ

v0 0� . Ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû vk (k = 1, 2, ...,) êàê ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé

  �k k h h k k k hv A A v v A u� � ��
* *

1 ,

( 0 1� � � k k , íàïðèìåð, k
kq� , 0 1� �q ) . (17)

Ìåòîä (17) ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèåé

g
i

k
i

i
 "

"



 "
( ) � �

�

�

�
��

�

�
��

�
)1

1
1

, " � 0 ,

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (13), (14) äëÿ & $$
$�O ( ) ïðè 0 1� �$ è & $ �

�O c( )$$ ïðè1� $ . Êâàëèôèêàöèÿ ìåòîäà $* ��.

4. Íåÿâíàÿ èòåðàöèîííàÿ ñõåìà (ìåòîä Ôàêååâà—Ëàðäè). Çàäàåòñÿ v0 0� .

Ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû vk èç óðàâíåíèÿ

* * �v A A v v A uk h h k k h� � ��
* *

1 , k �1 2, ,... (0� �* const) . (18)

Èòåðàöèîííûé ìåòîä (18) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèì (15), åñëè

g



"
"

*
* "

( )

/

� �
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

1
1

1

, " � 0 , 1 1 2/ , , ... � �k .

Óñëîâèÿ (13), (14) âûïîëíÿþòñÿ ïðè & **
/� �1 2, & $*$

$� ( ) è k 	 $. Êâàëè-
ôèêàöèÿ ìåòîäà $* ��.

5. Ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè, ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ êî-
òîðîãî èìååò âèä

g e ds et

t
t s t( ) ( )( )"

"
" "� � �+

� � �

0

1
1 ,
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òàê ÷òî1� � �" " "g et
t( ) , à ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

v E A A g A A v g A A A ut h h t h h t h h h� � �( ( )) ( ))* * * *
0 � (19)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t � � 1. Óñëîâèÿ (13), (14) â ìåòîäå (19) âûïîëíÿþòñÿ

ïðè & * ,� 06382, & $$
$�( )e . Êâàëèôèêàöèÿ ìåòîäà $* ��.

6. ßâíàÿ èòåðàöèîííàÿ ñõåìà (ìåòîä Ëàíäâåáåðà). Çàäàåòñÿ v0 0� . Ïî-

ñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû vk èç óðàâíåíèÿ

v E A A v A uk h h k h� � ��( )* ** * �1 , k �1 2, ,... (0 2 2� �* /|| ||Ah ). (20)

Èòåðàöèîííûé ìåòîä (20) ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèåé

g
"

"
*"( ) ( ( ) )/� � �

1
1 1 1 , " � 0,

ãäå ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè  òàêîâ, ÷òî âåëè÷èíà 1/ ïðèíèìàåò ëèøü

öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ 1 1 2/ , , ... � k � . Óñëîâèÿ (13), (14) âûïîëíÿþòñÿ

ïðè & *
*

/� 1 2, & $ *$
$�( / ( ))e . Êâàëèôèêàöèÿ ìåòîäà $* ��.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òåîðèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ïî âû÷èñëåíèþ òî÷-
íûõ îöåíîê ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (7) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Äëÿ óðàâíåíèÿ (7) ñ ïðèáëèæåííî çàäàííûìè îïåðàòî-
ðîì Ah è ïðàâîé ÷àñòüþ u� ïðè# !v 0 ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ê èñòîêîïðåä-
ñòàâèìîìó íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ v M A� � $ ', ( ) íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû

$
$�1

, ò.å. || || (( ) )/( )v R u O h� �� � � �
$ $� 1 . Îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè

ïðè óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ àïðèîðè îáåñïå÷èâàåò âûáîð ïàðàìåòðà ðå-

ãóëÿðèçàöèè , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ � $� � �c h( ) /( )2 1 , c � !const 0.

Â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè î òî÷íîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà $,
îïðåäåëÿþùåãî ìíîæåñòâî M A$ ', ( ), ïðè ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè çàäà÷è
(7) çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â
ïðîöåññå ðåøåíèÿ, ò.å. îñóùåñòâëÿåòñÿ àïîñòåðèîðíûé âûáîð ïàðàìåòðà
 . Îäèí èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ è ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïîñîáîâ àïîñòå-
ðèîðíîãî âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè  ïðè ðåøåíèè (5) ìåòîäîì
Òèõîíîâà (11) (â ñëó÷àå, êîãäà A Ah� , h �0), íàçûâàåìûé ïðèíöèïîì íå-
âÿçêè, ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí Â.À. Ìîðîçîâûì [19]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðèíöèïîì íåâÿçêè ïàðàìåòð  âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ

|| ||A v u � �� � , (21)

ãäå v E A A A u �� � �( )* *1 . Íà ïðàêòèêå  âûáèðàþò òàê, ÷òîáû ôóíêöèî-

íàë || ||A v u �� óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ

|| || [A v u a a � �� �,� � 1 2 , (22)
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ãäå 1 1 2� �a a — íåêîòîðûå çàðàíåå çàäàííûå ÷èñëà. Â ñëó÷àå íåòî÷íî çà-

äàííîãî îïåðàòîðà Ah â ðàáîòå [20] áûë ïðåäëîæåí îáîáùåííûé ïðèíöèï

íåâÿçêè, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

|| || [ ( ) ( )A v u a v h a v hh  �  � � � � � ,� � 1 2 . (23)

Èçâåñòíî, ÷òî ðåãóëÿðèçèðóþùèå àëãîðèòìû (15), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì (13), (14) ñîâìåñòíî ñ ïðèíöèïîì íåâÿçêè (22) èëè îáîáùåííûì
ïðèíöèïîì íåâÿçêè (23), ïîçâîëÿþò íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (5) ñ îïòèìàëü-
íîé ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòüþ íà ìíîæåñòâå M A$ ', ( ) äëÿ âñåõ $ òàêèõ, ÷òî
0 2 1� � �$ $( )

*
.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7) M. Defriese è C. De Mol îáúåäèíèëè èòåðà-
öèîííûé ìåòîä Ëàíäâåáåðà ñ àïîñòåðèîðíûì âûáîðîì ïàðàìåòðà ðåãóëÿ-
ðèçàöèè  (÷èñëà èòåðàöèé 1/

*
 � k ) [21]. Ñóòü ïðàâèëà îñòàíîâà çàêëþ-

÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (11) ïðîäîëæàåòñÿ, åñëè

|| ||
|| ||

A v u
A

h k
h

� !
�

�
�

� *

2

2 2
,

è ïðåêðàùàåòñÿ, åñëè íåðàâåíñòâî

|| ||
|| ||

*
A v u

A
h k

h

� �
�

�
�

� *

2

2 2

(24)

âûïîëíåíî âïåðâûå. Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7)

ïðèíèìàåòñÿ vk*
.

Îñîáåííîñòüþ ïðèíöèïîâ (21), (22) è (24), êàê è ìíîãèõ äðóãèõ, ÿâ-

ëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â íèõ âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè � ïðàâîé ÷àñòè

u� â óðàâíåíèè (7) ïðèñóòñòâóåò â ÿâíîì âèäå. Îäíàêî â íàó÷íûõ ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ â ñèëó èõ óíèêàëüíîñòè îïðåäåëåíèå ïî-

ãðåøíîñòè � íåðåäêî íîñèò äîñòàòî÷íî ñóáúåêòèâíûé õàðàêòåð, êàê è

âûáîð âåëè÷èí a1 è a2 â (22) èëè (23). Çíà÷èòåëüíûé óðîâåíü ñóáúåê-

òèâíîñòè ïðèñóòñòâóåò è ïðè âûáîðå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè. Âàæíóþ ðîëü

â ýòîì ñëó÷àå èãðàåò íàëè÷èå àïðèîðíîé èëè àïîñòåðèîðíîé èíôîðìàöèè

î ðåøåíèè çàäà÷è [14], à òàêæå îïûò ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) â ðàññìàòðèâàåìîé êîí-

êðåòíîé çàäà÷å âûáðàí èòåðàöèîííûé ìåòîä Ëàíäâåáåðà (20):

v E A A v A uk h h k h� � ��( )* ** * �1 ,

k �1 2, , ... (0 2 2� �* /|| ||Ah ), v0 0� .

Âåñîìûìè àðãóìåíòàìè â ïîëüçó òàêîãî âûáîðà ïîñëóæèëè ïðîñòîòà ïðî-

ãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà, âûñîêèé óðîâåíü êîìïüþòåðíîé ñîâìåñ-
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òèìîñòè è äîñòàòî÷íûé óðîâåíü ýôôåêòèâíîñòè êàê ïî ÷èñëó èòåðàöèé,

òàê è ïî òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ëàíä-

âåáåðà íåîáõîäèìî îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè  êàê ìîìåíòà

îñòàíîâà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.
Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê àïîñòåðèîðíîìó îïðåäåëåíèþ ÷èñëà èòåðà-

öèé k
*
, îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (3). Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ

ôóíêöèîíàë

- [ ]: | |w w
n

n� �
�

�

�
0

1 , (25)

ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ (7) ñ èñïîëüçîâàíèåì (20).
Íà ïåðâîì ýòàïå ôèêñèðóåòñÿ ÷èñëî èòåðàöèé m1, çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî V v E A A v A um k h h k h1 1� � � ��{ ( )* ** * �, k m�1 2 1, ,..., } ïðèáëèæåí-
íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7). Ìíîæåñòâî Vm1

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà (25) V Dm1 1� ( )- . Îñóùåñòâëÿÿ â õîäå âû÷èñ-
ëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà àíàëèç îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà (25) è
íåâÿçêè || ||A v uh k � � äëÿ ðàçëè÷íûõ m1, ïðèíèìàåì çà èñêîìîå ñëåäóþùåå
ðåøåíèå:

v vk
k m m

k*
arg min | || || |

,

� �
� 0 1

1 1 ,

ãäå || ||. 1 íîðìà â ïðîñòðàíñòâå l1.
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Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà: � — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà
ôîòîíîâ pn; * — ðåêîíñòðóèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ôîòîîòñ÷åòîâ

~
Pn äëÿ

õàîòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåòîâîé ìîäû ñ äîáàâëåííûì ôîòîíîì [6] ìåòîäîì ðåãóëÿðè-
çàöèè Ëàíäâåáåðà; � — èñòèííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ôîòîíîâ pn



Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ïðîâåäåí

âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ óðàâíåíèåì (7) ïðè íàëè÷èè äîïîëíè-

òåëüíîãî óñëîâèÿ (2). Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà, â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî âûÿñíèëîñü, ÷òî

n m
mnS

�

�

�

�

�� �
0 0

2 14195
~

,

ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ N nc � 0 75, , � � 0 77, , * �0 6, . Ðàáî÷åå ÷èñëî

èòåðàöèé â ýòîì ïðèìåðå k
*
�101, âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîé íåâÿçêè

(|| || / || ||) ,
*

A v u uh k � �� � 00201875. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìà-

öèè ðåøåíèÿ v � ñîñòàâèëà (|| || / || ||) ,
*

v v vk � �� � 0041438.

Âûâîäû

Ïðåäëîæåíî êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåé-

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ðåãèñòðèðóåìûé âåêòîð

ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ôîòîîòñ÷åòîâ ñ ïîìîùüþ âåêòîðà ïëîòíîñòè

êâàíòîâûõ âåðîÿòíîñòåé ôîòîíîâ, â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî

ðîäà. Óêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîñòè è íåïðå-

ðûâíîñòè îïåðàòîðà, îïðåäåëåííîãî âî âñåì äåéñòâèòåëüíîì ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå l2. Îïðåäåëåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîìïàêòíîñòè èñ-

ñëåäóåìîãî îïåðàòîðà. Ïðåäñòàâëåí ïåðå÷åíü ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè èñ-

õîäíîé íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Using methods of computational physics the algorithm is implemented that allows investigating
the ill-posed problem of noise reduction, connected with losses, dark counts and background ra-
diation in photocounting statistics of quantum light. The regularizing operator in operator equa-
tion of the first kind allows direct restoration of photon distribution function from photon-number
statistics with known noise parameters. This is confirmed by computational experiments.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Waks E., Diamanti E., Sanders B.C. et al. Direct Observation of Non-classical Photon Statis-
tics in Parametric Downconversion// Phys. Rev. Lett. — 2004. — 92. — 113602.

2. Achilles D., Silberhoen C., Sliwa C. et al. Fiber-assisted Detection with Photon Number
Resolution// Opt. Lett. — 2003. — 28 (23) : 2387-9.

3. Sperling J., Vogel W. and Agarwal G.S. Correlation Measurements with on-off Detectors//
Phys. Rev. — 2013. — A 88. — 043821.

4. Sperling J., Vogel W. and Agarwal G.S. Sub-Binomial Light// Phys. Rev. Lett. — 2012. —
109. — 093601.

5. Mandel L. and Wolf E. Optical Coherence and Quantum Optics. — Cambridge University
Press, 1995.

Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà â ïðîáëåìå ðåêîíñòðóêöèè ñòàòèñòèêè ÷èñëà

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2014. Ò. 36. ¹ 3 93



6. Starkov V.N., Semenov A.A., Gomonay H.V. Numerical Reconstruction of Photon-number
Statistics from Photocounting Statistics: Regularization of an Ill-posed Problem // Phys.
Rev. — 2009. — A 80. — 013813.

7. Semenov A.A., Turchin A.V., Gomonay H.V. Detection of Quantum Light in the Presence of
Noise // Phys. Rev. — 2008. — A 78. — 055803.

8. Welsch D.-G., Vogel W., Opartny T. Homodyne Detection and Quantum State Reconstruc-
tion // Progress in Optics. — 1999. — 39. — P. 63. 2. ... A 261, 20.

9. Mandel L. Squeezed States and Sub-Poissonian Photon Statistics // Phys. Rev. Lett. —
1982. — 49. — 136.

10. Àõèåçåð Í.È., Ãëàçìàí È.Ì. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñò-
ðàíñòâå. — Ì. : Íàóêà, 1966. — 544 ñ.

11. Êîëìîãîðîâ À.Í., Ôîìèí Ñ.Â. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. —
Ì. : Íàóêà, 1972. — 496 ñ.

12. Òèõîíîâ À.Í., Àðñåíèí Â.ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. — Ì. : Íàóêà, 1966. —
288 ñ.

13. Âåðëàíü À.Ô., Ñèçèêîâ Â.Ñ. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ: ìåòîäû, àëãîðèòìû, ïðîãðàì-
ìû. Ñïð. ïîñîáèå. — Êèåâ : Íàóê. äóìêà. — 1986. — 544 ñ.

14. Âàñèí Â.Â., Àãååâ À.Ë. Íåêîððåêòíûå çàäà÷è ñ àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé. — Åêàòåðèí-
áóðã: Óðàëüñêàÿ èçäàòåëüñêàÿ ôèðìà «Íàóêà», 1993. — 263 ñ.

15. Ñèçèêîâ Â.Ñ. Îáðàòíûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è è MatLab: Ó÷åá. ïîñîáèå. — ÑÏá. :
«Ëàíü», 2011. — 256 ñ.

16. Lowes A.K. Inverse und schlecht gestellte Probleme. — Stuttgart: Teubner, 1989. — 205 p.

17. Áàêóøèíñêèé À.Á., Ãîí÷àðñêèé À.Â. Íåêîððåêòíûå çàäà÷è. ×èñëåííûå ìåòîäû è ïðè-
ëîæåíèÿ. — Ì. : Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1989. — 199 ñ.

18. Âàéíèêêî Ã.Ì., Âåðåòåííèêîâ À.Þ. Èòåðàöèîííûå ïðîöåäóðû â íåêîððåêòíûõ çà-
äà÷àõ. — Ì. : Íàóêà, 1986. — 182 ñ.

19. Ìîðîçîâ Â.À. Ðåãóëÿðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. — Ì. :
Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1974. — 359 ñ.

20. Ãîí÷àðñêèé À.Â., Ëåîíîâ À.Ñ., ßãîëà À.Ã. Îáîáùåííûé ïðèíöèï íåâÿçêè. — Æóðí.
âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàò. ôèçèêè. — 1973. — 13, ¹ 2. — Ñ. 294—302.

21. Defrise M. and De Mol C. A Note on Stopping Rules for Iterative Methods and Filtered svd //
Inverse Problems: An Interdisciplinary Study. P.C. Sabatier, editor. Academic Press, 1987. —
Ð. 261 — 268.

Ïîñòóïèëà 26.02.14

ÑÒÀÐÊÎÂ Âÿ÷åñëàâ Íèêîëàåâè÷, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, âåä. íàó÷. ñîòð. îòäåëà òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèêè Èí-òà ôèçèêè ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 1964 ã. îêîí÷èë Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñ-
ìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Ñ.Ï. Êîðîëåâà. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — íåêîððåêòíûå è
íåëèíåéíûå ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíîé ôèçèêè.

ÑÅÌÅÍÎÂ Àíäðåé Àëåêñàíäðîâè÷, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, ñò. íàó÷. ñîòð. îòäåëà òåîðåòè-
÷åñêîé ôèçèêè Èí-òà ôèçèêè ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 1994 ã. îêîí÷èë Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíè-
âåðñèòåò èì. Ò. Øåâ÷åíêî. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — êâàíòîâàÿ îïòèêà.

ÃÎÌÎÍÀÉ Åëåíà Âàñèëüåâíà, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð Ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èí-òà
Íàöèîíàëüíîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Óêðàèíû «Êèåâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èí-ò». Â
1985 ã. îêîí÷èëà Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èí-ò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé —
êâàíòîâàÿ îïòèêà.

Â.Í. Ñòàðêîâ, À.À. Ñåìåíîâ, Å.Â. Ãîìîíàé

94 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2014. V. 36. ¹ 3


