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Ðåãóëèðîâàíèå ýíåðãîñèñòåì
ïðè èìïóëüñíûõ âîçìóùåíèÿõ

Äëÿ ìîäåëè ýíåðãîñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì è çàïàçäûâàþùèì ðåãóëèðîâà-
íèåì ÷èñëåííî íàéäåíû îöåíêè îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ñ ïîìîùüþ ðàçðûâíûõ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà äâóõ
òèïîâ è óñëîâèé Ðàçóìèõèíà.

Äëÿ ìîäåë³ åíåðãîñèñòåìè ç ³ìïóëüñíîþ ä³ºþ òà êåðóâàííÿì ç çàï³çíåííÿì ÷èñåëüíî
çíàéäåíî îö³íêè îáëàñò³ àñèìïòîòè÷íî¿ ñò³éêîñò³ â ïðîñòîð³ êåðóþ÷èõ ïàðàìåòð³â çà äî-
ïîìîãîþ ðîçðèâíèõ ìàòðè÷íèõ ôóíêö³é Ëÿïóíîâà äâîõ òèï³â òà çà óìîâ Ðàçóì³õ³íà.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ýíåðãîñèñòåìà, ìåòîä Ëÿïóíîâà, çàïàçäûâàíèå, èìïóëüñíîå âîç-
äåéñòâèå, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü.

Ó÷åò èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ [1] ñèñòåì
ýëåêòðîãåíåðàòîðîâ, ïîäêëþ÷åííûõ ê åäèíîé ýíåðãîñåòè (äàëåå áóäåì èõ
íàçûâàòü ýíåðãîñèñòåìàìè), ÿâëÿåòñÿ íîâûì ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëå-
íèåì èññëåäîâàíèÿ [2, 3]. Òàêîå îïèñàíèå ìîæåò áûòü óìåñòíûì â ñëó÷àå,
êîãäà ýíåðãîñèñòåìà ïîäâåðãàåòñÿ êðàòêîâðåìåííîìó âëèÿíèþ (êîòîðîå
îáû÷íî èìååò ðàçðóøàþùèé õàðàêòåð), ïðèâîäÿùåìó ê ðåçêîìó èçìåíå-
íèþ åå ñîñòîÿíèÿ.

Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò
áûòü êîððåêòíûì ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòî ðàâíîâåñèå â ñèñòåìå ñó-
ùåñòâóåò, ò.å. îíî íå íàðóøåíî èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì.

Â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåãóëèðîâàíèÿ âûáðàí ïðîïîðöèîíàëüíî-äèôôå-
ðåíöèàëüíûé ðåãóëÿòîð ñ çàïàçäûâàíèåì. Íàëè÷èå çàïàçäûâàíèÿ â ðåãó-
ëÿòîðå ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿ-
íèè ñèñòåìû, ó÷èòûâàåìàÿ ïðè åå êîððåêòèðîâêå, íå ïîñòóïàåò ìãíîâåííî.
Àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäåëåé ñèñòåì ýëåêòðîãåíåðàòîðîâ, â êî-
òîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàïàçäûâàíèå, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì
èññëåäîâàíèé [4, 5].
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Ìîäåëü è åå ïðåîáðàçîâàíèå. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ýíåð-

ãåòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì
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ãäå Ei — ý.ä.ñ. i-é ìàøèíû; Yii — ñîáñòâåííûå ïðîâîäèìîñòè ìàøèíû;
Yij — âçàèìíûå ïðîâîäèìîñòè, Y Yij ji� , i j n, , ...,�1 ; Yi n, �1 — ïðîâîäèìîñòü
i-ãî ãåíåðàòîðà ñ øèíàìè ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ; U — âåëè÷èíà íàïðÿ-
æåíèÿ, ïîñòóïàþùåãî ñ øèí.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíà-
ìèêè ýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìû íå ñîäåðæèò äåìïôèðîâàíèÿ. Âìåñòå ñ òåì,
ïîñêîëüêó íàëè÷èå ïðîèçâîëüíîãî äåìïôèðîâàíèÿ íå ïðèâîäèò ê ïîòåðå
óñòîé÷èâîñòè, âñå îöåíêè, ïîëó÷åííûå äëÿ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, àê-
òóàëüíû è äëÿ ñèñòåìû ñ ïðîèçâîëüíûì äåìïôèðîâàíèåì [6].
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ãäå cki1 è cki 2 — íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå; ai , bi — ïàðà-
ìåòðû ïðîïîðöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî ðåãóëÿòîðà, i n�1,..., ; âåëè÷èíà
çàïàçäûâàíèÿ r óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå 2 1r k k� ��� � , k	�.

Îïèñàíèå ïîäõîäîâ. Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1), (2) íà
îñíîâå ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà ñ ïðèìåíåíèåì óñëîâèé Ðàçóìèõèíà.
Ïðîâåäåì äåêîìïîçèöèþ. Â ñèñòåìå (1) íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû îïè-
ñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè
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âîñòè íåïðåðûâíîé ìîäåëè ñèñòåìû, ÷òî èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ñòàáèëèçà-
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ïðèíàäëåæàò êëàññó ôóíêöèé �V0.
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ v t x( , ) ïðèíàäëåæèò êëàññó �V0, åñëè âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ:
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Ïîäñòàâèâ â (8) è (9) âûðàæåíèå (4) äëÿ êóñî÷íî-ýêñïîíåíöèàëüíîé
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Óñëîâèÿ, ïðèìåíÿåìûå â ìîìåíòû èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ, ñëåäóþ-

ùèå:V v Vk k k0 00 0 1( , ( )) ( ) ( ( ))� � � �#� � � �x x , k	�. Ïðîâåðêà ýòèõ óñëîâèé

ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâàíèè îöåíîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿì Ðàçóìè-

õèíà, ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè, ýëåìåíòàð-

íûõ òîæäåñòâ òèïà Íüþòîíà—Ëåéáíèêà è äð. Ïðè ýòîì, èññëåäóÿ ïîâåäåíèå

ñèñòåìû âíå ìîìåíòîâ èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ, íåîáõîäèìî ðàññìàòðè-

âàòü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ èìïóëüñîâ â «íåäàâíåì

ïðîøëîì» áåç êîíêðåòèçàöèè òîãî, êàêîå èìåííî íåäàâíåå ïðîøëîå ïîä-

ðàçóìåâàåòñÿ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíà 2r, óïîìèíàåìàÿ, íàïðèìåð,

â óñëîâèÿõ Ðàçóìèõèíà, ñîîòâåòñòâóåò âûáðàííîìó ìåòîäó äàëüíåéøèõ

îöåíîê è ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæåò áûòü çàìåíåíà ïðîèçâîëüíûì ïîëî-

æèòåëüíûì ÷èñëîì. Óñëîâèå 2 1r k k� ��� � , k	�, òàêæå òðåáóåòñÿ äëÿ âû-

ïîëíåíèÿ íåêîòîðûõ èñïîëüçóåìûõ îöåíîê è ìîæåò áûòü äðóãèì äëÿ

äðóãèõ îöåíîê.

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Ïðèìåíåíèå êàæäîãî èç äâóõ ïðåäëîæåí-

íûõ ïîäõîäîâ ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîé ñèñòåìå íåðàâåíñòâ ñ

äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Ñîâìåñòèìîñòü ýòîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ
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äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîé ýíåð-

ãîñèñòåìû.
×èñëåííîå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ýíåðãîñèñòåìû ïðîâåäåíî â

ïðîñòðàíñòâå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ a è b (ðèñ. 1). Ïðè ïîñòðîåíèè
îöåíîê îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè èñïîëüçîâàíû òðè ãðàäàöèè ñåðîãî öâåòà:
òåìíî-ñåðûé — äëÿ îöåíêè, íàéäåííîé íà îñíîâå êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíê-
öèè, ñåðûé — äëÿ îöåíêè, íàéäåííîé íà îñíîâå êóñî÷íî-ýêñïîíåíöèàëü-
íîé ôóíêöèè, è ñâåòëî-ñåðûé — äëÿ îöåíêè îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû
áåç èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ, èññëåäóåìîé ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî óñëî-
âèÿ Ðàçóìèõèíà è ôóíêöèè V0, âçÿòîé â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ïî-
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Ðèñ. 1. Îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1), (2) â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåò-
ðîâ a, b ïðè � � 3, M i �1, P Pi ij� �1, i �1 2 3, , , c ik2 1� , i j, , ,�1 2 3, k ��



ñêîëüêó îáëàñòè âêëàäûâàþòñÿ îäíà â äðóãóþ, ïåðåêðûòèå íåñêîëüêèõ
îáëàñòåé îêðàøèâàåòñÿ öâåòîì áîëåå òåìíîé îáëàñòè. Â ÷àñòíîñòè, â èñ-
ñëåäîâàííûõ ñëó÷àÿõ îöåíêà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷àåìàÿ íà îñíîâå
êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, îêàçûâàåòñÿ íå ëó÷øå, ÷åì îöåíêà,
ïîëó÷åííàÿ íà îñíîâå êóñî÷íî-ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè.

Ïðè âîçðàñòàíèè âåëè÷èíû çàïàçäûâàíèÿ r ïîñòðîåííûå îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè áóäóò ñóæàòüñÿ. Â ÷àñòíîñòè, èç âèäà íàéäåííûõ àíàëèòè-
÷åñêèõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò, ÷òî ïðè r � 0 îáëàñòü óñòîé÷èâîñ-
òè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ a è b óâåëè÷èâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííî. Êðîìå
òîãî, ñóùåñòâóåò òàêîå r0 0� , ïðè êîòîðîì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà r r� 0

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îöåíêà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷åííàÿ ëþáûì èç
ìåòîäîâ, îêàçûâàåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì. Ðàññìîòðèì ýòè îñîáåííîñòè
ïîäðîáíåå.

Ïðè r � 0 19, (è íåèçìåííûõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðàõ) ïîëó÷èì îöåíêó
îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1, â. Çäåñü îïóùåíà îöåíêà
îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íåïðåðûâíîé ÷àñòè. Âìåñòå ñ òåì, îöåíêà íà îñíîâå
êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïóñòîå ìíîæåñòâî.
Åñëè r �0 01, , òî îöåíêà îáëàñòè ïðèìåò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1, ã.

Åñëè a �0, b � �0 6, , òî ïðè êîíôèãóðàöèè ïàðàìåòðîâ, ïðåäñòàâëåííîé íà
ðèñ. 1, â, äëÿ íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ïîëó÷èì äèíàìèêó (ðèñ. 2, à),
ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (1), (2), ïîñòðîåííîìó
ìåòîäîì Ðóíãå—Êóòòû, ìîäèôèöèðîâàííûì äëÿ ñèñòåìû ñ èìïóëüñàìè è
çàïàçäûâàíèåì. Íà÷àëüíûå äàííûå íà îòðåçêå [ , ]�r 0 — ïîñòîÿííûå.

Êàê èçâåñòíî èç îáùåé ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè [7], äëÿ àñèìï-
òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1) áåç ó÷åòà èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ
ïðè r �0 íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé bi � 0,
P ai i� �0, i � 1 2 3, , .
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Ðèñ. 2. Ðåøåíèå ñèñòåìû (1), (2) ïðè a � 0, � � 3, M i �1, P Pi ij� �1, i �1 2 3, , , c ik1 0 1� , , c ik2 1� ,
i j, , ,�1 2 3, k 	�



Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, îáîáùåííûå íà ñëó÷àé ñ çàïàçäûâàíèåì ëè-
áî ñ èìïóëüñàìè è çàïàçäûâàíèåì, ñâèäåòåëüñòâóþò î ñóæåíèè îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè, êîòîðàÿ, êðîìå òîãî, ïåðåñòàåò áûòü íåîãðàíè÷åííîé.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ìåõàíèçìîâ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå
âîçíèêàþò ïðè èçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðîâ èçíà÷àëüíî óñòîé÷èâîé ñèñòåìû.
Ñëó÷àè, êîãäà b �0, a Pi� , òðèâèàëüíû è êà÷åñòâåííàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû
àíàëîãè÷íà äèíàìèêå ñèñòåìû áåç èìïóëüñîâ ïðè r � 0.

Åñëè ïàðàìåòð b âçÿòü îòðèöàòåëüíûì è äîñòàòî÷íî áîëüøèì ïî ìîäó-
ëþ, òî ïîëó÷èì äèíàìèêó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 2, á. Âîçíèêàþùèå
êîëåáàíèÿ óâåëè÷èâàþùåéñÿ àìïëèòóäû èìåþò ïîëóïåðèîä ïîðÿäêà âå-
ëè÷èíû çàïàçäûâàíèÿ è ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî ïðè ïîÿâëåíèè íåíóëåâîé
ñêîðîñòè âîçíèêàåò áîëüøîå óñêîðåíèå îáðàòíîé íàïðàâëåííîñòè, ïðèâî-
äÿùåå ê ðàñêà÷èâàíèþ.

Ïîäîáíàÿ äèíàìèêà âîçíèêàåò ïðè îòðèöàòåëüíîì è áîëüøîì ïî ìî-
äóëþ ïàðàìåòðå a (ðèñ. 3, à). Ïðè ýòîì âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé
ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå çíà÷èòåëüíîãî óñêîðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîãî ôà-
çîâîé ñêîðîñòè. Îäíàêî ââèäó íàëè÷èÿ çàïàçäûâàíèÿ ýòî óñêîðåíèå íå
âëèÿåò íà ñèëó òðåíèÿ, à ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ àìïëèòóäû êîëåáàíèé.

Óâåëè÷åíèå ñèëû èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê äèíà-
ìèêå, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 3, á. Â ìîìåíòû t k�3 , k 	� 0 ôàçîâûå ñêî-
ðîñòè òåðïÿò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà, ÷òî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ
ïðèâåäåíèÿ ê íåóñòîé÷èâîñòè âñåé ñèñòåìû.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èçìåíåíèå êàêîé-ëèáî èç âåëè÷èí� è r ïðèâîäèò ê
ðàññìîòðåííûì ìåõàíèçìàì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, à èçìåíåíèå âåëè÷èí Pij

è Pi ïîñðåäñòâîì çàìåíû ïåðåìåííûõ ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåííûì ñëó÷àÿì
êîíôèãóðàöèè ïàðàìåòðîâ. Ñëåäóåò òàêæå îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè
âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà � ïðîèñõîäèò ðàñøèðåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè,
ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ äâóõ ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ, ýôôåêòèâíîñòü
êîòîðûõ îêàçûâàåòñÿ ñîïîñòàâèìîé.
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Ðèñ. 3. Ðåøåíèå ñèñòåìû (1), (2) ïðè b � �0 5, , � � 3, M i �1, P Pi ij� �1, i j, , ,�1 2 3, k 	�



Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíà îáëàñòü
óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ïðè òåõ æå
ïàðàìåòðàõ, ÷òî è íà ðèñ. 2, á, çà
èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèÿ �, óâåëè-
÷åííîãî â 10 ðàç. Èç ðèñ. 4 âèäíî,
÷òî ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøîì âîç-
ðàñòàíèè çíà÷åíèÿ � îöåíêè îáëàñ-
òè óñòîé÷èâîñòè íå ïðèáëèæàþòñÿ
ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê îöåíêå îá-
ëàñòè óñòîé÷èâîñòè íåïðåðûâíîé
ñèñòåìû.

Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ñòàáèëèçàöèÿ ìîäåëè ýíåðãîñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîç-
äåéñòâèåì, íå íàðóøàþùèì ðàâíîâåñèÿ, ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà ñ ïîìîùüþ
çàïàçäûâàþùåãî ïðîïîðöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî ðåãóëÿòîðà. Ïðè
ýòîì, êàê ñëåäóåò èç ÷èñëåííûõ ðàññ÷åòîâ, ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé óñëîâèé
óñòîé÷èâîñòè íà îñíîâå âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàç-
ðûâíûõ ôóíêöèé óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è èç äâóõ
øèðîêî ïðèìåíÿåìûõ êëàññîâ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, òàêèõ êàê
êóñî÷íî-ýêñïîíåíöèàëüíûå è êóñî÷íî-ëèíåéíûå, ïåðâûé îáëàäàåò áîëüøèì
ïîòåíöèàëîì äëÿ ïðèìåíåíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äàííîé ýíåðãîñèñòåìû
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì.
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I.L. Ivanov

REGULATION OF POWER SYSTEMS

UNDER IMPULSIVE PERTURBATIONS

Estimations of the region of asymptotic stability in the space of control parameters are found for a
power system model with pulse effects and delayed control by applying Lyapunov discontinuous ma-
trix functions and Razumikhin conditions. The piecewise exponential and piecewise linear functions
were used as Lyapunov functions. Numerical estimations of stability regions in the space of control
parameters were obtained by using each of these two types of Lyapunov functions. A comparison of
the effectiveness of these two types of functions has been performed. The mechanisms of losing sta-
bility by the power system while varying its parameters are described.

K e y w o r d s: power system, Lyapunov method, delay, pulse effects, asymptotic stability.
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