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Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ îáîáùåííîãî ñóììèðîâàíèÿ
ïðè àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

Èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ îáîáùåííîãî ñóììèðîâàíèÿ ïðè àïïðîê-
ñèìàöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïðèâåäåíû ÷èñ-
ëåííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè äëÿ òèïîâûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí.

Äîñë³äæåíî ìîæëèâ³ñòü çàñòîñóâàííÿ ìåòîä³â óçàãàëüíåíîãî äîäàâàííÿ ïðè àïðîêñèìàö³¿
ù³ëüíîñò³ ³ìîâ³ðíîñò³ çà äîïîìîãîþ îðòîãîíàëüíèõ ïîäàíü. Íàâåäåíî ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè
äîñë³äæåííÿ òî÷íîñò³ àïðîêñèìàö³¿ äëÿ òèïîâèõ ðîçïîä³ë³â âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, àïïðîêñèìàöèÿ, îðòîãîíàëüíûé ïîëèíîì,
îðòîãîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, îáîáùåííîå ñóììèðîâàíèå.

Íåãàóññîâñêèå ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí çàíè-
ìàþò çíà÷èòåëüíîå ìåñòî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðàäèîòåõíèêè [1], ìåòðîëî-
ãèè [2], ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ [3], òåî-
ðèè îöåíîê ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí [4] è äð. Ïðè èññëåäîâàíèÿõ òàêèõ ìîäåëåé
íàèáîëåå âàæíîé âåðîÿòíîñòíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü âå-
ðîÿòíîñòè p x( ). Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òåîðåòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿò-
íîñòè íåèçâåñòíà, ïîýòîìó äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ ïðèìåíÿþò ïðèáëèæåííûå
ìåòîäû, ñðåäè êîòîðûõ ñëåäóåò âûäåëèòü îðòîãîíàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

Îðòîãîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå — îäèí èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ íåïàðà-
ìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè [3, 5—7]. Â
îáùåì âèäå îðòîãîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì ïëîòíîñ-
òè âåðîÿòíîñòè â ðÿä ñëåäóþùåãî âèäà [8]:

p x x c x
k

k k( ) ( ) ( )�
�

�� �
�0

, (1)

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2015. Ò. 37. ¹ 2 87

� À.È. Êðàñèëüíèêîâ, Â.Ñ. Áåðåãóí, 2015

�������������	
�
�
�����	���
�����
�����



ãäå ck — êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ; � k x( ) — ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ
ôóíêöèé; � ( )x — âåñîâàÿ ôóíêöèÿ. Îáû÷íî â êà÷åñòâå ôóíêöèé � k x( )
èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû [9] Ýðìèòà, Ëàãåð-
ðà, ßêîáè (Ëåæàíäðà, ×åáûøåâà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà), êîòîðûå èìåþò

âèä� k

j

k

kj
jx h x( ) �

�
�

0

, ãäå hkj — äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, îäíîçíà÷íî îïðåäå-

ëÿåìûå âåñîâîé ôóíêöèåé � ( )x . Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòà ck íå òðåáóåòñÿ çíàòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p x( ), äîñòàòî÷íî
çíàòü íà÷àëüíûé ìîìåíò � j :

c p x x dx hk

k

k

k j

k

kj j� �
	�

�

�
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||
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||

,

ãäå � � � k || — íîðìà ôóíêöèé � k x( ). Íà ïðàêòèêå â ôîðìóëå (1) âìåñòî
áåñêîíå÷íîé ñóììû èñïîëüçóåòñÿ ÷àñòíàÿ ñóììà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñ-
òàâëÿþùèõ äî n-ãî ïîðÿäêà:

S x x c xn

k

n

k k( ) ( ) ( )� �� �
�0

. (2)

Â ðàáîòàõ [5, 10] óêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè (2) äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèÿ èìåþò ðàçëè÷íóþ âåñîâóþ çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà òàêèõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí. Â ðàáîòå [6] óêàçàíî, ÷òî ÷àñòíûå ñóììû ìîãóò âåñòè
ñåáÿ íåðåãóëÿðíî, à èìåííî: óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñîñòàâëÿþùèõ â ÷àñòíîé
ñóììå íå âñåãäà ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòè.

Äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè è òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ÷àñòíîé
ñóììîé (2) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ìåòîäû îáîáùåííîãî
ñóììèðîâàíèÿ [11—13].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èçâåñòíî [11], ÷òî ÷àñòíûå ñóììû òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå íå âñåãäà ñõîäÿòñÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f x( ),
x a b�[ , ], äëÿ êîòîðîé ýòîò ðÿä ïîñòðîåí. Îäíàêî äëÿ ëþáîé òàêîé ôóíêöèè
ìîæíî íàéòè àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì P x( ), ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàþùèé-

ñÿ ê ýòîé ôóíêöèè: max | ( ) ( )|
[ , ]x a b

f x P x
�

	 � �, � �0. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì

ïåðâîé è âòîðîé òåîðåì Âåéåðøòðàññà. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè àëãåáðàè-
÷åñêèì ïîëèíîìîì îòíîñèòñÿ ê ìåòîäàì îáîáùåííîãî ñóììèðîâàíèÿ.

Àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì P x( )îïðåäåëÿåòñÿ [13] êàê ñâåðòêà ôóíêöèè
f x( ) ñ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì K xn ( ) ñòåïåíè n, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïîëè-
íîìèàëüíûì ÿäðîì:

P x f t K x t dt

a

b

n( ) ( ) ( )� 	
 .
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Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ïîëèíîìà K xn ( ) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå

âèäû àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëèíîìà:

1. ßäðî Äèðèõëå n-ãî ïîðÿäêà. Àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì P x( ) ÿâëÿåò-

ñÿ ÷àñòíîé ñóììîé ðÿäà Ôóðüå (â äàííîì ñëó÷àå S xn ( )).

2. ßäðî Ôåéåðà n-ãî ïîðÿäêà åñòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ïåðâûõ n

ÿäåð Äèðèõëå. Òîãäà àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ ñóììîé Ôåéåðà è

ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì n ïåðâûõ ÷àñòíûõ ñóìì:

F x
n

S xn

k

n

k( ) ( )�
	

�1

0

1

�

.

Ýòîò ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ñóììèðîâàíèÿ ×åçàðî—

Ôåéåðà.

3. ßäðî Âàëëå-Ïóññåíà åñòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÿäåð Äèðèõëå îò

m äî n	1. Òîãäà àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ ñóììîé Âàëëå-Ïóññåíà

è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ÷àñòíûõ ñóìì îò S xm( ) äî S xn	1( ):

V x
n m

S xm n

k m

n

k, ( ) ( )�
	

	

�1
1

�

.

Ñóùåñòâóåò è äðóãàÿ ôîðìà ñóììû Âàëëå-Ïóññåíà, èñïîëüçóåìàÿ äàëåå,

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷àñòíûõ ñóìì íà-

÷èíàÿ ñ S xn ( ) è çàêàí÷èâàÿ S xn2 1	 ( ):

V x
n

S xn

k n

n

k( ) ( )�
	

�1
2 1

�

.

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäàìè îáîáùåííîãî ñóììèðîâàíèÿ äëÿ îðòîãî-

íàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p x( ) (êàê ôóíêöèé f x( ))

è ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè èñïîëüçîâàíèÿ ÷àñò-

íûõ ñóìì.

Îðòîãîíàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Îïèøåì â îáùåì âèäå ðàçíîâèä-

íîñòè ÷àñòíûõ ñóìì (2) è ïðåäñòàâèì âûðàæåíèÿ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíî-

ìîâ � k x( ) ñ âåñîâûìè ôóíêöèÿìè � ( )x áåç óêàçàíèÿ çíà÷åíèé êîýôôè-

öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ è íåîáõîäèìûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé:

1. Ðÿäû Ýðìèòà —

S x x c H xHn H

k

n

Hk k( ) ( ) ( )� ��
�0

, �H
xx e( ) � 	 2 2,

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ îáîáùåííîãî ñóììèðîâàíèÿ ïðè àïïðîêñèìàöèè
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ãäå H xk ( ) — ïîëèíîìû Ýðìèòà,

H x e
d

dx
ek

k x
k

k

x( ) ( ) ( )� 	 	1
2 22 2 , x� 	� �( ; ) , || || !H kk

2 2� � .

2. Ðÿäû Ëàãåððà —

S x x c L xLn L

k

n

Lk k
( ) ( ) ( )( )� ��

�

�

0

, � �
L

xx e x( ) � 	 .

Çäåñü L x
k

( ) ( )� — ïîëèíîìû Ëàãåððà ñ ïàðàìåòðîì �,

L x e
x

k

d

dx
e x

k

x
k

k

x k( ) ( )
!

( )�
�

��
	

	 � , x� �( ; )0 , || ||
( )

!

( )L
k

k
k

� �2 1
�

� ��
,

ãäå � ( )x — ãàììà-ôóíêöèÿ.

3. Ðÿäû Ëåæàíäðà —

S x c P xPn

k

n

Pk k( ) ( )��
�0

,

ãäå P xk ( ) — ïîëèíîìû Ëåæàíäðà,

P x
k

d

dx
xk k

k

k

k( )
!

( )� 	
1

2
12 , x�[ ; ]0 1 , || ||P

k
k

2 2

2 1
�

�
.

4. Ðÿäû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà —

S x x c T xTn T

k

n

Tk k
( ) ( ) ( )� ��

�0

, �T x
x

( ) �
	

1

1 2
,

ãäå T x
k

( ) — ïîëèíîìû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà,

T x k xk ( ) cos ( arccos )� , x�[ ; ]0 1 , || ||
/ , ,

, .
T

k

k
k

2 2 0

0
�

�

�
�
�
�

�

�

5. Ðÿäû ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà —

S x x c U xUn U

k

n

Uk k( ) ( ) ( )� ��
�0

, �U x x( ) � 	1 2,

ãäåU xk ( ) — ïîëèíîìû ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà,

U x
k x

x
k ( )

sin [( ) arccos ]
�

�

	

1

1 2
, x�[ ; ]0 1 , || ||U k

2

2
�
�

.
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Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

Èñïîëüçóåì ïðèâåäåííûå âûøå îðòîãîíàëüíûå ðÿäû è ñîîòâåòñòâóþùèå
èì îáîáùåííûå ñóììû äëÿ àïïðîêñèìàöèè òèïîâûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿò-
íîñòè [14]. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè îðòîãîíàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè âî âñåõ ñëó÷àÿõ íàéäåì äâå

îøèáêè: èíòåãðàëüíóþ — r p x p x dx

X

� 	

1

2
| ( ) ~ ( )| è ìàêñèìàëüíóþ — � �

� 	max | ( ) ~ ( )|
X

p x p x , ãäå p x( )—òåîðåòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè; ~ ( )p x —
ñîîòâåòñòâóþùàÿ àïïðîêñèìàöèÿ; X — îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè.

Â òàáë. 1—6 çíà÷åíèÿ íàä ÷åðòîé ñîîòâåòñòâóþò èíòåãðàëüíîé îøèá-
êå r, à ïîä ÷åðòîé — ìàêñèìàëüíîé îøèáêå �, ïîëóæèðíûì øðèôòîì
âûäåëåíû íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ îøèáîê.

Ðÿäû Ýðìèòà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé òî÷íîñòè
àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè îðòîãîíàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿ-
ìè ðàññìîòðèì èñïîëüçîâàíèå ðÿäîâ Ýðìèòà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþ-
äåíòà, îïðåäåëåííîãî, êàê è ïîëèíîìû Ýðìèòà, íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, è
ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëåííîãî íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Áóäåì
èñïîëüçîâàòü ÷àñòíûå ñóììû S xHn ( ).

Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

p x
x

( ) �

��
�
� �

�
�

�
�
� �
�
�

�
�

�
�

�

�
�
	
��

�

�

��
� �

�
1

2

2

1
2 1

2 , x� 	� �( ; ),

ãäå � — ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ (÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû). Ïîñêîëüêó
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, âñå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæå-
íèÿ cHk íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî S x S xH H5 4( ) ( )� ,
S x S xH H7 6( ) ( )� è ò.ä. ×àñòíàÿ ñóììà S xH 0( ) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿò-
íîñòè ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñ-
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� S H 0 S H 4 S H6 FH 5 FH 7 VH 3 VH 4

7 0,0578
0,0478

0,0605
0,0365

0,7200
0,5255

0,0350
0,0310

0,1151
0,0920

0,0223
0,0107

0,3373
0,2445

10 0,0386
0,0323

0,0206
0,0123

0,0803
0,0620

0,0270
0,0234

0,0254
0,0238

0,0042
0,0025

0,0337
0,0248

15 0,0248
0,0210

0,0074
0,0044

0,0178
0,0144

0,0185
0,0159

0,0139

0,0128

0,0042

0,0041

0,0072
0,0050

20 0,0183
0,0155

0,0038
0,0022

0,0075
0,0062

0,0140
0,0120

0,0101
0,0091

0,0039
0,0037

0,0030
0,0020
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ïåðñèåé, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé
èññëåäóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îøèáîê àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè âå-

ðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé �. Íà ðèñ. 1, a,

ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè íàèëó÷øèõ àïïðîêñèìàöèé êàæäîé ñóììû ïðè � = 7.

Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

p x x e x( ) � 	 	 
� �!

!
!  1 , x �0,

ãäå ! �0 — ïàðàìåòð ôîðìû;  �0 — ïàðàìåòð ìàñøòàáà. Íà ðèñ. 1, á,

ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè íàèëó÷øèõ àïïðîêñèìàöèé êàæäîé ñóììû ïðè

 �1, ! �10.

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îøèáîê àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè âå-

ðîÿòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè  �1 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ !. Ïðè
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! S H 0 S H 4 S H 5 S H6 FH 5 FH6 FH 7 VH 3

3 0,1379
0,0928

0,1175
0,0639

0,1626
0,0899

0,1797
0,0814

0,0880
0,0719

0,0926
0,0749

0,0935
0,0673

0,0994
0,0592

5 0,1122
0,0491

0,0734
0,0297

0,0940
0,0355

0,0803
0,0263

0,0709
0,0358

0,0684
0,0357

0,0658
0,0320

0,0616
0,0239

10 0,0813
0,0221

0,0375
0,0105

0,0435
0,0114

0,0276
0,0060

0,0500
0,0152

0,0449
0,0143

0,0408
0,0127

0,0305
0,0075

20 0,0570
0,0104

0,0190
0,0037

0,0207
0,0039

0,0094
0,0014

0,0346
0,0068

0,0300
0,0062

0,0264
0,0054

0,0152
0,0026

Òàáëèöà 2

0,4

0,3

0,2

0,1

0
	 	 	5 4 2 0 2 4

p x( )

S4

V3

F5

S0

p x( )
0,15

10

05

0,

0,

5 10 15 20 x

p x( ) S0

V3

F7

S6

0

à á
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èçìåíåíèè çíà÷åíèÿ  èíòåãðàëüíàÿ îøèáêà íå èçìåíÿåòñÿ, èçìåíÿåòñÿ

ëèøü ìàñøòàá ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è åå àïïðîêñèìàöèé. Ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ ðÿäîâ Ýðìèòà ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå

âûâîäû:

1. Ïðè óâåëè÷åíèè ïîðÿäêà ñóìì îøèáêè ñòàíîâÿòñÿ íåðåãóëÿðíûìè.

2. Ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà v ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà è

ïàðàìåòðà � ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ èõ êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû ñòðå-

ìÿòñÿ ê íóëþ, èíòåãðàëüíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêè óìåíüøàþòñÿ, ïîýòî-

ìó ðÿäû Ýðìèòà ìîæíî ñ÷èòàòü íàèáîëåå ïðèãîäíûìè äëÿ òàêèõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé.

3. Èñïîëüçîâàíèå äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè îáîèõ

ðàñïðåäåëåíèé ÷àñòíûõ ñóìì, ñóìì Ôåéåðà è Âàëëå-Ïóññåíà îáåñïå÷è-

âàåò ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê òåîðåòè÷åñêîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïî

ñðàâíåíèþ ñ àïïðîêñèìàöèåé ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì (÷àñòíàÿ ñóì-

ìà S xH 0( )). Íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà îáåñ-

ïå÷èâàþò ñóììû Âàëëå-Ïóññåíà, äëÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ – îáîáùåííûå

ñóììû ïðè ! �3 è ! �", ÷àñòíàÿ ñóììà S xH 6( ) ïðè ! �10 è ! �20.

Ðÿäû Ëàãåððà èñïîëüçóåì äëÿ ðàñïðåäåëåíèé, ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî-ñòåïåííûìè ôóíêöèÿìè àðãóìåíòà è

îïðåäåëåíû, êàê è ïîëèíîìû Ëàãåððà, íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè ( ; )0 � —

ðàñïðåäåëåíèÿ Ðýëåÿ è Âåéáóëëà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ÷àñòíûå ñóììû

S xLn ( ).

Ðàñïðåäåëåíèå Ðýëåÿ èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p x
x

d
e x d( ) /� 	

2

22 2

,

x �0, ãäå d �0 — ïàðàìåòð ìàñøòàáà. Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îøèáîê

àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Ðýëåÿ ïðè d �1, à íà

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ îáîáùåííîãî ñóììèðîâàíèÿ ïðè àïïðîêñèìàöèè

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2015. Ò. 37. ¹ 2 93

d S L4 S L5 S L6 FL5 FL6 FL7 VL3

1 0,0340
0,0682

0,0298
0,0649

0,0295
0,0628

0,0467
0,0849

0,0379
0,0776

0,0312
0,0714

0,0286
0,0631

c �1

2 0,0340
0,0964

0,0298
0,0918

0,0295
0,0888

0,0467
0,1201

0,0379
0,1097

0,0312
0,1010

0,0286
0,0892

3 0,0338
0,1132

0,0376
0,1218

0,0426
0,1329

0,0554
0,1457

0,0431
0,1039

0,0355
0,0712

0,0246
0,0964

5 0,0387
0,1955

0,0597
0,2602

0,0706
0,2856

0,0618
0,2180

0,0488
0,1841

0,0439
0,1811

0,0290
0,1164

10 0,0609
0,5018

0,1006
0,7832

0,1229
0,8784

0,0681
0,5484

0,0586
0,5216

0,0614
0,5495

0,0505
0,3226

Òàáëèöà 3



ðèñ. 2, à, ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé êàæäîé ñóììû

ïðè d �1. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà d èíòåãðàëüíàÿ îøèáêà íå èçìåíÿåòñÿ,

ëèøü èçìåíÿåòñÿ ìàñøòàá ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è åå àïïðîêñèìàöèé.

Ðàñïðåäåëåíèå Âåéáóëëà èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p x cdx ed cxd

( ) � 	 	1 ,

x �0, ãäå c — ïàðàìåòð ìàñøòàáà, d — ïàðàìåòð ôîðìû. Íà ðèñ. 2, á,

ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ïðè d � 5. Ïðè èçìåíåíèè

ïàðàìåòðà ñ èíòåãðàëüíàÿ îøèáêà íå èçìåíÿåòñÿ, ëèøü èçìåíÿåòñÿ ìàñø-

òàá ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è åå àïïðîêñèìàöèé. Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû

çíà÷åíèÿ îøèáîê àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

Âåéáóëëà ïðè c � 1.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé íà îñíîâå ïî-

ëèíîìîâ Ëàãåððà ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèé Ðýëåÿ è Âåéáóëëà íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ èíòå-

ãðàëüíûõ îøèáîê îáåñïå÷èâàþò ñóììû Âàëëå-Ïóññåíà. Íàèìåíüøèå çíà-

÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ îøèáîê â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ Ðýëåÿ îáåñïå÷èâàåò

÷àñòíàÿ ñóììà S xL 6( ), â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà ïðè d � 2 —

÷àñòíàÿ ñóììà S xL 6( ), äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé d — îáîáùåííûå ñóììû.

2. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ðýëåÿ óâåëè÷åíèå ïîðÿäêà ñóììû âî âñåõ ñëó-

÷àÿõ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ îøèáîê.

3. Â ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà îøèáêè âåäóò

ñåáÿ íåðåãóëÿðíî, îäíàêî îáû÷íî îíè óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïàðà-

ìåòðà d, ò.å. êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñèììåòðè÷íûì.

Ðÿäû ßêîáè èñïîëüçóåì äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ïëîòíîñòè

âåðîÿòíîñòè áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ:

p x
a b

a b
x xa b( )

( )
( )�

�
		 	�

� � � � 
1 11 , x�[ ; ]0 1 ,
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0,6

0 4,

0,2

0
1 2 3 4 5

p x( )

S6

V3

F7 2,0

1 5

1,0

5

,

0,

0,4 0,8 1,2 1,6 x

p x( )

S4

V3

F7

à á

p x( )

0
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ãäå a�0, b�0— ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ. Áåòà-ðàñïðåäåëåíèå òàê æå, êàê
è ïîëèíîìû ßêîáè, îïðåäåëåíî íà èíòåðâàëå [ ; ]0 1 . Áóäåì èñïîëüçîâàòü
÷àñòíûå ñóììû S xPn ( ), S xTn ( ) è S xUn ( ).

Íà ðèñ. 3, à, ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ëó÷øèõ àïïðîêñèìàöèé ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè a �1, b �2, à íà ðèñ. 3, á, —
ñ ïàðàìåòðàìè a �2, b � 4 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ êàæäîé ñóììû ðÿäîâ Ëå-
æàíäðà. Íà ðèñ. 3, â, ã, ïðèâåäåíû ãðàôèêè äëÿ ðÿäîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî
ðîäà, à íà ðèñ. 3, ä, å, — ãðàôèêè äëÿ ðÿäîâ ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà.
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2

1

0

p x( ), S6, V3

F7

p x( )

p x( ), S6

V3

F7

2

1

0

p x( )

S6

V3

F7

p x( ) S6V3

F7

2

1

0,2 0,4 0,6 0,8 1,00

p x( )

S6

V3

F7

p x( )S6
V3

F7

0,2 0,4 0,6 0,80 x

à

â

ä

á

ã

å
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Â òàáë. 4—6 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îøèáîê àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòâåòñòâåííî ðÿ-
äîâ Ëåæàíäðà, ðÿäîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà è âòîðîãî ðîäà äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a è b.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíèé ïî ïîëèíîìàì ßêîáè ïîçâî-

ëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Äëÿ âñåõ ðÿäîâ Ëåæàíäðà è ×åáûøåâà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà óâå-

ëè÷åíèå ïîðÿäêà ÷àñòíûõ è îáîáùåííûõ ñóìì âñåãäà ïðèâîäèò ê óìåíü-
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a b S P 4 S P 5 S P6 FP 5 FP6 FP 7 VP 3

0,8 1
0,0206

10,7493
0,0173

10,6029
0,0149

10,4706
0,0196

11,1593
0,0158

11,0666
0,0132

10,9815
0,0133

10,7557

1 2
0
0

0
0

0
0

0,0500
0,2000

0,0417
0,1667

0,0357
0,1429

0
0

2 2
0
0

0
0

0
0

0,0770
0,4000

0,0641
0,3333

0,0550
0,2857

0
0

2 4
0
0

0
0

0
0

0,1267
0,9143

0,1056
0,7619

0,0905
0,6531

0,0136
0,0952

Òàáëèöà 4

a b S T 4 S T 5 S T 6 FT 5 FT 6 FT 7 VT 3

0,8 1
0,0239
45,2074

0,0237
53,6982

0,0151
32,8065

0,0734
154,7662

0,0609
137,9215

0,0521
122,8509

0,0227
62,7516

1 2
0,0342
44,9898

0,0220
35,4080

0,0170
29,6602

0,1253
93,2964

0,1049
83,6483

0,0896
75,9357

0,0241
46,2681

2 2
0,0061
9,0933

0,0061
9,0933

0,0017
3,0307

0,1593
100,0418

0,1329
81,8526

0,1139
69,7264

0,0186
27,2818

2 4
0,0522
35,3663

0,0198
15,1566

0,0070
5,0727

0,2087
55,9318

0,1741
44,7484

0,1494
38,1238

0,0374
21,8936

Òàáëèöà 5

a b SU 4 SU 5 SU6 FU 5 FU6 FU 7 VU 3

0,8 1
0,0902
7,9586

0,0891
7,9513

0,0762
7,9370

0,0654
7,9775

0,0543
7,9732

0,0451
7,9680

0,0594
7,9605

1 2
0,0683
1,9565

0,0578
1,9482

0,0508
1,9402

0,0539
1,9735

0,0431
1,9693

0,0381
1,9651

0,0399
1,9564

2 2
0,0034
0,0212

0,0034
0,0212

0,0015
0,0117

0,0302
0,1206

0,0250
0,1011

0,0215
0,0862

0,0034
0,0300

2 4
0,0128
0,0994

0,0075
0,0671

0,0046
0,0482

0,0830
0,3238

0,0692
0,2655

0,0594
0,2258

0,0109
0,1135
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øåíèþ èíòåãðàëüíîé îøèáêè àïïðîêñèìàöèè, ò.å. ê ðåãóëÿðíîñòè îøèáîê.

Äëÿ ìàêñèìàëüíîé îøèáêè èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ðÿäû ×åáûøåâà

ïåðâîãî ðîäà ïðè a = 0,8, b = 1.

2. Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a = 0,8, b = 1 äëÿ ðÿäîâ Ëåæàíäðà è

×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà è ïðè a = 1, b = 2 äëÿ ðÿäîâ ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà

ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå (ïî èíòåãðàëüíîé îøèáêå) îáåñïå÷èâàþò ñóììû

Ôåéåðà, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ — ÷àñòíûå ñóììû.

3. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà çíà÷åíèÿ îøèáîê ðàâíÿëèñü íóëþ, îðòîãîíàëü-

íîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿëî òåîðåòè÷åñêóþ ïëîòíîñòü âå-

ðîÿòíîñòè.

Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííûõ ñóìì Ôåéåðà è Âàëëå-Ïóññåíà â

áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îáåñïå÷èâàåò ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ïëîòíîñòåé âå-

ðîÿòíîñòè, îïðåäåëåííûõ íà áåñêîíå÷íîì èëè ïîëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëàõ,

à èñïîëüçîâàíèå ÷àñòíûõ ñóìì îáåñïå÷èâàåò ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ïëîò-

íîñòåé âåðîÿòíîñòè, îïðåäåëåííûõ íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå.
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A.I. Krasil’nikov, V.S. Beregun

USING OF THE GENERALIZED SUMMATION METHODS

AT APPROXIMATION OF PROBABILITY DENSITY FUNCTION

Possibility of application of the generalized summation methods at approximation of probability

density function by means of orthogonal representations is investigated in the article. Numerical

results of research of approximation accuracy for typical distributions of random variables are

given.

K e y w o r d s: probability density function, approximation, orthogonal polynomial, orthogonal
representation, generalized summation.

REFERENCES

1. Shelukhin, O.I. (1998), Negaussovskie protsessy v radiotekhnike [Non-Gaussian Processes

in Radio Engineering], Radio i sviaz, Moscow, Russia.

2. Novitskii, P.V. and Zograf, I.A. (1991), Otsenka pogreshnostei rezultatov izmerenii [Obser-

vational Errors Estimator], Energoatomizdat, St. Petersburg, Russia.

3. Dech, R. (1965), Nelineinye preobrazovaniia sluchainykh protsessov [Nonlinear Trasforma-

tions of Random Processes], Translated by Smirenin, B.A., Sov. radio, Moscow, Russia.

4. Kunchenko, Yu.P. (2001), Polinomialnye otsenki parametrov blizkikh k gaussovskim

sluchainyh velichin. Ch.I. Stokhasticheskie polinomy, ikh svoistva i primenenie dlia nak-

hozhdeniia otsenok parametrov [Parameter Polynomial Estimators of Random Variables

Close to Gaussian. Part I. Stochastic Polynomials, Their Properties and Application for Find-

ing the Parameter Estimators], ChITI, Cherkassy, Ukraine.

5. Kramer, G. (1975), Matematicheskie metody statistiki [Mathematical Methods of Statistics],

Translated by Monin, A.S. and Petrov, A.A., Mir, Moscow, Russia.

6. Kendall, M. and Stiuart, A. (1966), Teoriia raspredelenii [Distribution Theory], Translated

by Sazonov, V.V. and Shiriaev, A.N., Nauka, Moscow, Russia.

7. Devroi, L. and Derfi, L. (1988), Neparametricheskoe otsenivanie plotnosti. L1-podkhod

[Nonparametric Density Estimation. The L1 View], Translated by Tsybakov, A.B., Mir,

Moscow, Russia.

8. Krasyl’nikov, O.I. and Beregun, V.S. (2010), “Ordering of Orthogonal Representations of

Probability Density Functions of Stochastic Processes”, Elektronika ta systemy upravlinnia,

no. 3 (25), pp. 28-35.

9. Suetin, P.K. (2005), Klassicheskie ortogonalnye polinomy [Classical Orthogonal Polynomi-

als], FIZMATLIT, Moscow, Russia.

10. Senatov, V.V. (2009), Tsentralnaia predelnaia teorema: Tochnost approksimatsii i asimpto-

ticheskie razlozheniia [Central Limit Theorem: Approximation Accuracy and Asymptotic

Decompositions], Knizhnyi dom “LIBROKOM”, Moscow, Russia.

À.È. Êðàñèëüíèêîâ, Â.Ñ. Áåðåãóí

98 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2015. V. 37. ¹ 2



11. Natanson, I.P. (1949), Konstruktivnaia teoriia funktsii [Constructive Theory of Functions],
Gos. izd-vo tekh.-teor. lit., Moscow, Russia.

12. Fikhtengolts, G.M. (2003), Kurs differentsialnogo i integralnogo ischisleniia: V 3-h tomakh.
T. ²²² [Course of Differential and Integral Calculus: In 3 volumes. Vol. III], FIZMATLIT,
Moscow, Russia.

13. Dziadyk, V.K. (1977), Vvedenie v teoriiu ravnomernogo priblizheniia funktsii polinomami
[Introduction in the Theory of Uniform Approach of Functions by Polynomials], Nauka,
Moscow, Russia.

14. Vadzinskii, R.N. (2001), Spravochnik po veroiatnostnym raspredeleniiam [Directory on
Probabilistic Distributions], Nauka, St. Petersburg, Russia.

Ïîñòóïèëà 31.01.14;

ïîñëå äîðàáîòêè 31.10.14

ÊÐÀÑÈËÜÍÈÊÎÂ Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò, ñò. íàó÷. ñîòð. Èí-òà

òåõíè÷åñêîé òåïëîôèçèêè ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 1973 ã. îêîí÷èë Êèåâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èí-ò.

Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè

è ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè ôëóêòóàöèîííûõ ñèãíàëîâ â ñèñòåìàõ øóìîâîé äèàã-

íîñòèêè.

ÁÅÐÅÃÓÍ Âèêòîð Ñåðãååâè÷, êàíä. òåõí. íàóê, äîöåíò êàôåäðû àêóñòèêè è àêóñòîýëåêòðî-

íèêè ôàêóëüòåòà ýëåêòðîíèêè Íàöèîíàëüíîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Óêðàèíû «Êèåâñ-

êèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èí-ò», êîòîðûé îêîí÷èë â 2004 ã. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé —

âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè è ìåòîäû îáðàáîòêè íåãàóññîâñêèõ ñèãíàëîâ è èõ ôóíêöèî-

íàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â àêóñòè÷åñêèõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåìàõ.

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ îáîáùåííîãî ñóììèðîâàíèÿ ïðè àïïðîêñèìàöèè

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2015. Ò. 37. ¹ 2 99




