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Ìåòîä ñìåùåíèÿ ìàëûõ ýëåìåíòîâ
â îáîáùåííûõ ÿêîáèàíàõ Êëàðêà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè êâàçèíüþòîíîâñêèõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

Ïðîâåäåí àíàëèç áåñêîíå÷íî ìàëûõ ýëåìåíòîâ ìàòðè÷íûõ êîìïîíåíòîâ îáîáùåííîãî
ÿêîáèàíà Êëàðêà ôóíêöèè Ôèøåðà — Áóðìåéñòåðà è îïðåäåëåíû óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ
ñèíãóëÿðíîñòè òàêèõ ìàòðè÷íûõ êîìïîíåíòîâ. Àíàëîãè÷íûé àíàëèç ïðîâåäåí â óñëîâèÿõ
êîíå÷íî-ðàçðÿäíûõ âû÷èñëåíèé ìàëûõ ýëåìåíòîâ òåõ æå ìàòðè÷íûõ êîìïîíåíòîâ. Èññëå-
äîâàíû óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûõ è ñèíãóëÿðíûõ ìàòðè÷íûõ êîìïî-
íåíòîâ îáîáùåííûõ ÿêîáèàíîâ Êëàðêà äëÿ íåãëàäêèõ ñèñòåì íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, êîòîðûå ôîðìèðóþòñÿ ñïåöèàëüíûìè ìåòîäàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷ íà
âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ñìåùåíèÿ ìàëûõ ýëåìåíòîâ ìàòðè÷íûõ
êîìïîíåíòîâ îáîáùåííîãî ÿêîáèàíà Êëàðêà, îáåñïå÷èâàþùèé ÷èñëåííóþ óñòîé÷èâîñòü
êâàçèíüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ.

Ïðîâåäåíî àíàë³ç íåñê³í÷åííî ìàëèõ åëåìåíò³â ìàòðè÷íèõ êîìïîíåíò³â óçàãàëüíåíîãî
ÿêîá³àíà Êëàðêà ôóíêö³¿ Ô³øåðà — Áóðìåéñòåðà ³ âèçíà÷åíî óìîâè âèíèêíåííÿ ñèíãóëÿð-
íîñò³ òàêèõ ìàòðè÷íèõ êîìïîíåíò³â. Àíàëîã³÷íèé àíàë³ç ïðîâåäåíî çà óìîâ ê³íöåâî-ðîç-
ðÿäíèõ îá÷èñëåíü ìàëèõ åëåìåíò³â òèõ æå ìàòðè÷íèõ êîìïîíåíò³â. Äîñë³äæåíî óìîâè
âèíèêíåííÿ ïîãàíî îáóìîâëåíèõ ³ ñèíãóëÿðíèõ ìàòðè÷íèõ êîìïîíåíò³â óçàãàëüíåíèõ
ÿêîá³àí³â Êëàðêà äëÿ íåãëàäêèõ ñèñòåì íåë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü, ÿê³ ôîðìóþòüñÿ
ñïåö³àëüíèìè ìåòîäàìè ïåðåòâîðåííÿ çàäà÷ íà âàð³àö³éí³ íåð³âíîñò³. Ðîçðîáëåíî ìåòîä
çñóâó ìàëèõ åëåìåíò³â ìàòðè÷íèõ êîìïîíåíò³â óçàãàëüíåíîãî ÿêîá³àíà Êëàðêà, ÿêèé
çàáåçïå÷óº ÷èñåëüíó ñò³éê³ñòü êâàç³íüþòîí³âñüêèõ ìåòîä³â ³òåðàö³éíîãî ðîçâ’ÿçêó âàð³à-
ö³éíèõ íåð³âíîñòåé.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: îáîáùåííûé ÿêîáèàí Êëàðêà, êâàçèíüþòîíîâñêèå ìåòîäû, ÷èñ-
ëåííàÿ óñòîé÷èâîñòü, ìåòîä ñìåùåíèÿ, ìàëûå âåëè÷èíû.

Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ âîçíèêàåò â òåõíè÷åñ-

êèõ íàóêàõ, ýêîíîìèêå, òåîðèè èãð, òåîðèè îïòèìèçàöèè è âî ìíîãèõ

äðóãèõ îáëàñòÿõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé [1] .
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Çàäà÷à íà âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà âèäàVI Ñ
n( , )� F ñîñòîèò â íàõîæ-

äåíèè âåêòîðà x
* ��C

n òàêîãî, ÷òî

F x x x( ),* *� � 0,� �x �C
n , (1)

ãäå �C
n — íåïóñòîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â åâêëèäîâîì ïðîñò-

ðàíñòâå �
n ; a b, — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a��

n è b��
n ; F —

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, F :� �
n n� .

Îáû÷íî ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà �C
n èìååò âèä

� �C
n n� � � �{ : ( ) , ( ) }x H x 0 G x 0 , (2)

ãäå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå âåêòîð-ôóíêöèè H è G òàêèå,

÷òî H :� �
n n� H è G :� �

n n� G [1—4].

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è VI Ñ
n( , )� F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îï-

òèìàëüíîñòè Êàðóøà—Êóíà—Òàêêåðà (ÊÊÒ) [1], ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé

ñèñòåìó ðàâåíñòâ è êîìïëåìåíòàðíûõ íåðàâåíñòâ âèäà

L x( , , ) ,	 
 �0

H x( ) ,�0 (3)

0 G x� � �
 ( ) ,0

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòà VI Ñ
n( , )� F ,

L x F x
H x
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G x

x
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,

åñòü ôóíêöèÿ L w( ) òðåõ âåêòîðíûõ íåèçâåñòíûõ w x� ( , , )	 
 , ñðåäè êîòî-

ðûõ ìíîæèòåëè 	��
nH , 
� ��

nG . Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à â âèäå ÊÊÒ-ñèñòå-

ìû (3) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íà âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâàVI
n n n

( , )� �
� �H G Q ñ

äîïóñòèìîé îáëàñòüþ â ôîðìå ìíîãîãðàííèêà � �
n n n� �H G , ãäå

Q w

L w x

H x

G x

( )

( ) /

( )

( )
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� �

.

Åå ðåøåíèåì åñòü ÊÊÒ-âåêòîð w x
* * * *� � ��

( , , )	 
 � �
n n nH G , ñîäåðæàùèé

ÊÊÒ-òî÷êó x
* � �C

n ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) [1—3].
Ñîâðåìåííûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ÊÊÒ-ñèñòåìû (3) îñíîâàíû íà åå

òîæäåñòâåííîì ïðåîáðàçîâàíèè â ñèñòåìó íåãëàäêèõ óðàâíåíèé [1—7].
Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ C-ôóíêöèé [1, 7], èç
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êîòîðûõ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþò ôóíêöèþ Ôèøåðà—Áóðìåéñòåðà

� FB:� �
2 � âèäà � FB( , )a b a b a b� � � �2 2 , ÿâëÿþùóþñÿ âûïóêëîé. Ñ åå

ïîìîùüþ ïîäñèñòåìà êîìïëåìåíòàðíûõ íåðàâåíñòâ 0 G x 0� � �
 ( ) ïðå-
îáðàçóåòñÿ â ýêâèâàëåíòíóþ ïîäñèñòåìó íåãëàäêèõ óðàâíåíèé âèäà

� FB ( , ( ))
 G x 0� , ãäå� �i nG1, ,� 
 
 
FB ( , ( )) ( ) ( )i i i i i ig g gx x x� � � � �2 2 0,

÷òî îáåñïå÷èâàåò ñîáëþäåíèå óñëîâèé êîìïëåìåíòàðíîñòè 
 i ig ( )x �0,

 i � 0, g i ( )x � 0 èëè 0 x� � �
 i ig ( ) 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê ðåøåíèÿ

x
* � �C

n çàäà÷è VI C
n( , )� F âèäà (1), (2) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ðåøåíèÿ w

* �

� � � �
( , , )x

* * *	 
 �
n n nH G íåëèíåéíîé íåãëàäêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà

� ( )w 0� , (4)
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Ïðèñóòñòâèå íåãëàäêîé âåêòîð-ôóíêöèè � 
FB ( , ( ))G x â ñîñòàâå âåê-
òîð-ôóêöèè� ( )w îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ íåãëàä-
êîãî àíàëèçà â àëãîðèòìàõ ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4). Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàí ðÿä èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîäîá-
íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòè [1, 2].
Â îñíîâå òàêèõ ìåòîäîâ ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå íåãëàäêîé âåêòîð-ôóíêöèè
� ( )w ìíîæåñòâîì ëèíåéíûõ âåêòîð-ôóíêöèé

�� � � �k k k k( ) ( ) | , , ...}w w ww� � �0 1 (5)

â îêðåñòíîñòÿõ èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê �wk k| , , ...}�0 1 .
Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèðîâàíèå íåãëàäêèõ âåêòîð-ôóíêöèé � 
FB ( , ( ))G x è
� ( )w ñ ïîñòðîåíèåì îáîáùåííûõ ÿêîáèàíîâ Êëàðêà � � 
B FB ( , ( ))G x è
� B� ( )w , à òàêæå âûáîðîì èõ ïðåäñòàâèòåëåé � � � 
G G x� B FB ( , ( )),
� � � 

 � B FB ( , ( ))G x è � �w w� B� ( ), îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñóáäèô-
ôåðåíöèàëà Áóëèãàíà (B-ñóáäèôôåðåíöèàëà) [1—3, 5]. Çäåñü
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Ìåòîä ñìåùåíèÿ ìàëûõ ýëåìåíòîâ â îáîáùåííûõ ÿêîáèàíàõ Êëàðêà
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Ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ ôóíêöèé âèäà (5) ñèñòåìó óðàâíåíèé (4)

ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ìíîæåñòâîì ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé âèäà

�� � �w w wk k k� � �( )| , , ...}0 1 . (8)

Ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû ïîèñêà ðåøåíèÿ w
* íåãëàäêîé ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (4) îñíîâàíû íà ìåòîäàõ íüþòîíîâñêîãî òèïà èëè ìåòîäå Ëåâåíáåðãà—

Ìàðêâàðäòà [1—2, 4], êîòîðûå ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåê-

òîðîâ �wk k| , , ...}�0 1 ïî íàïðàâëÿþùèì âåêòîðàì �� wk k| , , ...}�0 1 , ïîëó÷àå-

ìûì â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé âèäà (6) èëè, ñîîòâåòñòâåííî,

âèäà

�� � � � �w w ww w
T

k
T

k k� � �( )| , , ...}0 1 . (9)

Åñëè ìåòîä Ëåâåíáåðãà—Ìàðêâàðäòà îáåñïå÷èâàåò ãëîáàëüíóþ ñõîäè-

ìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �wk k| , , ...}�0 1 ê èñêîìîìó ðåøåíèþ w
* �

� � � �
( , , )x

* * *	 
 �
n n nH G , òî ìåòîäû íüþòîíîâñêîãî òèïà îáëàäàþò ñâîéñò-

âîì ëîêàëüíîé ñõîäèìîñòè. Ïîýòîìó äëÿ äîñòèæåíèÿ ãëîáàëüíîé ñõîäè-

ìîñòè ìåòîäîâ íüþòîíîâñêîãî òèïà ïðèìåíÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå îöåíî÷íûå

ôóíêöèè, íàïðèìåð ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ âèäà ( �( ) / ( )w w�1 2
2
. Ïî ýòèì

ôóíêöèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ êîíòðîëü çà âûïîëíåíèåì óñëîâèé ñõîäèìîñòè

èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà è íàõîäÿòñÿ âåðõíèå ãðàíèöû ïåðåìåùåíèé

âäîëü íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ ��wk k| , , ...}�0 1 . Â ñëó÷àå ïëîõîé îáóñ-

ëîâëåííîñòè ìàòðèö � w , êîãäà èõ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè âåëèêè,

cond (� w )))1, ïîëó÷àåì cond ( cond (� � �w w w
T ) ))) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (9) ïîäâåðæåíû âëèÿíèþ îøèáîê

êîíå÷íîðàçðÿäíûõ âû÷èñëåíèé â çíà÷èòåëüíî áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì

àíàëîãè÷íûå ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (8).

Íàõîæäåíèå íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ �� wk k| , , ...}�0 1 ìåòîäàìè ïðÿ-

ìîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
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íåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè n n h nw H G� � � ñîïðÿæåíî ñ îãðàíè÷åíèåì

èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ [3, 9]. Çàìåòèì, ÷òî â øèðîêî

ïðèìåíÿåìîì ïðèëîæåíèè PATH íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ��wk k| , , ...}�0 1

âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì ïîëíîé LU-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö ñèñòåì ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ôîðìèðóåìûõ ïî îðèãèíàëüíîìó àëãîðèòìó

[8]. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ òåõíîëîãèè ðàçðåæåííûõ ìàòðèö.

Ðàöèîíàëüíî èñïîëüçîâàòü âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû ïîçâîëÿþò àëãî-

ðèòìû, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ìåòîäîâ íåòî÷íîãî èòåðàöèîííîãî ðåøå-

íèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (8) è ìåòîäîâ íüþòîíîâñêîãî òèïà èòåðàöèîííîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è (4). Ðàññìîòðèì îäèí èç òàêèõ àëãîðèòìîâ [3—5].

À ë ã î ð è ò ì 1. Ð å ø å í è å ï î ë ó ã ë à ä ê î é í å ë è í å é í î é ñ è ñ ò å-

ì û ó ð à â í å í è é (4) ï ð è á ë è æ å í í û ì ì å ò î ä î ì Í ü þ ò î í à.

Ø à ã 1. Óñòàíàâëèâàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå w0 è âûáèðàåì çíà÷å-

íèÿ ïàðàìåòðîâ * )0, +�( , )0 1 , ,�( , )0 1 , q)2, - 0 0� , .1 0� , . 2 0� .

Ø à ã 2. Êîíòðîëèðóåì êðèòåðèé îñòàíîâêè:

à) íîìåð èòåðàöèè k äîñòèã óñòàíîâëåííîé âåëè÷èíû k max ;

á) � ( )wk / .1;

â) � �( ) ( )w wk k� /�1 2. .
Ø à ã 3. Âûáèðàåì ýëåìåíò� �w w� B k� ( ) è âû÷èñëÿåì íàïðàâëåíèå

�wk . Íàõîäèì ðåøåíèå �wk ñèñòåìû óðàâíåíèé � 0w w w� �k k k
� � �( )

òàêîé, ÷òî 0 -
k k k� � ( )w . Åñëè ýòî íåâîçìîæíî èëè åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå1 � �( *( )w w wk
T

k k
q� � , òî óñòàíàâëèâàåì �w wk k� �1 �( ( )

� �� w w
T

k
T� ( ) .

Ø à ã 4. Âûáèðàåì ñòðàòåãèþ ëèíåéíîãî ïîèñêà (ïðàâèëî Àðìèõî), ò.å.

âû÷èñëÿåì ìèíèìàëüíîå öåëîå l òàêîå, ÷òîáû äëÿ dk
l�+ âûïîëíÿëîñü

óñëîâèå (2 � � �w w w w wk k k k k k
T

kd d) ( ) ( )� � 1( , ( .

Ø à ã 5. Âû÷èñëÿåì w w wk k k kd� � �1 è k k� �1. Âûáèðàåì - k � 0 è

âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 2.

Äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé � w w� k �
� � �� ( )wk k

0 ñ êîíòðîëåì íåâÿçîê 0
k

íà øàãå 3 ýòîãî àëãîðèòìà â ðàáîòå

[5] èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà: êâàçèìè-

íèìèçàöèè íåâÿçêè (QMR è TFQMR), ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ êâàäðàòè÷-

íûé (CGS), áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñòàáèëèçèðîâàííûé (BiCGSTAB),

ìèíèìèçàöèè íåâÿçîê îáîáùåííûé (GMRES (m)). Ìåòîäû ïîäïðîñòðàíñòâ

Êðûëîâà îêàçàëèñü ýôôåêòèâíûìè äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ñ õîðîøî îáóñëîâëåííûìè ìàòðèöàìè � w è ïðàêòè÷åñêè íå-

ïðèãîäíûìè â ñëó÷àå èõ ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè. Ïîýòîìó â ðàáîòå [3]

áûë ïðèìåíåí ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ QR-ðàçëîæåíèåì (LSQR), à

òàêæå ñîãëàñîâàííûé ñ íèì àëãîðèòì MINOS ôîðìèðîâàíèÿ ïðåäîáóñ-
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ëîâëèâàòåëåé, ðåàëèçóþùèé íåïîëíîå LU-ðàçëîæåíèå ìàòðèö � w ñ ÷àñ-

òè÷íûì âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà è ïîðîãîâûì ìåòîäîì îòñå÷åíèÿ ìà-

ëîçíà÷èìûõ ýëåìåíòîâ â îáðàçóþùèõñÿ ôàêòîðíûõ ìàòðèöàõ
~
L è

~
U [9].

Ïîñêîëüêó ñðåäè ìàòðèö �� w | , , ...}k �0 1 âñòðå÷àþòñÿ ïëîõî îáóñëîâ-
ëåííûå, ôîðìèðîâàíèå ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåé òðàäèöèîííî îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ äëÿ ìàòðèö �� w � �3E k| , , ...}01 ñî ñìåùåííûìè íà âåëè÷èíó 3 äèà-
ãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, ò.å. ñî ñìåùåííûìè ñïåêòðàìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
è óìåíüøåííûìè ÷èñëàìè îáóñëîâëåííîñòè. Îäíàêî, ïðèìåíåíèå ïðåäî-
áóñëîâëèâàòåëåé ìàòðèö� w �3E ñóùåñòâåííî çàìåäëÿåò ñõîäèìîñòü èòå-
ðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà (8). Ïîýòîìó âåëè÷èíó
ñìåùåíèÿ 3 âûáèðàþò, ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê ìîæíî ìåíüøåé, ïûòàÿñü
ñîõðàíèòü ñâîéñòâà ìàòðèö� w â ìàòðèöàõ� w �3E, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, —
íå íàñòîëüêî ìàëîé, ÷òîáû ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìà íåïîëíîé
ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö� w �3E ïðè îòñå÷åíèè ìàëîçíà÷èìûõ ýëåìåíòîâ â
ôàêòîðíûõ ìàòðèöàõ

~
L è

~
U òàêèõ, ÷òî� w � 43E LU

~ ~
.

Ïðè÷èíû îáðàçîâàíèÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûõ ìàòðèö èç ìíîæåñòâà
�� w | , , ...}k �01 äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå èññëåäîâàíû. Ïðåäëàãàåìûé
àíàëèç îñîáûõ ñâîéñòâ îáîáùåííûõ ÿêîáèàíîâ Êëàðêà, ïðåäñòàâëåííûõ ìàò-
ðèöàìè� � � 
G G x� B FB ( , ( )),� � � 

 � B FB ( , ( ))G x è� �w w� B� ( ), ïîçâî-
ëÿåò óñòàíîâèòü ýòè ïðè÷èíû è íàéòè ïîäõîä ê èõ óñòðàíåíèþ.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ñîäåðæàùèõñÿ â âûðàæåíèÿõ (6), (7) ôóíêöèé â
îñîáûõ òî÷êàõ:

äëÿ 

i ig ( )x  0 è



i

ig ( )x
� 0

g

g g

i

i i

i

i i

( )

[ ( )]
,

[ ( )]

x

x x






2 2 2 2
1 0 1

�
�



�

�
�

�

�

�
�
�

�
�



�

�
�

�

�

�
�
� �



�

�
�

�

�

�
�

1 ;

(10)

äëÿ 

i ig ( )x  0 è

g i

i

( )x



� 0

g

g g

i

i i

i

i i

( )

[ ( )]
,

[ ( )]

x

x x






2 2 2 2
1 1 1

�
�



�

�
�

�

�

�
�
� �

�
�



�

�
�

�

�

�
�
�



�

�
�

�

�

�
�

0 .

(11)

Ñ îäíîé ñòîðîíû, åñëè äëÿ � �i n1, G ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ (10), òî

îáîáùåííûå ÿêîáèàíû Êëàðêà àïïðîêñèìèðóþòñÿ ìàòðèöàìè �G � 0,

�
 �� �( )E è

� w

x x x

x�

� �

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

L H G

H

E

T T

0 0

0 0 �

, (12)
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ãäå E� — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòüþ n nG G� . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êîð-

ðåêòíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è (1), (2), êîãäà n nH � , rank ( )L nx � è rank ( )H x �
� nH , ìàòðèöà � w âèäà (12) âñåãäà ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà íà ôàêòîðíûå

ìíîæèòåëè:

L

L

H H L H

E

T�

�

�

	
	
	




�

�
�
�


x

x x x x

0 0

0

0 0

1

�

,

U

E L H L G

E H L H H L G

E

T T

T T�

 �  

  
x x x x x

x x x x x x

1 1

1 1 10

0 0

�

�

( )

�

	
	
	




�

�
�
�
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè äëÿ � �i n1, G ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ (11), òî îáîá-

ùåííûå ÿêîáèàíû Êëàðêà àïïðîêñèìèðóþòñÿ ìàòðèöàìè � �G � ( )E ,

� � � 0 è

� w

x x x

x

x

�

 



�

�

	
	
	




�

�
�
�

L H G

H

G

T T

0 0

0 0

.

Òàêèå ìàòðèöû � w ñòàíîâÿòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ïðè óñëîâèÿõ n nH � ,

rank ( ) min ( , )G n nx G� è rank rank rank( ) ( ) ( )L H G n n nx x x H G� � � � � , ãäå

nG — ÷èñëî íåðàâåíñòâ â (2); rank ( )Lx �0; rank ( )H nx H� .
Çàìåòèì, ÷òî âûÿâëåííûå ñâîéñòâà ñèíãóëÿðíîñòè îáîáùåííîãî ÿêî-

áèàíà Êëàðêà ôóíêöèè � FB è ñèíãóëÿðíîñòè ìàòðèö � w èññëåäîâàíû â
ðàìêàõ ïðåäñòàâëåíèé î áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èíàõ. Î÷åâèäíî, ïðè
êîíå÷íî-ðàçðÿäíûõ âû÷èñëåíèÿõ âûðàæåíèÿ (10), (11) ñëåäóåò ïðåäñòàâ-
ëÿòü ïðèáëèæåííî â íåñòðîãîé îöåíî÷íîé ôîðìå:

äëÿ �
i ig ( )x � 0 è

�
�i

i

i
g ( )x

� ��1

g

g g

i

i i

i
i

i i

( )

[ ( )]
,

[ ( )]

x

x x�
�

�

�2 2

2

2 2
1 1

�


�

�

�
�

�

�

�
�

� 
�


�

�

�
�

�

�

�
�

�  �
�

�

�
�

�

�

�
�

1 �
i

;

äëÿ �
i ig ( )x � 0 è

g i

i

i

( )x

�
�� ��1

g

g g

i

i i

i
i

i i

( )

[ ( )]
,

[ ( )]

x

x x�
�

�

�2 2 2 2
1 1 1

�


�

�

�
�

�

�

�
�

�  �
�


�

�

�
�

�

�

�
�

� 
�

�

�
�

�

�

�
�

� i
2 .
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Ïðè òàêèõ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ óñëîâèÿõ iG -é è i
 -é ýëåìåíòû äèàãî-

íàëüíûõ ìàòðèö �G è �
 èìåþò ìàëûå çíà÷åíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ñîîò-

âåòñòâóþùèå èì iG -é èëè i
 -é ýëåìåíòû äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö �
 è �G

ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ áëèçêèå ê –1. Íàëè÷èå â ìàòðèöàõ �G è �
 îïðåäå-

ëåííîãî ÷èñëà n�� �G ìàëûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìîæåò ñîçäàâàòü

íåïðåîäîëèìûå òðóäíîñòè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçàöèè

ìàòðèöû � w è ôîðìèðîâàíèÿ åå ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåé ïî ôàêòîðíûì

ìíîæèòåëÿì L è U âèäà

L

L

H H L H

G G L H

T

T

�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

x

x x x x

G x G x x x

0 0

01

1� � � 7
 


,

U

E L H L G

E H L H H L G

E

T T

T T�

� �� � �

� � �
x x x x x

x x x x x x

1 1

1 1 10

0 0

	

�

( )

�

�
�
�

�

�

�
�
�

,

ãäå

7 �
 � �� � � � �
G x x x x x x x x x x x x( ( ) )G L G G L H H L H H L GT T T T1 1 1 1 1 . (13)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ i
 -ãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà

ìàòðèöû� 7
 
� , íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòàâå áëî÷íîé ìàòðèöû L, ðåàëèçóåòñÿ

ïîñðåäñòâîì ìíîãîêðàòíîãî ïðèáàâëåíèÿ ê i
 -ìó äèàãîíàëüíîìó ýëåìåíòó

ìàòðèöû �
 ñëàãàåìûõ i
 -ãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû 7
 . Åñëè

ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ñóììèðîâàíèÿ ñ íàêîïëåíèåì îêàçû-

âàþòñÿ íå÷óâñòâèòåëüíûìè ê íåñîïîñòàâèìî ìåíüøèì çíà÷åíèÿì íåêîòî-

ðûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû�
 , òî òàêèå ýëåìåíòû, â êîëè÷åñòâå

n�
 , ìîæíî ïîëàãàòü ðàâíûìè íóëþ, à ðàíã ìàòðèöû �
 îöåíèâàòü âåëè-

÷èíîé rank ( , )� 5
 �
� �n nG , ãäå 5— àïðèîðè óñòàíàâëèâàåìîå ïîðîãîâîå

çíà÷åíèå îöåíêè ìàëîñòè ýëåìåíòîâ,5 5i
2 � . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè rank ( )Lx �

� �n H n, ( ) ,rank Hx rank ( , )� 0
 / nG ìàòðèöà� w ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâ-

ëåííîé èëè ñèíãóëÿðíîé.

Íåêîíòðîëèðóåìîå âîçðàñòàíèå ÷èñëà îøèáîê â êîíå÷íî-ðàçðÿä-

íûõ âû÷èñëåíèÿõ òàêæå îáóñëîâëåíî âû÷èñëåíèåì îáðàòíûõ ìàòðèö Lx
�1

è ( )H L H T
x x x

� �1 1, âõîäÿùèõ â (13). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÷èñëà îáóñëîâ-

ëåííîñòè ìàòðèö Lx è ( )H L H T
x x x

� �1 1 âåëèêè, ò.å. cond (Lx )))1 è(èëè)

cond ( )H L H T
x x x

� ))1 1, òî ôîðìèðîâàíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû 7
 áóäåò ñîïðî-

âîæäàòüñÿ ìóëüòèïëèöèðîâàíèåì îøèáîê îáðàùåíèÿ ìàòðèö Lx è H L H T
x x x

�1

ýëåìåíòàìè äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû �G . Ñëåäîâàòåëüíî, òå çíà÷åíèÿ �5 i
2
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äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû �G , êîòîðûå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå

íå ïðåâûøàþò íåêîòîðîãî àïðèîðè çàäàâàåìîãî óðîâíÿ 5 îöåíêè èõ ìà-

ëîñòè, öåëåñîîáðàçíî óñòàíàâëèâàòü ðàâíûìè íóëþ, áëîêèðóÿ òåì ñàìûì

ðàñïðîñòðàíåíèå îøèáîê êîíå÷íî-ðàçðÿäíûõ âû÷èñëåíèé íà ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû�
 , ìàëî îòëè÷àþùèåñÿ îò –1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè àëãî-

ðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåé ìàòðèö �� w | , , ...}k �0 1 íåîá-

õîäèìî îñóùåñòâëÿòü êîððåêöèþ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ èì äèàãî-

íàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñóáìàòðèö�
 è�G , ÷üè àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ íå ïðå-

âûøàþò àïðèîðè óñòàíàâëèâàåìîãî ïîðîãîâîãî óðîâíÿ çíà÷åíèÿ 5. Ïðåä-

îáóñëîâëèâàòåëè ìàòðèö
~
� w , ôîðìèðóåìûõ àëãîðèòìîì 2 ñåëåêòèâíûì

ñìåùåíèåì äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ñóáìàòðèöàõ�
 è�G ìàòðèöû� w ,

îáëàäàþò áîëåå âûñîêèìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ òåìè ïðåäîáóñëîâëèâàòåëÿìè, êîòîðûå òðàäèöèîííî ôîðìèðóþò-

ñÿ íà îñíîâå ìàòðèö ñî ñìåùåííûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè âèäà

�� w � �3E k| , , ...}0 1 . Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïîäò-

âåðæäàþò ýòîò âûâîä.

À ë ã î ð è ò ì 2. Ñ ì å ù å í è å ì à ë û õ ý ë å ì å í ò î â ì à ò ð è ÷ í û õ

ê î ì ï î í å í ò î â î á î á ù å í í û õ ÿ ê î á è à í î â Ê ë à ð ê à.

Ø à ã 1. Âûáèðàåì çíà÷åíèå ïîðîãîâîãî ïàðàìåòðà 5 )0.

Ø à ã 2. Äëÿ çàäàííûõ x x� k , 	 	� k , 
 
� k ôîðìèðóåì ìàòðèöû Lx ,

H x , Gx , � � � 
G G x� B FB ( , ( )), � � � 

 � B FB ( , ( ))G x è� �w w� B� ( ).

Ø à ã 3. Ñìåùàåì ìàëûå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñóáìàòðèöû �
 è

îáðàçóåì ñóáìàòðèöó ~�
 ñ ýëåìåíòàìè

~ , | |

, | |
�

� � 5

� 5 � 5


 



 

i

i i

i i

�
)

� �


�
��

�

�
�� � �i i n, G .

Ø à ã 4. Ñìåùàåì ìàëûå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñóáìàòðèöû �G è

îáðàçóåì ñóáìàòðèöó ~�G ñ ýëåìåíòàìè

~ , | |

| |
�

� � 5

89 � 5G
G G

G

i
i i

i

�
)

�


�
�

�

�
�� �i i n, G .

Ø à ã 5. Â ìàòðèöå� w ñóáìàòðèöû�G è �
 çàìåùàåì ñóáìàòðèöàìè

�G è ~�
 , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì ìàòðèöó

~

~ ~
� w

x x x

x

G x

�

� ��

�

�
�
�

�

�

�
�
�

L H G

H

G

T T

0 0

0� �
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Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Àëãîðèòì 2 ïðèìå-

íåí â ñîñòàâå àëãîðèòìà 1 äëÿ ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ

ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ îáúåäèíåííîãî ðûíêà ýëåêòðîýíåðãèè ñòðàí Áå-

íèëþêñà, Ôðàíöèè è ÔÐÃ. Îáîáùåííàÿ ñõåìà ýíåðãîñèñòåìû ýòèõ ñòðàí

ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1 (ñì. âêëåéêó).
Èñõîäíûå äàííûå äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ [10] äîïîëíå-

íû äàííûìè îá îáðàòíûõ ôóíêöèÿõ ñïðîñà íà ýëåêòðîýíåðãèþ, à òàêæå
ïðåäïîëîæåíèÿìè îá îòñóòñòâèè òàìîæåííûõ ïîøëèí íà òîðãîâëþ ýëåê-
òðîýíåðãèåé ìåæäó ñòðàíàìè, ôóíêöèîíèðîâàíèè åäèíîãî àðáèòðàæíîãî
òîðãîâöà è îòñóòñòâèè ôèêñèðîâàííûõ òàðèôîâ íà ýëåêòðîýíåðãèþ, îòïóñ-
êàåìóþ êîìïàíèÿìè-ïðîèçâîäèòåëÿìè. Êðîìå òîãî, ó÷òåíî òðåáîâàíèå ê
îáúåìó ãîðÿ÷åãî ðåçåðâèðîâàíèÿ ìîùíîñòåé, êîòîðîå íå äîëæíî áûòü
ìåíüøå 7,5 % îáúåìà îáùåé íàãðóçêè ýíåðãîñèñòåìû. Îñíîâíûå òåõíè÷åñêèå
è ýêîíîìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1, 2.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ ýíåðãîðûíêà ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñìåøàííîé çàäà÷è êîìïëåìåíòàð-
íîñòè [11], êîòîðàÿ òîæäåñòâåííà çàäà÷å (4). Åå ðåøåíèå îñóùåñòâëÿëîñü ïî
àëãîðèòìó 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ: * � �10 16,
+ 89:� , , ;8�<� , q �2 1, , l/ 30, �- k k k� �0 0| , }max , .1

1610� � , . 2
1810� � ,

k max �1500. Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ïîëíîé
CR-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö �� w | , , ...}k �0 1 è ñìåùåííûõ ïî àëãîðèòìó 2
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m Ëèíèÿ X m, Îm Ym
max , MW m Ëèíèÿ X m, Îm Ym

max , MW

1 AVEL LONN 22,23 2 762 15 KRIM-MERC 34,19 936

2 D-DIEL 45,90 20 000 16 LONN-MOUL 27,13 1 842

3 D-EICH 45,90 20 000 17 MAAS-GRAM 41,82 641

4 D-ROMM 45,90 20 000 18 MAAS-KRIM 29,10 1 842

5 D-UCHT 45,90 20 000 19 MAAS-MERC 61,03 641

6 DIEL-ROMM 69,23 1 842 20 MERC-AVEL 55,38 898

7 DIEL-ZWOL 12,21 2 971 21 MERC-GRAM 31,08 1 842

8 EICH-UCHT 41,31 3 329 22 MOUL-MUHL 38,25 3 329

9 F-AVEL 45,90 20 000 23 MUHL-EICH 11,47 1 282

10 F-LONN 45,90 20 000 24 ROMM-MAAS 28,26 896

11 F-MOUL 45,90 20 000 25 ROMM-UCHT 42,95 1 842

12 F-MUHL 45,90 20 000 26 UCHT-MOUL 25,43 1 326

13 GRAM-LONN 45,21 1 207 27 ZWOL-KRIM 33,06 1 842

14 GRAM-MOUL 156,48 267 28 ZWOL-MAAS 50,01 1 842

Òàáëèöà 1. Ðåàêòèâíûå ñîïðîòèâëåíèÿ { }X
m

è äîïóñòèìûå íàãðóçêè { }
max

Y
m

âûñîêîâîëüòíûõ ëèíèé ýëåêòðîïåðåäà÷è



ìàòðèö��
~

| , ,...}w k �0 1 [12]. Ôàêòîðíûå ìíîæèòåëè�( , ) | , , ...}C R kk k �01 èëè
�(

~
,
~

) | , ,...}C R kk k �0 1 èñïîëüçîâàíû ëèáî íåïîñðåäñòâåííî ïðÿìûì ìåòî-
äîì ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé � � �C R kk k k kw w� � �( ) |
�0 1, ,...}, èëè � � �

~ ~
( ) | , ,...}C R kk k k kw w� � �0 1 , ëèáî â êà÷åñòâå ïðåäîáóñ-

ëîâëèâàòåëåé â ñîñòàâå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ GMRES(3) è BiCGStab, ãäå
ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð áûëà îãðàíè÷åíà 20-þ èòåðàöèÿìè, à
óñëîâèåì çàâåðøåíèÿ èòåðàöèé áûëî ñíèæåíèå íîðìû íåâÿçîê ñèñòåìû äî
çíà÷åíèé ìåíüøèõ âåëè÷èíû 10 –16.

Êîýôôèöèåíòû îáðàòíûõ ôóíêöèé ñïðîñà íà ýëåêòðîýíåðãèþ {N j �
� �330 + j jp }ïðè öåíàõ{ }p j íà íåå â óçëàõ{ }j ýíåðãîñèñòåìû ñëåäóþùèå:

j D F GRAM KRIM MAAS MERC ZWOL

+ j 0,00392 0,00445 0,07960 0,03824 0,17900 0,03824 0,10512

Ðàñïîëîæåíèå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöå � w | k �0 è â ôàêòîð-

íûõ ìàòðèöàõ ( , ) |C R kk k �0óêàçàíî íà ðèñ. 2. Ðàçìåðíîñòü ìàòðèö ñîñòàâ-

ëÿåò n n n nw � � � �H G 594ñ ÷èñëîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ n kNZ ( | )� w � �0

�3736, n CNZ ( )0 2916� , n RNZ ( )0 2526� .

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîç-

âîëÿþùèå îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà 1 ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìàòðè÷íûõ êîìïîíåíòîâ îáîáùåííûõ ÿêîáèaíîâ Êëàðêà

â âèäå íåñìåùåííûõ îáû÷íûõ è ñìåùåííûõ ïî ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó 2

ìàòðèö ñîîòâåòñòâåííî � w è
~
� w . Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïîëó-

÷åíû ñðåäñòâàìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ

ýíàðãîðûíêà, êîòîðîå îñóùåñòâëÿëîñü äëÿ äâóõ óñëîâèé: íåñîâåðøåííîé

îëèãîïîëèñòè÷åñêîé êîíêóðåíöèè (çàäà÷à Êóðíî) è ñîâåðøåííîé êîíêó-

ðåíöèè (çàäà÷à Áåðòðàíà) [10]. Ïðè ýòîì óäåëüíûì ìàðæèíàëüíûì çàòðà-
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a á

Ðèñ. 2. Ñòðóêòóðà ìàòðèöû �w (à) è åå ñîâìåùåííûõ ôàêòîðíûõ ìíîæèòåëåé ( , )C Rk k (á)
íà øàãå k � 0 èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà 1
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Êîìïàíèÿ Óçåë P, MW M, ˆ/MWh Êîìïàíèÿ Óçåë P, MW M, ˆ/MWh

Co. GRAM 414,75 6,722 GRAM 36,96 82,160

Belgium
GRAM 24,83 18,080 MERC 2748,84 6,733

GRAM 493,51 41,368 MERC 900,54 13,465

GRAM 118,56 51,708 MERC 1994,18 42,718

MERC 0,18 0,000 MERC 148,01 63,049

MERC 274,03 13,335 MERC 113,76 83,751

MERC 551,99 37,444 KRIM 16,06 9,762

MERC 67,39 55,403 KRIM 15,33 10,359

Co. GRAM 8,57 42,064 KRIM 62,93 26,819

France
F 4571,75 0,559 ZWOL 549,09 16,792

F 2748,09 11,977 ZWOL 2688,18 26,057

F 2308,64 41,689 EnBW F 48,90 =

F 578,24 57,147 D 3312,52 6,166

F 154,34 96,776 D 3435,08 14,706

Co. GRAM 27,74 47,673 D 719,03 40,392

Nether-
MAAS 22,36 3,616 D 186,04 60,735

lands

MAAS 235,28 14,279 D 209,78 88,439

MAAS 171,61 35,371 Co. D 7827,50 4,953

KRIM 385,16 6,358
Germany

D 18179,85 14,523

KRIM 457,01 15,568 D 8264,79 40,687

KRIM 1170,83 35,807 D 682,93 55,947

KRIM 12,92 52,541 D 783,10 88,433

ZWOL 40,08 6,926 E.ON D 8408,85 6,385

ZWOL 110,71 14,397 D 8454,13 14,768

ZWOL 906,17 29,938 D 5843,88 43,253

Electrabel GRAM 3451,44 7,508 D 309,57 60,085

GRAM 678,54 12,973 D 230,39 92,938

GRAM 133,84 47,673 KRIM 75,92 9,229

GRAM 19,20 74,151 KRIM 873,30 16,073

Òàáëèöà 2. Ìîùíîñòè P ãåíåðèðóþùèõ êîìïàíèé, èõ ðàçìåùåíèå ïî óçëàì
ýíåðãîñèñòåìû è óäåëüíûå ìàðæèíàëüíûå çàòðàòû M
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Êîìïàíèÿ Óçåë P, MW M, ˆ/MWh Êîìïàíèÿ Óçåë P, MW M, ˆ/MWh

KRIM 384,74 32,571 MAAS 1072,38 31,323

RWE D 5207,75 6,165 KRIM 1070,91 15,508

D 11639,15 13,525 KRIM 229,60 30,015

D 3383,34 38,924 Nuon KRIM 123,37 9,487

D 76,98 51,785 KRIM 567,94 15,623

D 70,02 83,914 KRIM 1729,21 28,023

Vattenfall D 2099,58 7,284 EDF F 68601,86 4,212

D 6040,94 13,046 F 6666,80 12,119

D 681,18 42,752 F 6701,01 44,866

D 350,12 62,761 F 530,49 57,152

D 135,78 92,575 F 408,96 97,510

Essent MAAS 65,70 9,229 D 54,00 =

Îêîí÷àíèå òàáëèöû 2

=

Ôàêòîðèçîâàííàÿ ìàòðèöà

~ ~ ~
�w �C Rk k ïî àëãîðèòìó 2 �w �C Rk k

d C R
~ ~

GMRES(3) BiCGStab dCR GMRES(3) BiCGStab

Çàäà÷à Êóðíî

0,0 74 74 74 — 54 77

1,0e-06 74 74 74 66 563 —

1,0e-05 74 74 74 134 563 —

1,0e-04 74 74 74 134 611 69

1,0e-03 74 74 74 54 434 —

Çàäà÷à Áåðòðàíà

0,0 106 106 106 206 171 163

1,0å-06 108 108 108 — 158 —

1,0å-05 104 104 104 — 171 —

1,0å-04 104 104 104 164 160 158

1,0å-03 111 112 111 763 156 581

Òàáëèöà 3. ×èñëî èòåðàöèé àëãîðèòìà 1 ïðè ðåøåíèè çàäà÷ Êóðíî
è Áåðòðàíà ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè



òàì äâóõ ãåíåðèðóþùèõ ìîùíîñòåé = ñèíõðîííî è íàìåðåííî ïðèäàâà-

ëèñü çíà÷åíèÿ áëèçêèå ê íóëþ è ðàâíûå íóëþ.

Êàê âèäíî èç òàáë. 3, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ìàðæèíàëüíûõ çàòðàò =
óõóäøàëàñü îáóñëîâëåííîñòü ìàòðèö � w , ÷òî óâåëè÷èâàëî ïîãðåøíîñòè

âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðíûõ ìàòðèö ( , )C Rk k è íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ �wk ,

ïîëó÷àåìûõ ëèáî ïðÿìûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé dCR, {C Rk k k�w �
� �� ( ) | , , ...}wk k 0 1 , ëèáî îäíèì èç èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, GMRES(3),

BiCGStab, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé �� � �w w wk k k� � �( ) | , , ...}0 1 c ïðèìåíå-

íèåì ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåé �2C R kk k, ) | , , ...}�0 1 .

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûå

ìåòîäû ôîðìèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ìàòðèöàìè âèäà� w

íå îáåñïå÷èâàþò ÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà 1.

Íåóñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìà ïîäòâåðæäàåòñÿ çíà÷èòåëüíûì ðàçáðîñîì ÷èñ-

ëà èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé îäíîòèïíûõ çàäà÷.

Áîëåå òîãî, ïðî÷åðêè â òàáë. 3 ñâèäåòåëüñòâóþò î íåâîçìîæíîñòè â

íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíèÿ æåëàåìûõ ðåøåíèé è ïðåðûâàíèÿ èòåðà-

öèîííûõ ïðîöåññîâ íà èòåðàöèè k k� max ñ àïðèîðè óñòàíîâëåííûì

ãðàíè÷íûì íîìåðîì k max �1500. Íàïðîòèâ, ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà 2 ôîð-

ìèðîâàíèÿ ìàòðèö
~
� w , àïïðîêñèìèðóþùèõ ìàòðèöû � w , ïîçâîëÿåò äîñ-

òè÷ü ÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà 1 íåçàâèñèìî îò èñïîëüçóåìûõ ìå-

òîäîâ ðåøåíèÿ ôîðìèðóåìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé � � �C R kk k k kw w� � �( ) |

�0 1, , ...} èëè âèäà �� � �
~

( ) | , , ...}w w wk k k� � �0 1 c ïðåäîáóñëîâëèâàòå-

ëÿìè �
~

,
~

| , , ...}C R kk k �0 1 .

Âûâîäû

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé îñîáûõ ñâîéñòâ ìàòðè÷íûõ êîìïîíåíòîâ îáîá-
ùåííûõ ÿêîáèàíîâ Êëàðêà íåãëàäêèõ ñèñòåì íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé îïðåäåëåíû ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ ÷èñëåííîé íåóñòîé÷è-
âîñòè êâàçèíüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ
ïðèìåíåíèåì ôóíêöèè Ôèøåðà—Áóðìåéñòåðà.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ñìåùåíèÿ ìàëûõ ýëåìåíòîâ ìàòðè÷íûõ êîì-
ïîíåíòîâ îáîáùåííûõ ÿêîáèàíîâ Êëàðêà îáåñïå÷èâàåò ÷èñëåííóþ óñòîé-
÷èâîñòü êâàçèíüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäòâåðäèëè ýôôåêòèâ-
íîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïðè ðåøåíèè ïëîõî îáóñëîâëåííûõ çàäà÷ íà
âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà.
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S.E. Saukh

METHOD OF SMALL ELEMENTS DISPLACEMENT IN GENERALIZED CLARK

JACOBIANS TO ENSURE NUMERICAL STABILITY OF QUASI-NEWTON

METHODS FOR SOLUTION OF VARIATION INEQUALITIES

Infinitesimal elements of matrix components of generalized Fischer-Burmeister have been ana-
lyzed, conditions of singularity initiation of such matrix components have been determined. An
analogous analysis has been made in conditions of finite-digit calculations of small elements of
the same matrix components. The conditions of initiation of badly determined and singular ma-
trix components of generalized Clark Jacobians for non-smooth systems of nonlinear algebraic
equation, which are formed using special methods of problems transformation into variation in-
equalities, have been studied. A method of displacement of small elements of matrix components
of generalized Clark Jacobian ensuring numerical stability of quasi-Newton methods for iteration
solution of variation equations has been developed.

K e y w o r d s: generalize Clark Jacobian, quasi-Newton methods, numerical stability, displace-
ment method, small quantities.

Ìåòîä ñìåùåíèÿ ìàëûõ ýëåìåíòîâ â îáîáùåííûõ ÿêîáèàíàõ Êëàðêà
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Ïîñòóïèëà 27.05.15

ÑÀÓÕ Ñåðãåé Åâãåíüåâè÷, ä-ð òåõí. íàóê, ãë. íàó÷. ñîòð. Èí-òà ïðîáëåì ìîäåëèðîâàíèÿ â

ýíåðãåòèêå èì. Ã.Å. Ïóõîâà ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 1978 ã. îêîí÷èë Êèåâñêèé èí-ò èíæåíåðîâ

ãðàæäàíñêîé àâèàöèè. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ÷èñëåííûå îïåðàòîðíûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äåêîìïîçèöèîííûå è èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ

ëèíåéíûõ ñèñòåì áîëüøîé ìåðíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðî-

öåññîâ â ýíåðãåòèêå è ãàçîòðàíñïîðòíûõ ñèñòåìàõ, ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû

ìîäåëèðîâàíèÿ ôèíàíñîâûõ è ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
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