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Ìîäåëèðîâàíèå íåëèíåéíûõ
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ïðîöåññîâ
äâóõêîìïîíåíòíîãî êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííîãî
ìàññîïåðåíîñà â íàíîïîðèñòîé ñðåäå

Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ïðîöåññà êîíâåêòèâíî-
äèôôóçèîííî-àäñîðáöèîííîãî ìàññîïåðåíîñà äâóõ ñîðòîâ çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà â
ñðåäå, ñîñòîÿùåé èç ÷àñòèö ìèêðîïîðèñòîé ñòðóêòóðû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
ðåøåíà â êðèâîëèíåéíîì ÷åòûðåõóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå. Ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñ-
êîå ðàçëîæåíèå åå ðåøåíèÿ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü àâòîíîìíî äîïîëíÿòü ê êîíâåêòèâíîé
ñîñòàâëÿþùåé ðåøåíèÿ åãî ìàññîîáìåííûå è äèôôóçèîííûå ñîñòàâëÿþùèå, à òàêæå
ïîïðàâêè íà âûõîäå ôèëüòðàöèîííîãî òå÷åíèÿ è âëèÿíèå áîêîâûõ èñòî÷íèêîâ çàãðÿç-
íåíèé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Ðîçðîáëåíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî ïðîöåñó êîíâåêòèâíî-äèôóç³éíî-
àäñîðáö³éíîãî ìàñîïåðåíîñó äâîõ ñîðò³â çàáðóäíþþ÷î¿ ðå÷îâèíè â ñåðåäîâèù³, ùî ñêëà-
äàºòüñÿ ç ÷àñòèíîê ì³êðîïîðèñòî¿ ñòðóêòóðè. Â³äïîâ³äíó êðàéîâó çàäà÷ó ðîçâ’ÿçàíî â
êðèâîë³í³éíîìó ÷îòèðèêóòíîìó ïàðàëåëåï³ïåä³. Ïîáóäîâàíî àñèìïòîòè÷íå ðîçêëàäàííÿ ¿¿
ðîçâ’ÿçêó, ùî äàº ìîæëèâ³ñòü àâòîíîìíî äîïîâíþâàòè äî êîíâåêòèâíî¿ ñêëàäîâî¿ ðîçâ’ÿç-
êó ìàñîîáì³íí³ òà äèôóç³éí³ ñêëàäîâ³, à òàêîæ ïîïðàâêè íà âèõîä³ ô³ëüòðàö³éíî¿ òå÷³¿ òà
âïëèâ á³÷íèõ äæåðåë çàáðóäíåíü. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: êîíâåêöèÿ, äèôôóçèÿ, ìàññîïåðåíîñ, íàíîïîðèñòàÿ ñðåäà.

Ïðîöåññû ðàçäåëåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñìåñåé øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû

âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé

[1—10] ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè ñëîæíîé ñòðóêòóðû âçàèìîçàâèñèìîñòåé

ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïðîöåññû îäíî- è ìíîãîêîìïîíåíòíîãî

êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííîãî ìàññîïåðåíîñà â ïîðèñòûõ è íàíîïîðèñòûõ

ñðåäàõ. Â ðàáîòàõ [1, 2] ðàññìîòðåíû ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ ìàññîïåðåíîñà ðàçëè÷íîé ïðèðîäû â ïîðèñòûõ ñðåäàõ áåç ó÷åòà âíóò-

ðåííåé ñòðóêòóðû ïîðèñòûõ ÷àñòèö. Êîìïåòèòèâíàÿ äèôôóçèÿ çàãðÿç-

íÿþùåãî âåùåñòâà â êðèñòàëëè÷åñêèõ ñðåäàõ ÷àñòèö ìèêðîïîðèñòîé
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ñòðóêòóðû èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [7, 8]. Àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ìàññîïåðåíîñà â

íàíîïîðèñòûõ ñðåäàõ â ñëó÷àå ïðåâàëèðîâàíèÿ îäíèõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðî-

öåññà íàä äðóãèìè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè

ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíàõ óðàâíåíèÿ.

Èññëåäóåì âçàèìîâëèÿíèå ìàññîïåðåíîñà êîìïîíåíòîâ ïðè ìîäåëè-

ðîâàíèè ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ïðîöåññîâ î÷èñòêè æèäêîñòè îò ìíî-

ãîêîìïîíåíòíûõ ïðèìåñåé â ñðåäå, ñîñòîÿùåé èç ÷àñòèö ìèêðîïîðèñòîé

ñòðóêòóðû â ñëó÷àå ïðåâàëèðîâàíèÿ êîíâåêòèâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðîöåñ-

ñà íàä äðóãèìè (äèôôóçèîííûìè, ìàññîîáìåííûìè).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â îáëàñòè G G Rz� � � �( , ) ( , )*0 0 , ãäå G z �
�ABCDA B C D* * * * — îäíîðîäíûé êðèâîëèíåéíûé ïàðàëëåëåïèïåä,

îãðàíè÷åííûé ãëàäêèìè îðòîãîíàëüíûìè ìåæäó ñîáîé â óãëîâûõ

òî÷êàõ è ïî ðåáðàì ýêâèïîòåíöèàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè ABB A* * �
� �{ : ( , , ) }z f x y z1 0 , CDD C f x y z* * { : ( , , ) }� �z 2 0 è ïîâåðõíîñòÿìè òå÷åíèÿ

ADD A f x y z* * { : ( , , ) }� �z 3 0 , BCC B f x y z* * { : ( , , ) }� �z 4 0 , ABCD �
� �{ : ( , , ) }z f x y z5 0 , A B C D f x y z* * * * { : ( , , ) }� �z 6 0 (ðèñ. 1, à), ðàññìîòðèì

ñëåäóþùóþ ìîäåëüíóþ çàäà÷ó ïðîöåññà äâóõêîìïîíåíòíîãî êîíâåêòèâíî-

àäñîðáöèîííî-äèôôóçèîííîãî ìàññîïåðåíîñà â íàíîñðåäå ÷àñòèö ìèêðî-

ïîðèñòîé ñòðóòóðû [7, 10 ]:
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v �grad�, div v �0, � �|
* * *ABB A � , � �|

* *

*
DCC D � ,

��
�n ADD A A D C B BCC B ADCB* * * * * * * *� � �

�0 . (5)

Çäåñü ~ ( , , , )c x y z t
j

è ~ ( , , , , )q x y z r tj — êîíöåíòðàöèÿ j-ãî ñîðòà çàãðÿçíÿþ-
ùåãî âåùåñòâà ñîîòâåòñòâåííî â ìåæ÷àñòè÷íîì ïðîñòðàíñòâå è â ìèêðî-
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÷àñòèöàõ; D djs js�� è D djs js
* *�� — êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè â ìåæ÷àñòè÷-

íîì ïðîñòðàíñòâå è â ìèêðî÷àñòèöàõ; S js — êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ
âíóòðè÷àñòè÷íîãî ïåðåíîñà íà ìåæ÷àñòè÷íûé; kj — êîýôôèöèåíòû àä-
ñîðáöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ, j �1 2, , s �1 2, ; M è n — áåãóùàÿ òî÷êà è íîð-

ìàëü ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè; v( ( , , ), ( , , ), ( , , ))v x y z v x y z v x y zx y z —
âåêòîð, à � �� ( , , )x y z — ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè

( ( , , ) ( , , ) ( , , )v x y z v x y z v x y zx y z
2 2 2 0� � �� �� , 0� � � � �� � ��

* ) â òî÷êå

z = x y z( , , ); � — ìàëûé ïàðàìåòð; R* — ðàäèóñ ìèêðî÷àñòèöû; �1, � 2 —

êîýôôèöèåíòû ïîðèñòîñòè ñîîòâåòñòâåííî ìàêðî- è ìèêðîñðåäû; ~ ( , , )c x y zj
0 ,

~ ( , , , )q x y z rj
0 , ~ ( , )

*
c M t

j
, ~ ( , )*c M tj , ~ ( , )

**
c M t

j
, ~ ( , )**c M tj , ~ ( , )

***
c M t

j
,

~ ( , )***c M tj , j �1 2, — äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, ñîãëàñîâàííûå ìåæäó

ñîáîé â óãëîâûõ òî÷êàõ è ïî ðåáðàì îáëàñòè G.

Ïîëàãàåì, ÷òî ôèëüòðàöèîííàÿ çàäà÷à (5) ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ÷èñëåí-

íîãî ìåòîäà ïðîñòðàíñòâåííîãî êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ [3, 4] G Gwz �

(èëè G Gw � z), â ÷àñòíîñòè, íàéäåíî ïîëå ñêîðîñòè v ( ( , , ),v x y zx

v x y z v x y zy z( , , ), ( , , )). Çäåñü G ww � �{ ( , , ) :� � � � � �� � � * , Q Q*
*� �� ,

Q Q**
**� �� } — ñîîòâåòñòâóþùàÿ Gz îáëàñòü êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà;

� �� ( )x, y, z , � �� ( )x, y, z — ôóíêöèè òå÷åíèÿ (êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå

ê � �� ( )x, y, z ); Q Q Q� 0
0 — ïîòîê ÷åðåç ïðîèçâîëüíîå ïîïåðå÷íîå ñå÷å-

íèå òå÷åíèÿ Gz, ãäå Q Q Q0 � �*
* è Q Q Q0 � �**

** — ïîòîêè ÷åðåç ñîîò-

âåòñòâóþùèå ãîðèçîíòàëüíûé è âåðòèêàëüíûé ñëîè. Ïàðàìåòð Q íàõîäèì

â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Òîãäà, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ

x x� ( , , )� � � , y y� ( , , )� � � , z z� ( , , )� � � , t t� , â óðàâíåíèÿõ (1), (2) è

óñëîâèÿõ (3), (4), ïðèõîäèì ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å äëÿ îáëàñòè Gw:

Ìîäåëèðîâàíèå íåëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ïðîöåññîâ
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Ðèñ. 1. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ôèçè÷åñêàÿ îáëàñòü Gz (à) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé îáëàñòü
êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà Gw (á)
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� �q r t q x y z r tj j( , , , , ) ( ( , , ), ( , , ), ( , , ), , ),� � � � � � � � � � � � ..., b11 �
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2 2 2( , , )� � � � � � , b b x y z12 12
2 2 2� � � �( , , )� � � � � � , b21 �

� � � �b xx yy zz21( , , )� � � � � � , b b xx yy zz22 22� � � �( , , )� � � � � � .

Ðåøåíèå çàäà÷è (5)—(9) ñ òî÷íîñòüþ äî O n( )� �1 ïîëó÷àåì â âèäå

àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ [10]:
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Çäåñü c tj i, ( , , , )� � � , q r tj i, ( , , , , )� � � , i n�0, , — ÷ëåíû ñîîòâåòñòâóþùèõ

ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé àñèìïòîòèêè; Ï tj i, ( , , , )� � � , i n� �0 1, , — ôóíêöèè òèïà

ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â îêðåñòíîñòè � �� * (ïîïðàâêè íà âûõîäå ôèëüò-

ðàöèîííîãî òå÷åíèÿ èç äàííîãî ïëàñòà Gw); P tj i, / ( , , , )2 �  � , Ã tj i, / ( , , , )2 � ! � ,

H tj i, / ( , , , )2 � � " , T tj i, / ( , , , )2 � � # , F tj i, / ( , , , , )2 � � � $ , i n� �0 2 1, , — ôóíêöèè

òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñîîòâåòñòâåííî â îêðåñòíîñòÿõ � �Q* , � �Q* ,
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� �Q** ,� �Q** è r R� ;� � � �� � �( )* 1; � �� � �( )*
/Q 1 2; ! � �� � �( )* /Q 1 2;

" � �� � �( )**
/Q 1 2; # � �� � �( )** /Q 1 2; $ �� �( ) /R r 1 2— ñîîòâåòñòâóþùèå

ðåãóëÿðèçèðóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ; R R tj n j n, , ( , , , , )1 1� � � � � , R j n,
2 �R j n, ( ,2 �

� � �, , , , )r t — îñòàòî÷íûå ÷ëåíû, îöåíêà êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ íà

îñíîâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà [4]; R — ðàäèóñ îáðàçà ìèêðî÷àñòèöû, êîòî-

ðûé ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ âûñøåãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ ñ R* ïðèíè-

ìàåì â âèäå øàðà (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ïðè ïëîñêèõ êîíôîðìíûõ îòîáðà-

æåíèÿõ â ìàëîì êðóã ïåðåõîäèò â êðóã): R
V

V
R

G

G

w�
z

3
* . Ïðè ýòîì êîýôôè-

öèåíò ðàñòÿæåíèÿ % (R R�% * ) â òî÷êå ( , , )x y z ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â

âèäå ÿêîáèàíà äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (â ñëó÷àå ïëîñêèõ îòîáðàæåíèé

êîýôôèöèåíò ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåì ïðîèçâîäíîé ñîîòâåòñòâóþùåé àíàëè-

òè÷åñêîé ôóíêöèè). Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ (äëÿ ñïåöèàëüíûõ òèïîâ îáëàñòåé)

ýòîò êîýôôèöèåíò ìîæåò áûòü óñðåäíåí ïî îáëàñòè. Íàïðèìåð, äëÿ ìàëî

èñêðèâëåííûõ îáëàñòåé çíà÷åíèå % 3 ìîæíî ïðèíÿòü ïðèáëèæåííî ðàâ-

íûì îòíîøåíèþ îáúåìîâ ïîëó÷åííîé îáëàñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ê

èñõîäíîé ôèçè÷åñêîé îáëàñòè.

Ïîäñòàâëÿÿ (10), (11) â (6)—(9) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè

îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ � [3, 10], ïîëó÷àåì òàêèå çàäà÷è äëÿ íàõîæäåíèÿ ðå-

ãóëÿðíûõ ÷àñòåé àñèìïòîòèêè:

v c t c t gj i j i t j i
2 1( , , ) ( , , , ) ( , , , )( , ) ( , ) ,� � � � � � � � � �� &� � ( , , , )� � � t ,

c wj i j i( , ) ,( , , , ) ( , , )� � � � � �0 1� , c t w tj i j i( , ) ,( , , , ) ( , , )� � � �0 2� ;

� � � � � � �2
2q r t g r tj i t j i( , ) ,( , , , , ) ( , , , , )� ,

q r w rj i j i( , ) ,( , , , , ) ( , , , )� � � � � �0 3� .

Çäåñü g tj, ( , , , )0
1 0� � � � ; w cj j, ( , , ) ( , , )0

1 0� � � � � �� ; w t c tj j, *
( , , ) ( , , )0

2 � � � �� ;

g t D v c b cj i

s

js s i s i, ( , ) ( , )( , , , ) ( (1

1

2
2

1 11 1� � � �� �� �
�

� �� � �� �� � �� �b c b cs i s i12 1 21 1( , ) ( , )

� � � �� � � �b c S q F Fs i js s i r s i r s i22 1 1 1
1 2

( , )
*

( , ) ( , )
/

( ,) (� � 1 2/ ) ) )r r R� ; w j i, ( , , )1 � � � �

� �w j i, ( , , )2 0� � � ; g r tj, ( , , , , )0
2 0� � � � ; w r q rj j, ( , , , ) ( , , , )0

3 0� � � � � �� ;

g r t D q q r Dj i j i rr i r j,
*

( , ) ( , )( , , , , ) ( / )2
1 1 1 1 1 22� � � � � �� �

*
( , ) ( , )( / )q q ri rr i r2 1 2 12� �� ,

w rj i, ( , , )3 0� � � , i n�1, , j �1 2, .
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Ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ïîëó÷àåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê â

âèäå

c t
c f f t t f

j

j

, ( , , , )
( ( ( , , ) ), , ), , ), ( ,

0

0 1

� � �
� � � � � � � �

�
� �� � �

� � � � � � � �

, ),

( ( , , ), , ), ( , , );
*

c t f t f
j

� '

(
)
*

+*

q r t q r
j j,

( , , , , ) ( , , , )
0

0� � � � � �� ;

c tj i, ( , , , )� � � �

�

� � �,
�1

1 0

0 1

�
� � � � � � �

t

j ig f f t t t dt t f, ( ( ( , , )
~

, , ), , ,
~

)
~

, ( , , ),

(~, , (~, , ) ( , , ))

(~
*

,

� � �

� � �- � � � � � �

�

�

,
� �g f t f

v

j i
1

2 � � �
� � � �

, , )

~, ( , , );d t f'

(

)

*
*

+

*
*

q r t D q r
j

s

js

t

s rr,

*

( , )
( , , , , ) ( ( , , , ,

~
1

2 1

2

0

0

1
� � �

�
� � ��

�
� , t

r
q r t dt

s r
) ( , , , ,

~
))

~
( , )

�
2

0
� � � .

Çäåñü f
d

v
( , , )

~

(~, , )
*

� � � �
�

� � ��

�

� ,1 2
— âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè ÷àñòèöàìè ïóòè îò òî÷êè ( , , )* * *� � � . � � � �A B B A ê òî÷êå ( , , )� � � .Gw

âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíèè òå÷åíèÿ; f �1 — ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ f îòíî-

ñèòåëüíî ïåðåìåííîé �. Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, ïî-

ñêîëüêó ~ ( , , )v 2 � � � — íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ, îãðàíè÷åííàÿ, ïî-

ëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ, à �1 0� — ïîñòîÿííàÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíò âëèÿíèÿ âíóòðè÷àñòè÷íîãî ïåðåíîñà íà

ìåæ÷àñòè÷íûé íå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çàäà÷è äëÿ íà-

õîæäåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé àñèìïòîòèêè:

v c t c t gj i j i t j i
2( , , ) ( , , , ) ( , , , ) ~

( , ) ( , ) ,� � � � � � � � � �� &� � 1 ( , , , )� � � t ,

c wj i j i( , ) .( , , , ) ~ ( , , )� � � � � �0 1� , c t w tj i j i( , ) ,( , , , ) ~ ( , , )� � � �0 2� ,

� � � � � � �2
2q r t g r tj i t j i( , ) ,( , , , , ) ~ ( , , , , )� ,

q r w rj i j i( , ) ,( , , , , ) ~ ( , , , )� � � � � �0 3� ,

ãäå

~ ( , , , ) (, ( , ) ( , )
/

( ,g t S q F Fj

s

js s r s r s0
1

1

2

0 0
1 2� � � �� � � �

�
� 1 2/ ) )r r R� ;
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~ ( , , ) ( , , ),w cj j0
1 1� � � � � �� ; ~ ( , , ) ( , , ), *

w t c tj j0
2 � � � �� ; ~ ( , , ),w j i

1 0� � � � ;

~ ( , , ),w tj i
2 0� � � ; ~ ( , , , , ),g r tj 0

2 0� � � � ; ~ ( , , , ) ( , , , ),w r q rj j0
3 0� � � � � �� ;

~ ( , , , ) ( (, ( , ) ( , )g t D v c b cj i

s

js s i s i
1

1

2
2

1 11 1� � � ��� �
�

� �� �� �� �� � �� �b c b cs i s i12 1 21 1( , ) ( , )

� � � �� �b c S q F Fs i js s i r s i r s i22 1
1 2

1 2( , )
*

( , ) ( , )
/

( , / )) (� � r r R
) )� ;

g r t D q q r Dj i j i rr i r j,
*

( , ) ( , )( , , , , ) ( / )2
1 1 1 1 1 22� � � � � �� �

*
, ) ( , )( /q q ri rr i r2 1 2 12� �� ,

w rj i, ( , , )3 0� � � , i n�1, , j �1 2, .

Çàäà÷è äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèãðàíè÷íûõ ïîïðàâîê Ï i( , )1 (i n� �0 1, , j �1 2, ) â

îêðåñòíîñòè � �� * ïîëó÷èì ïîñëå ââåäåíèÿ ïåðåìåííîé ðàñòÿæåíèÿ

� �/� � � �&* )� â âèäå

D Ï D Ï Ï g tj i j i j i j i1 1 2 2
3

( , ) ( , ) ( , ) , ( , , , )�� �� � � � �� � � , j �1 2, ,

Ï tj( , ) ( , , , )0 0� � �
�
0
0�

, Ï t w tj i j i( , ) ,( , , , ) ( , , )0 3� � � �� , (12)

ãäå

g j, ( , , )0
3 0� � � � ; w t c t c tj j j,

*

( , )
( , , ) ( , , ) ( , , , )0

3

0
� � � � � � ��� � ;

g t
v

Ïj j t, ( , )( , , , )
( , , )

(1
3

2 1 0

1
� � �

� � �
�

�
� �

� � � �2 1 1 0 2 2 0� � � � � � �� �
�� ��v v D Ï D Ï Ïj j( , , ) ( , , )( , ( , ) , ( , ) ( , ) ))j 0 � ;

g t
v

Ï V Dj i j i t

s

i

s j, ( , )( , , , )
( , , )

( (3

2 1 1

1

1

1
� � �

� � �
�

�
� ��

�
� Ï i s( , )1 � ���

� � �� �
�

�

� ��D Ï Ï B D Ïj i s j i s

s

i

s j i2 2

0

2

11 1 1 2( , ) ( , ) , ( ,) (�� � s j i sD Ï) ( , ) )�� ��� �� �2 2 2

� � �
�

�

� � � ��
s

i

s j i s j i sB D Ï D Ï
0

2

12 1 1 2 2 2 2, ( , ) ( , )( )�� ��

� � �
�

�

� � � ��
s

i

s j i s j i sB D Ï D Ï
0

2

21 1 1 2 2 2 2, ( , ) ( , )( )� �

� �
�

�

� � � ��
s

i

s j i s j i sB D Ï D Ï
0

2

22 1 1 2 2 2 2, ( , ) ( , )( ))� � , i n� �2 1, ;
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w t c t c tj i j j i,
*

( , )

*( , , ) ( , , ) ( , , , )3 � � � � � � �� � , i n�1, , w tj n, ( , , )� �1
3 0� � ;

Vs, B s11, , B s12, , B s21, , B s22, — êîýôôèöèåíòû ïðè s-õ ñòåïåíÿõ � â ðàç-

ëîæåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé ~ ( , )v 2 � ��-� ��� , b11( , , )� �� � ��� ,

b12( , , )� �� � ��� , b21( , , )� �� � �� � , b22( , , )� �� � �� � â ðÿä Òåéëîðà â îê-

ðåñòíîñòè � �� * .

Ðåøåíèå ñèñòåìû (12) ïîëó÷àåì ìåòîäîì Ëàãðàíæà:

Ï
D

D g t D g t Di i i( , ) , ,( , , , ) ( , , , )1

21
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3
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� � �� � � � � � ($ $&

� �
e e

l l1 2
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� �
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Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ áîêîâûõ èñòî÷íèêîâ çàãðÿçíåíèÿ èñïîëüçóåì ïîï-

ðàâêè P tj i, / ( , , , )2 �  � , Ã tj i( , / ) ( , , , )2 � ! � , H tj i( , / ) ( , , , )2 � � " , T tj i( , / ) ( , , , )2 � � # ,

i n� �0 2 1, , êîòîðûå íàõîäèì èç ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷:

b Q D P D P v Q Pj i j i11 1 1 2 2
2( , , ) ( ) ~ ( , , )* ( , ) ( , ) * (� ! � �    � � j i j ig t, ) , ( , , , )� �  �� 4 ,

P t
j i( , )

( , , , )�  �
 
0
0�

0, P t w t
j i j i( , ) ,( , , , ) ( , , )� � � �0 4� , j �1 2, ; (13)

b Q D Ã D Ã v Q Ãj i j i11 1 1 2 2
2( , , )( ) ~ ( , , )*

( , ) ( , )
*

(� ! � �!! !!� � j i j ig t, ) , ( , , , )� � ! �� 5 ,

Ã t
j i( , )

( , , , )� ! �
!
0
0�

0, Ã t w t
j i j i( , ) ,( , , , ) ( , , )� � � �0 5� , j �1 2, ; (14)

b Q D H D Hj i j i12 1 1 2 2( , ) ( )** ( , ) ( , )� �- "" ""� �

� �~ ( , ) ( , , , )** ( , ) ,v Q H g tj i j i
2 6� �- � � "� ,

H t
j i( , )

( , , , )� � "
"
0
0�

0, H t w t
j i j i( , ) ,( , , , ) ( , , )� � � �0 6� , j �1 2, ; (15)

b Q D T D Tj i j i12 1 1 2 2( , , ) ( )**
( , ) ( , )� � ## ##� �

� �~ ( , , ) ( , , , )**
( , ) ,v Q T g tj i j i
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Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è, à òàêæå çàäà÷
(13)—(16), òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèå òàêèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, êàê íàïðè-
ìåð, ìåòîäà ñåòîê [11], ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ òîò
ôàêò, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèÿõ ôèãóðèðóþò âòîðûå ïðîèçâîä-
íûå ïî îäíèì ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, à ïåðâûå — ïî äðóãèì
(îðòîãîíàëüíûì ê ïåðâûì), ïðè âûïîëíåíèè ïðîöåäóðû ðàñùåïëåíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû [12].
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Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèé ïåðâîãî (à) è âòîðîãî (á) ñîðòîâ çàãðÿç-
íÿþùèõ âåùåñòâ âäîëü ëèíèè òå÷åíèÿ { ( , , ), }� � �� � �1 1 0 1 â ìîìåíò âðåìåíè t � 5ñóò:1—
c t1 0, ( , , , )� � � è c t2 0, ( , , , )� � � ñîîòâåòñòâåííî äëÿ à è á; 2—4 — c ti ( , , , )� � � �
� �c t c ti i, ,( , , , ) ( , , , )0 1� � � � � � � äëÿ à è á ïðè S S11 22

310� � � , S S12 21 0� � (êðèâûå 2),
S S11 22

310� � � , S S12 21
410� � � (êðèâûå 3), S S11 22

32 10� � 4 � , S S12 21
410� � � (êðèâûå 4)

÷

÷



Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ïðîöåññà äâóõêîìïîíåíòíîãî ìàññîïåðåíîñà çàãðÿçíÿþùèõ âå-

ùåñòâ â íàíîïîðèñòîé ñðåäå èñïîëüçîâàí èäåàëüíûé ôèëüòðàöèîííûé

ôîí â îáëàñòè Gz [4] ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ: k �0 45, ì/ñóò,

�1 087� , , � 2 094� , , D11
810� � ì2/ñóò, D12

910� � ì2/ñóò, D21
910� � ì2/ñóò, D22 �

� �10 8 ì2/ñóò, D11
76 10* � 4 � ì2/ñóò, D22

74 10* � 4 � ì2/ñóò, D D12 21
1210* *� � � ì2/ñóò,

k1 08� , , k2 095� , è ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:

c c1
0

2
0 0( , , ) ( , , )� � � � � �� � , q rj

0 0( , , , )� � � � ,

c t
t t

t
1

002 5 002 5

004 5
*

( , , )
, cos ( ) , , ,

, , ,
� �

5 56

56
�

� � �

�

c t
t t

t
2

0017 10 0017 1

0034
*

( , , )
, cos ( ) , , ,

, ,
� �

5 56 7

56
�

� � �

� 17.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ âíóòðè÷àñ-

òè÷íîãî ïåðåíîñà íà ìåæ÷àñòè÷íûé, à íà ðèñ. 3 — ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ

íàêîïëåíèÿ äâóõ ñîðòîâ çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà â ìèêðî÷àñòèöàõ ïðè

� 1 0 02� , ,�1 01� , , � 1 01� , .
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t � 3 ñóò; 3 — t � 5 ñóò ïðè D D11 22

410* *� � � ì2/ñóò.; 1*—3* — ïðè D D11 22
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Âûâîäû

Íà îñíîâå ïîñòðîåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñò-

âóþùåé ïðîñòðàíñòâåííîé íåëèíåéíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé êðàåâîé

çàäà÷è ïðîâåäåí êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò, â ÷àñòíîñòè ãðàôè÷åñêè èçîá-

ðàæåíî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèé äâóõ ñîð-

òîâ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â ìåæ÷àñòè÷íîì ïðîñòðàíñòâå è â ìèêðî÷àñòèöàõ

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà è ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ

õàðàêòåðèñòèê âõîäíûõ êîìïîíåíòîâ. Ïðåäëàãàåìàÿ ìåòîäèêà ýôôåêòèâíà

òàêæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííî-àäñîðáöèîííîãî ìàññî-

ïåðåíîñà áîëåå ÷åì äâóõ ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè

èññëåäîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ïðîöåññîâ. Â

ïåðñïåêòèâå ïðåäëàãàåòñÿ èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ òàêîãî ðîäà ïðîöåññîâ,

èññëåäîâàíèÿ ìàññîïåðåíîñà ìíîãîêîìïîíåíòíîãî çàãðÿçíåíèÿ â ìíîãî-

ñëîéíûõ íàíîïîðèñòûõ ñðåäàõ, à òàêæå áîëåå ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå

âçàèìîâëèÿíèÿ ìåæ÷àñòè÷íîãî è âíóòðè÷àñòè÷íîãî ñîñòàâëÿþùèõ ïðî-

öåññà, ÷òî ñâÿçàíî ñ ïðîãíîçèðîâàíèåì ïðîöåññîâ î÷èñòêè æèäêîñòåé

ïóòåì ôèëüòðîâàíèÿ ÷åðåç íàíîïîðèñòûå ñðåäû.
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A.Ya. Bomba, O.V. Prysiazhniuk

MODELING OF NONLINEAR SINGULARLY PERTURBED
PROCESSES OF TWO-COMPONENT CONVECTION-DIFFUSION
MASS TRANSFER IN NANOPOROUS MEDIUM

Mathematical model of singularly perturbed process of convection-diffusion-adsorption
mass transfer of two types of pollutant in a medium consisting of particles of microporous
structure is developed. The corresponding boundary value problem is solved in a curvilinear
quadrangular parallelepiped. An asymptotic expansion of its decision is constructed, which
makes it possible to complement autonomously the convective component of solution with
mass transfer and diffusion components, and take into account the amendments on the out-
put of the filter flow and the impact of lateral sources. The results of numerical calculations
are given.

K e y w o r d s: convection, diffusion, mass transfer, nanoporous medium.
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