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Ïðåäñòàâëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
â ÷èñëîâîé ñèñòåìå îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ

Ïîñòðîåíû ïðåäñòàâëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé îò îáîáùåííîãî êâàòåðíèîíà íà
îñíîâå ìåòîäà àññîöèèðîâàííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïîáóäîâàíî çîáðàæåííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é â³ä óçàãàëüíåíîãî êâàòåðí³îíó çà ìå-
òîäîì àñîö³éîâàííî¿ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ãèïåðêîìïëåêñíàÿ ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ,
òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ñèíóñ, êîñèíóñ, îáîáùåííûé êâàòåðíèîí, áàçèñ, òàáëèöà
Êåëè.

Âïåðâûå îáîáùåííûå êâàòåðíèîíû èñïîëüçîâàíû Ê. Ãåäåëåì â 1949 ã. äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ãðóïï [1]. Â ïðîñòðàíñòâå ñ
ìåòðèêîé

ds dt dx dy dz wdt wdz2 2 2 2 2 2� � � � � �( ) , (1)

ãäå w w t x y z� ( , , , ) — ôóíêöèÿ äåêàðòîâûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ
êîîðäèíàò, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïðåä-
ñòàâëåíû ñ ïîìîùüþ îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ.

Èññëåäîâàíèþ îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ ïîñâÿùåíû òàêæå ðàáîòû
[2—7]. Â ðàáîòå [8] îáîáùåííûå êâàòåðíèîíû ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
äëÿ ïîâûøåíèÿ ñòîéêîñòè ýëåêòðîííîé öèôðîâîé ïîäïèñè â àëãîðèòìàõ
RSA. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ñîçäàíèå ïðåäñòàâëåíèé ðàçëè÷íûõ íåëèíåé-
íîñòåé îò îáîáùåííîãî êâàòåðíèîíà. Â ðàáîòå [9] ðàññìîòðåíî ïîñòðîåíèå
ïðåäñòàâëåíèé ýêñïîíåíöèàëüíîé è ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèé îò îáîá-
ùåííûõ êâàòåðíèîíîâ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àññîöèèðîâàííîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [10—13].
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Ïîñòðîèì ïðåäñòàâëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ÷èñëîâîé

ñèñòåìå îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ â âèäå ãèïåðêîìïëåêñíûõ ôóíêöèé ñ

âîçìîæíîñòüþ èõ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðè ðå-

øåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Îáîáùåííûå êâàòåðíèîíû — ýòî ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà
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ãäå ai — äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà; ei , i �1 4,..., , — áàçèñíûå ýëåìåíòû, óäîâ-

ëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåé òàáëèöå Êåëè, â êîòîðîé, � �, 	 R:
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Ãèïåðêîìïëåêñíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ, A è

B, â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) èìååò âèä

AB a e b e
i

i i
i

i i�



�
��



�
�� �

� �
� �

1

4

1

4

� � � � � � � �( ) (a b a b a b a b e a b a b a b a b1 1 2 2 3 3 4 4 1 1 2 2 1 3 4 4� � �� � � 3 2) e �
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Êàê âèäíî èç (3), ïðîèçâåäåíèå (4) — íåêîììóòàòèâíîå.

Òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè îò ãèïåðêîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Ïåðâûì ïðåäëîæèë êîíñòðóêòèâíîå îïðåäåëåíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíê-

öèé îò ãèïåðêîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî Â. Ãàìèëüòîí. Â ðàáîòå [14] îí

ïðåäëàãàåò îïðåäåëèòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ îò êâàòåðíèîííîé

ïåðåìåííîé A êàê ñóììó ñòåïåííîãî ðÿäà

Exp( )
!
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, A0 1� , 0 1!� . (5)

Ñî âðåìåíåì ýòîò ïîäõîä áûë îáîáùåí íà äðóãèå òðàíñöåíäåíòíûå

ôóíêöèè: òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñèíóñ è êîñèíóñ, ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèíóñ è

êîñèíóñ è äðóãèå, è ñåé÷àñ ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì [15—18]. Ñëåäóÿ ýòîé
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òðàäèöèè, îïðåäåëèì ñèíóñ è êîñèíóñ îò îáîáùåííîãî êâàòåðíèîíà êàê

ñóììû ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ôóíêöèÿì:
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Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ðÿäû (5)—(7) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî. Äåéñòâèòåëüíî,

íàïðèìåð äëÿ ðÿäà (5) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
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ãäå Psi — ïîëèíîì ñòåïåíè s, ÷òî îçíà÷àåò àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ýòîãî

ðÿäà. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (6) è (7) ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé

äëÿ êîíêðåòíûõ îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ. Òàê, íàïðèìåð, Sin ( )0 0� , à

Cos ( )0 1� . Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû óìíîæåíèÿ îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ

(4), êâàäðàò âåêòîðíîé ÷àñòè êâàòåðíèîíà èìååò âèä

( ) ( )a e a e a e a a a2 2 3 3 4 4
2

2
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2� � � � � � � �� � �� �. (8)

Âåëè÷èíà � �� � ��a a a2
2

3
2

4
2� � íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì îáîá-

ùåííîãî êâàòåðíèîíà. Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (6) è (7), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

1) åñëè � � � , òî

Sin sh (( ) )a e a e a e
a e a e a e

2 2 3 3 4 4
2 2 3 3 4 4� � �

� �

�
� , (9)

Cos ch (( ) )a e a e a e2 2 3 3 4 4� � � � ; (10)

2) åñëè �� �, òî

Sin sh (( )
|

)a e a e a e
a e a e a e

2 2 3 3 4 4
2 2 3 3 4 4� � �

� �

��
�� � , (11)

Cos ch (( ) | )a e a e a e2 2 3 3 4 4� � � �� . (12)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-

öèé îò îáîáùåííîãî êâàòåðíèîíà ñâîäèòñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ (6) è (7) â âè-

äå ãèïåðêîìïëåêñíûõ ôóíêöèé âèäà
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Ïðåäñòàâëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ÷èñëîâîé ñèñòåìe
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ãäå f x x x xi ( , , , )1 2 3 4 — âåùåñòâåííûå ôóíêöèè îò âåùåñòâåííûõ àðãó-

ìåíòîâ. Â íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåïîñðåäñòâåííî

[10], íî â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ.

Ïîñòðîåíèå ïðåäñòàâëåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé îò

îáîáùåííîãî êâàòåðíèîíà ñ ïîìîùüþ àññîöèèðîâàííîé ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ìåòîäà

ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé îò ãèïåðêîìïëåêñ-

íîãî ïåðåìåííîãî ñ ïîìîùüþ àññîöèèðîâàííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîäðîáíî èçëîæåíû â ðàáîòàõ [10—13, 19].

Ïîñêîëüêó ðÿäû (6) è (7) àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ, èõ ìîæíî ïî÷ëåííî

äèôôåðåíöèðîâàòü. Çàïèøåì ýòè ðÿäû â âèäå

Sin ( ) ( )
( )

( )!
At

At

ii

i
i

� �
��

� �

�
0

2 1

1
2 1

, (13)

Cos ( ) ( )
( )

( )!
At

At

ii

i
i

� �
�

�

�
0

2

1
2

. (14)

Äâîéíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé t ïðèâîäèò ê óðàâ-

íåíèÿì

d

dt
At A At

2

2

2Sin Sin( ) ( )� � ,
d
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2
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2Cos Cos( ) ( )� � .

Êàê âèäèì, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îò îáîáùåííîãî êâàòåð-

íèîíà — ýòî ãèïåðêîìïëåêñíûå ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

d

dt
X t A X t

2

2

2( ) ( )� � (15)

ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûìè ìîãóò áûòü çíà-
÷åíèÿ ñóìì ðÿäîâ (13) èëè (14) ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ îáîáùåííîãî êâàòåð-
íèîíà A è ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé t.

Ðàçáèâ óðàâíåíèå (15) íà êîìïîíåíòû ïðè îäèíàêîâûõ áàçèñíûõ ýëå-
ìåíòàõ, ïîëó÷èì ñèñòåìó ÷åòûðåõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé îò âåùåñòâåííûõ àðãóìåíòîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðå-
øåíèå ýòîé ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â çàâèñèìîñòè îò âèäà åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
êîðíåé. Êàæäîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîì ïðè ñîîò-
âåòñòâóþùåì áàçèñíîì ýëåìåíòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (15), îïðåäåëÿÿ òåì ñà-
ìûì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ îò ãèïåðêîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
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Ãèïåðêîìïëåêñíîå óðàâíåíèå (15) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó èç ÷åòû-
ðåõ âåùåñòâåííûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åå ðå-
øåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð-ôóíêöèþ X � X t C C C( , , ,..., )1 2 8 . Ïðîèç-
âîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ C C C1 2 8, , ..., ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïî-
ìîùüþ çíà÷åíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â äâóõ òî÷êàõ. Äëÿ óïðîùå-
íèÿ âû÷èñëåíèé öåëåñîîáðàçíî â êà÷åñòâå îäíîé èç ýòèõ òî÷åê âûáðàòü
çíà÷åíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè â íà÷àëå êîîðäèíàò, êîòîðîå ñîâïà-
äàåò ñî çíà÷åíèåì â íóëåâîé òî÷êå òîé æå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè âå-
ùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Â êà÷åñòâå âòîðîé òî÷êè öåëåñîîáðàçíî âûáðàòü
òî÷êó, îïðåäåëÿåìóþ, íàïðèìåð, íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (9)—(12).

Ïîñòðîåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ñèíóñà îò îáîá-

ùåííîãî êâàòåðíèîíà. Ïîäñòàâèâ (2) è X x t e
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�
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4
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óðàâíåíèå (15), âûïîëíèâ óìíîæåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) è ïðèðàâíÿâ

êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ, ïîëó÷èì ñëåäóþ-

ùóþ ñèñòåìó ÷åòûðåõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî

ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:
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� � �( ) ( )a a a a x t1
2

2
2

3
2

4
2

4�� � �� .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðàâîé ÷àñòè (16) èìååò ÷åòûðå äâîéíûõ

êîðíÿ:

�1 1� �� ia , � 2 1� � �� ia , � 3 1� �� ia , � 4 1� � �� ia , i2 1� � .
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Ïîëíîå ðåøåíèå X( )t ñèñòåìû (16) ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíòîâ,

x t1( ), x t2( ), x t3( ), x t4( ), êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ÷åòûðå ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ

âèäà

x t x t C C t ek
s

ks
s

k s k s
ts( ) ( ) ( ), ,� � �

� �
�� �

1

4

1

4

2 1 2
� . (17)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ ñèñòåìû (16) èìåþò 32 ïðîèçâîëüíûõ ïîñ-

òîÿííûõ. Èç íèõ 24 — çàâèñèìûå èëè íóëåâûå, à îñòàëüíûå 8 — ñâîáîä-

íûå, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ äâóõ íà÷àëüíûõ çíà÷å-

íèé. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ìîæíî ïðèíÿòü íàéäåííûå ñóììû ñòåïåííîãî

ðÿäà äëÿ ñèíóñà:

1) Sin ( )0 0� ;

2) ïðè t �1Sin sh (( )
|

)a e a e a e
a e a e a e

2 2 3 3 4 4
2 2 3 3 4 4� � �

� �

��
�� � .

Ïðèìåíÿÿ ê (16) îáû÷íóþ ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïðîèç-

âîëüíûõ ïîñòîÿííûõ:

C k s, 2 0� , k s, , ...,�1 4; C C11 15 1� � , C C13 17 1� � � ;

C
a

k s
k

, 2 1
2

� �
�� �

, k �2 3 4, , ; s �1 4,..., .

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ â (17) è âûïîëíèâ óïðî-

ùàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ñèíóñà îò

îáîáùåííîãî êâàòåðíèîíà:

Sin ( )At �

� � � �� �1

2
1 1

1sin ( )
cos

|
( )(| | | |a t e e e

a t
e et t t t�� �� �� ��

� �
a e a e a e2 2 3 3 4 4� �

�

�
�

�

�
�) .

(18)

Ïîñòðîåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî êîñèíóñà îò

îáîáùåííîãî êâàòåðíèîíà îòëè÷àåòñÿ îò ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñè-

íóñà òîëüêî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

1) Cos ( )0 1� ;

2) ïðè t �1 Cos ch (( ) | )a e a e a e2 2 3 3 4 4� � � �� .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ðåøåíèÿ (16), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ:

C k s, 2 0� , k s, , ...,�1 4 ; C s1 2 1 1, � � , s �1 4,..., ,
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C C
a

k k
k

1 5
2

� � �
�� �

, C C
a

k k
k

3 7
2

� �
�� �

, k �2 3 4, , .

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ â ðåøåíèÿ (17) è âûïîë-

íèâ óïðîùàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå êî-

ñèíóñà îò îáîáùåííîãî êâàòåðíèîíà:

Cos ( )At �

� � � �� �1

2
1 1

1cos ( )
sin

|
( )(| | | |a t e e e

a t
e et t t t�� �� �� ��

� �
a e a e a e2 2 3 3 4 4� �

�

�
�

�

�
�) .

(19)

Âûâîäû

Ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé îò îáîáùåí-

íîãî êâàòåðíèîíà ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà

ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì [5], âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå êîíêðåòíûå

çíà÷åíèÿ � è �. Ïîëîæèì â (3) � �� �1. Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû Ýéëåðà

e t|�� � ��e tt| |�� � �2ch , e e tt t| | |�� �� � �� �� 2sh .

Òîãäà (18) è (19) ïðèìóò âèä

Sin ch( ) sinAt a t a a a te� � � �
�

�
�
�

1

2
1 2

2
3
2

4
2

1

�
� �

� � � �
�

�

cos
( )

a t

a a a
a a a t a e a e a e1

2
2

3
2

4
2

2
2

3
2

4
2

2 2 3 3 4 4sh �
�

,

Cos ch( ) cosAt a t a a a te� � � �
�

�
�

1

2
1 2

2
3
2

4
2

1

�
� �

� � � �
�

�

sin
( )

a t

a a a
a a a t a e a e a e1

2
2

3
2

4
2

2
2

3
2

4
2

2 2 3 3 4 4sh �
�

.

Ýòî åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ îáû÷íûõ êâà-

òåðíèîíîâ.
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Ya.A. Kalinovsky, Y.E. Boyarinova, T.V. Sinkova, A.S. Sukalo

MATHEMATICAL MODELING OF THE TRIGONOMETRIC

FUNCTIONS IN A NUMERICAL SYSTEM OF GENERALIZED QUATERNIONS

Representations of the trigonometric functions of the generalized quaternion based on the method
of associated system of differential equations have been constructed

K e y w o r d s: hypercomplex number system, exponential function, trigonometric function, sinus,
cosinus, generalized quaternion, basis, Cayley’s table.
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