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Àíàëèç êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà
çàñîðåííûõ ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà ñèììåòðè÷íûõ çàñîðåííûõ
ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëåíèé. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà îò ïàðà-
ìåòðîâ ìîäåëè çàñîðåííûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû çàñîðåíèÿ ðàâíîìåð-
íûì è ëîãèñòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèÿìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò àíàëèçèðî-
âàòü íåãàóññîâû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïèñûâàåìûå ìîäåëüþ çàñîðåííûõ ãàóññîâûõ
ðàñïðåäåëåíèé.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: çàñîðåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîäåëü Òüþêè—Õüþáåðà, ñìåñè ðàñïðå-
äåëåíèé, êîýôôèöèåíò ýêñöåññà, êóìóëÿíòíûé àíàëèç.

Îòðèìàíî ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåô³ö³ºíòà åêñöåñó ñèìåòðè÷íèõ çàáðóäíåíèõ ãàó-
ñîâèõ ðîçïîä³ë³â. Äîñë³äæåíî çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà åêñöåñó â³ä ïàðàìåòð³â ìîäåë³ çà-
áðóäíåíèõ ðîçïîä³ë³â. Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè çàáðóäíåííÿ ð³âíîì³ðíèì òà ëîã³ñòè÷íèì
ðîçïîä³ëàìè. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü àíàë³çóâàòè íåãàóñîâè âèïàäêîâ³ âåëè-
÷èíè, ÿê³ îïèñóþòüñÿ ìîäåëëþ çàáðóäíåíèõ ãàóñîâèõ ðîçïîä³ë³â.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: çàáðóäíåí³ ðîçïîä³ëè, ìîäåëü Òüþêè—Õüþáåðà, ñóì³ø³ ðîçïîä³ë³â,
êîåô³ö³ºíò åêñöåñó, êóìóëÿíòíèé àíàë³ç.

Ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû

ïàðàìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêè [1—3], îñíîâàííûå íà àïðèîðíûõ ìîäåëÿõ

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ) èññëåäóåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àé-

íûõ ïðîöåññîâ. Îäíà èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ýòèõ ìåòîäîâ — âûáîð àäåê-

âàòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ), òàê êàê åå îòëè÷èå îò ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ), ñîîòâåòñòâóþùåé èìåþùèìñÿ ðåàëüíûì äàííûì,

ñíèæàåò äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.

Îòêëîíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ) îò ìîäåëè F x0( ) ìîãóò áûòü

îáóñëîâëåíû äâóìÿ ïðè÷èíàìè. Âî-ïåðâûõ, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F x( )

íàáëþäàåìîé âûáîðêè õîòÿ áû íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðèíÿòîé
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ìîäåëè F x0( ). Âî-âòîðûõ, ê ýëåìåíòàì âûáîðêè, èìåþùèì ðàñïðåäåëåíèå

F x0( ), äîáàâëÿþòñÿ äðóãèå ýëåìåíòû, íàçûâàåìûå àíîìàëüíûìè íàáëþäå-

íèÿìè [3], ñ ðàñïðåäåëåíèåì F x1( ).

Äëÿ ó÷åòà îòêëîíåíèé çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìûõ íà ïðàê-

òèêå ðåàëüíûõ äàííûõ îò ìîäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óäîáíî ïðèìåíÿòü

ìîäåëè çàñîðåííûõ (çàãðÿçíåííûõ) ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò-

ñÿ ïî ôîðìóëå [4—6]

F x F x F x( ) ( ) ( ) ( )� � �1 0 1� � , (1)

ãäå F x1( ) — çàñîðÿþùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ; ��[ , ]0 1 — êîýôôèöèåíò

çàñîðåíèÿ.

Ìîäåëü (1) âïåðâûå ðàññìîòðåë Òüþêè [4], ïðåäïîëàãàÿ ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ F x0( ), F x1( ) ãàóññîâûìè ñ îäèíàêîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæè-

äàíèÿìè è ðàçëè÷íûìè äèñïåðñèÿìè. Õüþáåð [5] èñïîëüçîâàë ìîäåëü (1) ñ

ïðîèçâîëüíûìè ñèììåòðè÷íûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ), F x1( ) è

îäèíàêîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè. Ìîäåëü (1), êîòîðóþ ÷àñòî

íàçûâàþò ìîäåëüþ Òüþêè—Õüþáåðà, øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ðîáàñòíîé

ñòàòèñòèêå [2—8] ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè îöåíîê ðàçëè÷íûõ ïà-

ðàìåòðîâ, ïðåæäå âñåãî ïàðàìåòðîâ ñäâèãà è ìàñøòàáà, ê çàñîðåíèþ àï-

ðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ), à òàêæå ïðè ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ [9—11].

Ìîäåëü Òüþêè—Õüþáåðà ïîçâîëÿåò, âàðüèðóÿ äèñïåðñèåé çàñîðÿþ-

ùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ è êîýôôèöèåíòîì çàñîðåíèÿ, èçìåíÿòü â øèðîêèõ

ïðåäåëàõ ïðîòÿæåííîñòü õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ) ïî ñðàâíåíèþ ñ

ðàñïðåäåëåíèåì F x0( ). Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè âëèÿíèÿ çàñîðÿþùåãî

ðàñïðåäåëåíèÿ F x1( ) è îòëè÷èÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ) îò ôóíêöèè

F x0( ) óäîáíî èñïîëüçîâàòü êîýôôèöèåíò ýêñöåññà ìîäåëè (1). Ñðåäè ðà-

áîò, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ðîáàñòíîé ñòàòèñòèêè [2—11],

ëèøü â ðàáîòå [3] ïðèâåäåíû îáùèå ôîðìóëû äëÿ ìîìåíòîâ ìîäåëè (1), à

ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà âîîáùå îòñóòñòâóåò.

Ìîäåëü Òüþêè—Õüþáåðà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîäåëåé êîíå÷-

íûõ ñìåñåé ðàñïðåäåëåíèé [12, 13], ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ è ïðèìåíå-

íèÿ êîòîðûõ ñèñòåìàòèçèðîâàíû â ðàáîòàõ [13—16], ñîäåðæàùèõ îáøèð-

íûå áèáëèîãðàôèè. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ ìîìåíòû ñìåñè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ

èäåíòèôèêàöèè åå ïàðàìåòðîâ, à ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà

ñìåñåé òàêæå îòñóòñòâóåò. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà

ìîäåëè (1) ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [17, 18]. Â ðàáîòå [17] äëÿ ìîäåëè (1), â

êîòîðîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ), F x1( ) ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâûìè ñ

îäèíàêîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè è ðàçëè÷íûìè äèñïåðñèÿìè,

ïðîàíàëèçèðîâàíà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà îò îòíîøåíèÿ äèñ-
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ïåðñèé è êîýôôèöèåíòà çàñîðåíèÿ. Â ðàáîòå [18] îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè

êîòîðûõ êîýôôèöèåíò ýêñöåññà ìîäåëè (1) ðàâåí íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíîé îñòàåòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñ-

òè êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà ìîäåëè (1) îò åå ïàðàìåòðîâ ïðè íåãàóññîâîé

çàñîðÿþùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì åå ðåøåíèå.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ F x0( ) — ãàóññîâà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñ-

ïåðñèåé �2 0, , ò.å.

F x
x

z dz

x

0

0

0

( ) ( )

/
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ãäå� �0 2 0� , ;� ( )x è� ( )z — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü âåðîÿò-

íîñòåé ñòàíäàðòíîé ãàóññîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, �
�

( ) ,z e z� �1

2

0 5 2

.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàñîðÿþùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F x1( ) ÿâëÿåò-

ñÿ ñèììåòðè÷íîé, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ F x F x1 11 0( ) ( )� � � � . Òîãäà

ôóíêöèÿ

F x
x

F x( ) ( ) ( )� �
	



�

�


��1

0

1�
�

�� (2)

îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî ñèììåòðè÷íûõ çàñîðåííûõ ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëå-

íèé. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (2) èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà, åñëè F x1( ) —

êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ F x1( )àáñîëþòíî íåïðåðûâíà,

òî F x( ) òàêæå àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è ó íåå ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü âå-

ðîÿòíîñòåé p x( ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé:

p x
x

p x( ) ( )�
� 	



�

�


��

1

0 0

1

�
�

�
�

� , (3)

ãäå p x1( ) — ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé çàñîðÿþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

p x F x1 1( ) ( )� � .

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîäåëè (2) ðàâíî íóëþ, íà÷àëüíûå è öåíò-

ðàëüíûå ìîìåíòû ñîâïàäàþò, ïðè ýòîì îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî öåíòðàëü-

íûå ìîìåíòû �s ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ s, êîòîðûå èìåþò âèä

� � � ��s s s� � �( ) , ,1 0 1, (4)

ãäå �s, 0, �s,1 — öåíòðàëüíûå ìîìåíòû ìîäåëüíîé è çàñîðÿþùåé ôóíêöèé
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ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäåëè (2). Íàéäåì êîýôôèöèåíò ýêñöåññà � 4 ìîäåëè (2),

èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå

� � ��
�

4 4 3� �( / ) . (5)

Ïîäñòàâëÿÿ â (5) âûðàæåíèå (4), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ôîðìóëó

äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà ìîäåëè (2):

� �
�� � � � �

� �

�

�4 4
4 1 3 1 1

1
� �

� � �

� �
( )

( )

[( ) ]

,
M

M

M
. (6)

Çäåñü � 4 1 2, � � — êîýôôèöèåíò ýêñöåññà çàñîðÿþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ;

M � 0 — ïàðàìåòð ìîäåëè (2),

M �� �2 0 2 1, ,/ , (7)

ãäå �2 0, è �2 1, — äèñïåðñèè ìîäåëüíîé è çàñîðÿþùåé ôóíêöèé ðàñïðå-

äåëåíèÿ.

Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà (6) ìîäåëè (2) îò ïà-

ðàìåòðà M, ñ÷èòàÿ çàäàííûìè êîýôôèöèåíò ýêñöåññà � 4 1, çàñîðÿþùåãî

ðàñïðåäåëåíèÿ è êîýôôèöèåíò çàñîðåíèÿ �.

Àíàëèç ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè � 4 ( )M . Ðàññìîòðèì ôóíê-

öèþ � 4( )M ïðè M � 0, M � �, M �1.

1. Ïóñòü M � 0, ò.å. �2 0, << �2 1, . Òîãäà èç ôîðìóëû (6) ïîëó÷àåì

� �
� �

�
4

0
4

4 1
0

3 1
( ) lim ( )

( ),� �
� �

�M
M . (8)

Èç (8) âèäíî, ÷òî åñëè � 4 1 0, � , òî � 4 0 0( ) � ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ �. Åñëè

� 4 1 2 0, [ , )� � , òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà � çíà÷åíèå � 4 0( )

ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì, îòðèöàòåëüíûì èëè ðàâíûì íóëþ. Â ÷àñò-

íîñòè, � 4 0 0( ) � , åñëè � �� 0, � 4 0 0( )� , åñëè � �� 0, � 4 0 0( )� , åñëè � �� 0, ãäå

�
�

0
4 1

1
3

� � ,
.

(9)

Èç ôîðìóëû (9) ñëåäóåò, ÷òî1 3 10/ � �� , òàê êàê � 4 1 2 0, [ , )� � . Â ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå, êîãäà �2 0 0, � , ðàñïðåäåëåíèå F x0( ) ñòðåìèòñÿ ê âûðîæäåííîìó â

íóëå ðàñïðåäåëåíèþ, ò.å.

F x
x

E x0
0

00

( ) lim ( )�
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� ,
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ãäå E x( ) — åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ,

E x
x

x
( )

, ,

, .
�

�

�
�
 
!

0 0

1 0

Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (2) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

F x E x F x( ) ( ) ( ) ( )� � �1 1� � . (10)

Åñëè F x1( ) â ôîðìóëå (10) — êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, òî ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ) — òàêæå êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ. Åñëè ôóíêöèÿ F x1( )

àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (10) èìååò ñêà÷îê â

íóëå âåëè÷èíîé ( )1�� .

2. Ïóñòü M � �, ò.å. �2 0, >> �2 1, . Òîãäà èç ôîðìóëû (6) ïîëó÷àåì

� �
�
�

4 4 3
1

( ) lim ( )� � �
���M

M . (11)

Èç ôîðìóëû (11) âèäíî, ÷òî � 4 0( )� � è ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ � íå

çàâèñèò íè îò çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà � 4 1, , íè îò åãî çíàêà. Â ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå, êîãäà �2 1 0, � , ðàñïðåäåëåíèå F x1( ) ñòðåìèòñÿ ê âûðîæäåííîìó â

íóëå ðàñïðåäåëåíèþ, ò.å. F x E x1( ) ( )� . Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (2) ïðèíè-

ìàåò ñëåäóþùèé âèä:

F x
x

E x( ) ( ) ( )� �
	



�

�


� �1

0

�
�

�� . (12)

Èç ôîðìóëû (12) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F x( ) èìååò ñêà÷îê â íóëå âå-

ëè÷èíîé �, ïðè �� 0 ôóíêöèÿ F x( ) ñòðåìèòñÿ ê ãàóññîâîé ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, à ïðè ��1 — ê âûðîæäåííîìó â íóëå ðàñïðåäåëåíèþ.

3. Ïóñòü M �1, ò.å. � �2 0 2 1, ,� . Òîãäà èç ôîðìóëû (6) ïîëó÷àåì � 4 1( ) �
��� 4 1, . Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå � 4 1( ) ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì, îòðè-

öàòåëüíûì èëè ðàâíûì íóëþ â çàâèñèìîñòè îò çíàêà êîýôôèöèåíòà ýêñ-

öåññà � 4 1, çàñîðÿþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà çàñîðÿþ-

ùåå ðàñïðåäåëåíèå F x1( ) — ãàóññîâî, ó êîòîðîãî � 4 1 0, � , F x( ) ÿâëÿåòñÿ

ãàóññîâîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ è � 4 1 0( ) � ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ �.

Ìèíèìóì ôóíêöèè � 4 ( )M . Èññëåäóåì êîýôôèöèåíò ýêñöåññà (6) íà

ýêñòðåìóì. Äëÿ ýòîãî íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè � 4( )M :

� � �
� � � �

� �
�

� � � �

� �"#
4

4 4 12 1 3 3

1
( )

( ) ( ) ( )

[( )

,
M

d M

dM

M

M
. (13)

Ïðèðàâíèâàÿ ÷èñëèòåëü âûðàæåíèÿ (13) íóëþ (� $ 0,� $1), ïîëó÷àåì óðàâ-
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�



íåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ýêñòðåìóìà M m, � � � �� 4 1 3 3 0, M m , èç êîòî-

ðîãî íàõîäèì

M m � �1
3

4 1� ,
.

(14)

Èç (14) ñëåäóåò, ÷òî 1 3 1/ � �M m , åñëè � 4 1 2 0, [ , )� � , è M m �1, åñëè � 4 1 0, � .

Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà M m ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè � 4( )M .

Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ëþáûõ % �0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñò-

âà � � �� %4 0( )M m è � � �� %4 0( )M m .

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó (13) ïðè � $ 0 è � $1. Çíàìåíàòåëü â íåé âñåãäà

ïîëîæèòåëüíûé, à â ÷èñëèòåëå ïîëîæèòåëüíû âñå ñîìíîæèòåëè, çà èñêëþ-

÷åíèåì ïîñëåäíåãî, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì, îòðèöàòåëüíûì

èëè ðàâíûì íóëþ. Îáîçíà÷èì ýòîò ñîìíîæèòåëü g M M( ) ,� � � �� 4 1 3 3 è

ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

g M Mm m( ) ( ),� � � � � �% � %4 1 3 3 . (15)

Ïîäñòàâëÿÿ â (15) çíà÷åíèå M m èç (14), ïîëó÷àåì g M m( )�% � �3 0% . Àíà-

ëîãè÷íî íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî g M m( )� � � �% %3 0.

Òàêèì îáðàçîì, M m — òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè � 4( )M . Íàéäåì çíà-

÷åíèå min ( )� � �4 4 M m , ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (6) çíà÷åíèå M m èç (14):

min ( )
( )

,

,

� � �
� �

� �
4 4

4 1

4 1

3

3 1
M m �

� �
. (16)

Ïðîàíàëèçèðóåì çàâèñèìîñòü min� 4 îò êîýôôèöèåíòà çàñîðåíèÿ � è

êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà � 4 1, çàñîðÿþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èç ôîðìóëû (16)

ñëåäóåò, ÷òî min� 4 0� ïðè � �0, åñëè � �1, òî min ,� �4 4 1� , åñëè � 4 1 0, � , òî

min� 4 0� , åñëè � 4 1 2 0, [ , )� � , òî min� 4 0� .

Óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ôóíêöèè � 4 ( )M . Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåí-

íîãî àíàëèçà ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä. Åñëè � 4 1 0, � , òî ôóíêöèÿ

� 4( )M îòðèöàòåëüíà â òî÷êå M M m� , âñåãäà ïîëîæèòåëüíà ïðè M � �, à

ïðè M � 0 îíà ïîëîæèòåëüíà, åñëè � �� 0, ãäå êîýôôèöèåíò � 0 îïðåäåëåí

èç ôîðìóëû (9). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îòðèöàòåëüíîì çíà÷åíèè � 4 1, ñóùåñò-

âóåò, êàê ìèíèìóì, îäíà òî÷êà M, â êîòîðîé � 4 0( )M � . Äëÿ íàõîæäåíèÿ

ýòèõ òî÷åê ïðèðàâíÿåì íóëþ ÷èñëèòåëü âûðàæåíèÿ (6) è ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèå � �4 1
23 1 1 0, ( ) ( )� � � �M , ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

M1
4 1

0 5

1
3 1

� � �
�

	



��

�


��

�

�
,

,

( )
, (17)
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M 2
4 1

0 5

1
3 1

� � �
�

	



��

�


��

�

�
,

,

( )
. (18)

Ïðîàíàëèçèðóåì ôîðìóëû (17), (18). Åñëè � 4 1 0, � , òî M M1 2� �
� �M m 1. Ïðè � 4 1 0, � âñåãäà M 2 1� , à çíà÷åíèå M1 â çàâèñèìîñòè îò çíà-

÷åíèé � ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, ïîëîæèòåëüíûì èëè ðàâíûì íóëþ.

Ïàðàìåòð M, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (7), äîëæåí áûòü íåîòðèöàòåëüíûì,

ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (17), îïðåäåëÿåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ M1 0� :

�
�

� &� � �1
3

4 1,
. (19)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè � 4 1 2 0, [ , )� � , à çíà÷åíèå � óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñò-

âó (19), òî � 4 0( )M � ïðè M M� 1 èëè M M� 2. Åñëè M M M�( , )1 2 , êîýôôè-

öèåíò � 4 0( )M � , à ïðè M M�[ , )0 1 èëè M M� 2 êîýôôèöèåíò � 4 0( )M � .

Ïðèìåð çàñîðåííûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ðàññìîòðèì çàñîðåííûå ãàóñ-
ñîâû ðàñïðåäåëåíèÿ ñ äâóìÿ ìîäåëÿìè çàñîðÿþùèõ ðàñïðåäåëåíèé — ðàâ-
íîìåðíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé p xR ( ) è ëîãèñòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ
âåðîÿòíîñòåé p xL( ) [19] (ñì. òàáëèöó). Â ýòîì ñëó÷àå çàñîðåííîå ðàñïðå-
äåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è åãî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé îïèñû-
âàåòñÿ ôîðìóëîé (3).

Ïðè çàñîðÿþùåì ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ñ îòðèöàòåëüíûì êîýô-
ôèöèåíòîì � 4, R êîýôôèöèåíò ýêñöåññà � 4( )M ìîäåëè (3) ìîæåò ïðèíèìàòü
êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, îáëàñòè êîòîðûõ îïðå-

äåëÿþòñÿ çíà÷åíèåì �. Èñõîäÿ èç íåðàâåíñòâà (19), � '�
�

(
� � � �4

1
12

3
0 6

, ,
,

R
,

çàäàäèì çíà÷åíèå � �02, îäèíàêîâûì äëÿ îáåèõ ìîäåëåé.
Â ñëó÷àå � �0 2, ïðè ðàâíîìåðíîì çàñîðåíèè êîýôôèöèåíò ýêñöåññà

� 4( )M ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ (ðèñ. 1, à),
ïðè ëîãèñòè÷åñêîì çàñîðåíèè îí âñåãäà ïîëîæèòåëåí (ðèñ. 1, á), à ïðå-
äåëüíîå çíà÷åíèå � 4( )M îäèíàêîâî äëÿ îáåèõ ìîäåëåé çàñîðÿþùèõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, à èìåííî � 4 0 75( ) ,� � .
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Çàñîðÿþùåå
ðàñïðåäåëåíèå

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé Äèñïåðñèÿ
Êîýôôèöèåíò

ýêñöåññà

Ðàâíîìåðíîå p x

x a a

a
x a a

aR ( )

, ( , ] ,

, ( , ],
�

) �

� �

�
 
*

!*
�

0

1

2

0 � 2

2

3
,R �

a �4 1 2, ,R ��

Ëîãèñòè÷åñêîå p x
x

xL
ch

( )
,

( , )
, ( , ),� � �� � �

0 25

0 5
0

2

+

+
+ �

�

+2

2
1

3
,L � 	



�

�


� �4 1 2, ,L �



Â ñëó÷àå çàñîðÿþùåãî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíò

ýêñöåññà � 4( )M ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå min ,� 4 03529� � ïðè

M m �06, , ðàâåí íóëþ ïðè M1 02929� , è M 2 17071� , , à â íóëå � 4 0 6( ) � (ñì.

ðèñ. 1, à). Â ñëó÷àå çàñîðÿþùåãî ëîãèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôè-

öèåíò ýêñöåññà � 4( )M ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå min ,� 4 01818�
ïðè M m �14, , ïàðàìåòðû M1 è M 2 íå ñóùåñòâóþò, à â íóëå � 4 0 18( ) � (ñì.

ðèñ. 1, á).

Íàéäåì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé çàñîðåííûõ ðàñïðåäåëåíèé, äëÿ ÷åãî

êîíêðåòèçèðóåì ïàðàìåòðû ìîäåëüíîãî è çàñîðÿþùèõ ðàñïðåäåëåíèé (ñì.

òàáëèöó). Çàäàäèì äèñïåðñèþ ìîäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ�2 0 1, � è ïðèìåì

M M� �1 02929, . Ïðè òàêîì çíà÷åíèè M êîýôôèöèåíò ýêñöåññà ìîäåëè (3)

� 4 0� , åñëè çàñîðÿþùåå ðàñïðåäåëåíèå — ðàâíîìåðíîå, è � 4 25446� , , åñëè

çàñîðÿþùåå ðàñïðåäåëåíèå — ëîãèñòè÷åñêîå.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (7) è ôîðìóëû äëÿ �2, R , �2, L èç òàáëèöû, íà-

õîäèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàñîðÿþùèõ ðàñïðåäåëåíèé ïðè M �02929, è

�2 0 1, � : a �3 2, ,+ �0 982, . Ïîäñòàâëÿÿ â (3) çíà÷åíèÿ� 0 1� ,� �02, è ïëîòíîñòü

âåðîÿòíîñòåé p xR ( ) ïðè a �3 2, , ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âå-

ðîÿòíîñòåé p xNR ( ) çàñîðåííîãî ãàóññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè çàñîðåíèè

ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì:

p x

e x

e

x

NR ( )

,
, , ( , ; , ],

,

,

,

�
� � ��

�

08

2
00313 3 2 3 2

08

2

0 5

0 5

2

�

�
x x

2

3 2 3 2, ( , ; , ].) �

�

 
**

!
*
*

(20)

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé p xNL( )

çàñîðåííîãî ãàóññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè çàñîðåíèè ëîãèñòè÷åñêèì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì p xL( ) ñ ïàðàìåòðîì + �0982, :
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p x e
x

x
NL

ch
( )

, ,

( , )

,� ��08

2

00491

0 4908

0 5

2

2

�
, x� �� �( , ). (21)

Íà ðèñ. 2, à è á, ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñîîò-

âåòñòâåííî (20) è (21), ãäå øòðèõîâîé ëèíèåé ïðåäñòàâëåí ãðàôèê íåçàñîðåí-

íîé ìîäåëüíîé ãàóññîâîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñ äèñïåðñèåé �2 0 1, � :

p x x e x
0

0 51

2

2

( ) ( ) ,� � ��
�

.

Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé p xNR ( ) è p xNL( ) çàñîðåí-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ìîäåëüíîé ãàóññîâîé ïëîò-

íîñòè âåðîÿòíîñòåé p x0( ), îñîáåííî ïðè çàñîðåíèè ðàâíîìåðíûì ðàñïðå-

äåëåíèåì p xR ( ). Ïðè çàñîðÿþùåì ëîãèñòè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè êîýôôè-

öèåíò ýêñöåññà ðàñïðåäåëåíèÿ (21) ñîñòàâëÿåò � 4 25446� , è ñóùåñòâåííî

îòëè÷àåòñÿ îò êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà ìîäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p x0( ),

ðàâíîãî íóëþ. Ïðè çàñîðÿþùåì ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ó çàñîðåííîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ (20) � 4 0� , ò.å. îí ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì ýêñöåññà ìî-

äåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïðè x ) �( , ; , ]3 2 3 2

õâîñòû ðàñïðåäåëåíèé p xNR ( ) è p x0( ) ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì

ñëó÷àå êîýôôèöèåíò ýêñöåññà � 4 íå ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàòèâíûì è äëÿ âûÿâ-

ëåíèÿ çàñîðåííîñòè öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü êóìóëÿíòíûå êîýôôè-

öèåíòû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, íàïðèìåð êîýôôèöèåíò � 6 .

Âûâîäû

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîé îáùåé ôîðìóëû (6) äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôè-

öèåíòà ýêñöåññà � 4 ñèììåòðè÷íûõ çàñîðåííûõ ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëåíèé
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ìîæíî àíàëèçèðîâàòü çàâèñèìîñòü � 4 îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè — êîýôôè-

öèåíòà çàñîðåíèÿ, îòíîøåíèÿ äèñïåðñèé ñîñòàâëÿþùèõ ìîäåëè è êîýôôè-

öèåíòà ýêñöåññà � 4 1, çàñîðÿþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî ïðîñòî ìîäåëèðîâàòü

è àíàëèçèðîâàòü íåãàóññîâû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïèñûâàåìûå ìîäåëüþ

çàñîðåííûõ ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëåíèé, à èõ èñïîëüçîâàíèå ìîæåò ïîâû-

ñèòü äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ èçìåðåíèé, îáíàðóæåíèÿ è

êëàññèôèêàöèè.
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A.I. Krasilnikov

ANALYSIS OF THE KURTOSIS COEFFICIENT
OF CONTAMINATED GAUSSIAN DISTRIBUTIONS

A formula for finding the kurtosis coefficient of symmetric contaminated Gaussian distributions
has been obtained. The dependence of the kurtosis coefficient on the parameters of the model of
contaminated distributions has been studied. Examples of contaminating with uniform and logistic
distributions have been considered. The obtained results allow the author to analyze non-Gaussi-
an random variables described by the model of contaminated Gaussian distributions.

K e y w o r d s: contaminated distributions, Tukey-Huber model, mixtures of distributions,
kurtosis coefficient, cumulant analysis.

ÊÐÀÑÈËÜÍÈÊÎÂ Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò, âåä. íàó÷. ñîòð.

Èí-òà òåõíè÷åñêîé òåïëîôèçèêè ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 1973 ã. îêîí÷èë Êèåâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé

èí-ò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòå-

ðèñòèêè è ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè ôëóêòóàöèîííûõ ñèãíàëîâ â ñèñòåìàõ øóìî-

âîé äèàãíîñòèêè.
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