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Î íåêîòîðûõ ïîäõîäàõ ê âûïîëíåíèþ
ïðîáëåìíûõ îïåðàöèé â ñèñòåìå îñòàòî÷íûõ êëàññîâ

Èçëîæåíû íîâûå ïîäõîäû ê âûïîëíåíèþ ïðîáëåìíûõ îïåðàöèé â ñèñòåìå îñòàòî÷íûõ
êëàññîâ — ìîäóëüíîìó âîçâåäåíèþ â ñòåïåíü è äèñêðåòíîìó ëîãàðèôìèðîâàíèþ, îñíî-
âàííûå íà òàáëè÷íîé ðåàëèçàöèè äàííûõ îïåðàöèé. Âûáîðêà äàííûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ èç
òàáëèö, ïðåäâàðèòåëüíî ïîäãîòîâëåííûõ äëÿ ïðèíÿòîé ñèñòåìû ìîäóëåé, ñ ïîñëåäóþùåé
îáðàáîòêîé âûáðàííûõ äàííûõ ïî îïðåäåëåííûì àëãîðèòìàì.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: îñòàòî÷íûå êëàññû, ïðîáëåìíûå îïåðàöèè, ìîäóëè, äèñêðåòíûé
ëîãàðèôì.

Âèêëàäåíî íîâ³ ï³äõîäè äî âèêîíàííÿ ïðîáëåìíèõ îïåðàö³é â ñèñòåì³ çàëèøêîâèõ êëàñ³â —
ìîäóëüíîãî çâåäåííÿ â ñòóï³íü ³ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìóâàííÿ, áàçîâàí³ íà òàáëè÷í³é
ðåàë³çàö³¿ äàíèõ îïåðàö³é. Âèá³ðêà äàíèõ çä³éñíþºòüñÿ ç òàáëèöü, ïîïåðåäíüî ï³äãî-
òîâëåíèõ äëÿ ïðèéíÿòî¿ ñèñòåìè ìîäóë³â, ç ïîäàëüøîþ îáðîáêîþ îáðàíèõ äàíèõ çà
ïåâíèìè àëãîðèòìàìè.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: çàëèøêîâ³ êëàñè, ïðîáëåìí³ îïåðàö³¿, ìîäóë³, äèñêðåòíèé ëîãàðèôì.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé ïðè ñîçäàíèè öèôðîâûõ âû÷èñëè-

òåëüíûõ ñòðóêòóð ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå íîâûõ ïðèíöèïîâ

íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ â ñèñòåìå îñòàòî÷íûõ êëàññîâ (ÑÎÊ) [1].

Â ÑÎÊ ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî N ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íàáîðà íàèìåíüøèõ

íåîòðèöàòåëüíûõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëÿì m m mn1 2, , ..., , ò.å. N n� ( , , ..., )� � �1 2 ,

ãäå � i iN m� (mod ). Ïðè ýòîì åñëè ÷èñëà mi âçàèìíî ïðîñòûå, òî òàêîìó

ïðåäñòàâëåíèþ ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíî ÷èñëî N èç äèàïàçîíà [ , )0 M , ãäå

M m m mn� 1 2... .

×àñòî èñïîëüçóåìûìè ïðîáëåìíûìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ìîäóëü-

íîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü îñòàòêîâ öåëûõ ÷èñåë è íàõîæäåíèå îñòàòêîâ

ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè, íàçûâàåìîãî äèñêðåòíûì ëîãàðèôìîì, ïî îñòàòêàì

ñòåïåíè è îñòàòêàì îñíîâàíèÿ. Îñíîâíûå àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè äàííûõ

îïåðàöèé ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [2—5]. Àâòîðàìè [5] ñäåëàí ñëåäóþùèé
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âûâîä: «Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû äèñêðåò-

íîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷

èñïîëüçóþòñÿ ãðîìîçäêèå è òðóäîåìêèå îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè».

Ðàññìîòðèì íîâûå ïîäõîäû ê ðåàëèçàöèè ýòèõ îïåðàöèé, îñíîâàííûå

íà òàáëè÷íîé îáðàáîòêå äàííûõ, è äàäèì òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå àë-

ãîðèòìîâ òàáëè÷íîé ðåàëèçàöèè ìîäóëüíîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è äèñê-

ðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ðåøåíèå. Ïóñòü íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü

çíà÷åíèå ~ (mod )� �� r m , ãäå ~,� � — îñòàòîê ñòåïåíè, îñòàòîê îñíîâàíèÿ; r —

îñòàòîê ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè; m — ìîäóëü; 0 1� � �~,� �� r m . Ìîäóëüíîå âîç-

âåäåíèå â ñòåïåíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîâòîðåíèå îïåðà-

öèé óìíîæåíèÿ. Â òàáë. 1 ïîêàçàíî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ïî ìîäóëþ 11.

Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïî âîçâåäåíèþ â ñòåïåíü, ïîðîæ-

äåííóþ ÷èñëîì 7. Ïåðâûé ýëåìåíò — 7 10 � ; âòîðîé ýëåìåíò — 7 7 7 71 0� �* ;

òðåòèé ýëåìåíò — 7 7 7 52 1� �* ; ÷åòâåðòûé, ïÿòûé è øåñòîé ýëåìåíòû —

ñîîòâåòñòâåííî 7 7 7 23 2� �* , 7 7 7 34 3� �* è 7 7 7 105 4� �* ; ñåäüìîé, âîñ-

üìîé è äåâÿòûé ýëåìåíòû — ñîîòâåòñòâåííî 7 7 7 46 5� �* , 7 7 7 67 6� �* è

7 7 7 98 7� �* ; äåñÿòûé ýëåìåíò — 7 7 7 89 8� �* ; îäèííàäöàòûé ýëåìåíò

7 7 7 110 9� �* ðàâåí ïåðâîìó. Óñëîâèå öèêëè÷íîñòè � r �� �km 1, ãäå r, k —

ïðîèçâîëüíûå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Ïóñòü â îáùåì ñëó÷àå m t� 	, îñòàòîê ïî ìîäóëþ m åñòü� � ts, ãäå 	 è s —

ïðîñòûå ÷èñëà, t > 1 — ïðîèçâîëüíîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ïðè
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Îñòàòîê
îñíîâàíèÿ

Îñòàòîê ñòåïåíè ïðè r
Äëèíà
öèêëà

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 4 8 5 10 9 7 3 6 10

3 1 3 9 5 4 1 3 9 5 4 5

4 1 4 5 9 3 1 4 5 9 3 5

5 1 5 3 4 9 1 5 3 4 9 10

6 1 6 3 7 9 10 5 8 4 2 10

7 1 7 5 2 3 10 4 6 9 8 10

8 1 8 9 6 4 10 3 2 5 7 10

9 1 9 4 3 5 1 9 4 3 5 5

10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 2

Òàáëèöà 1



ýòîì èñïûòóåìîå ÷èñëî è ìîäóëü ìîãóò áûòü êàê âçàèìíî íåïðîñòûìè

÷èñëàìè (ò.å. t > 1), òàê è âçàèìíî ïðîñòûìè (ò.å. t = 1). Ïåðåïèøåì óñëîâèå

öèêëè÷íîñòè â âèäå t t s kr r( )� � �1 1	 . Ïîñêîëüêó â âûðàæåíèè öèêëè÷íîñòè

âñå ÷èñëà öåëûå, ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè t �1è s kr � �	 1.

Âûðàæåíèå t �1 îçíà÷àåò, ÷òî m �	, ò.å. m — ïðîñòîå ÷èñëî. Ñëåäîâà-

òåëüíî, óñëîâèå öèêëè÷íîñòè âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ìîäóëåé, ÿâëÿþ-

ùèõñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.
Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî äëèíà L öèêëà ðàçëè÷íà äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîðîæ-

äàþùèõ ÷èñåë — îñòàòêîâ îñíîâàíèé îò Lmin �1 äî L mmax � �1. Ðàáîòà ñ
òàáë. 1 ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ïðîñòîé âûáîðêå îñòàòêîâ ñòåïåíè ïî îñòàò-
êàì îñíîâàíèÿ è ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè, åñëè Lmax êðàòíà äëèíå êàæäîãî èç
îñòàëüíûõ öèêëîâ. Óñëîâèå êðàòíîñòè Lmax äëèíå êàæäîãî èç îñòàëüíûõ
öèêëîâ ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ( ) (mod )� m m� �1 1, ò.å. � m km� � �1 1, ãäå ìîäóëü
m — ïðîñòîå ÷èñëî, k — ïðîèçâîëüíîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè óñëîâèå öèêëè÷íîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îñòàòêà �
îñíîâàíèÿ, ò.å. ( ) (mod )� m m� �1 1, òî îíî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ îñòàòêà ~� � �
�
îñíîâàíèÿ, ò.å. ( ) (mod )� � ��1 11m m .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå ( ) (mod )� m m� �1 1â âèäå
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Ïîñêîëüêó äëÿ îñòàòêà � �1 îñíîâàíèÿ ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà,
äëèíà Lmax êðàòíà äëèíå êàæäîãî èç öèêëîâ, ïîðîæäåííûõ îñòàòêàìè
îñíîâàíèÿ ïî äàííîìó ìîäóëþ.

Ðàññìîòðèì ðàáîòó àëãîðèòìà â ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� , m2 7� ,

m3 13� , M m m mn� 1 2 ... = 1001 íà ïðèìåðå âîçâåäåíèÿ ÷èñëà N1 12� �

Î íåêîòîðûõ ïîäõîäàõ ê âûïîëíåíèþ ïðîáëåìíûõ îïåðàöèé â ñèñòåìå
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� � �( , ,� �1
1

2
11 5 � 3

1 12� ) â ñòåïåíü R � �3 3 3 3( , , ) ñ ïîëó÷åíèåì ÷èñëà

N 2 1
2

2
2

3
2� ( , , )� � � . Â òàáë. 2 è 3 ïîêàçàíî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ñîîòâåòñò-

âåííî ïî ìîäóëÿì 7 è 13.

Íà ïåðâîé èòåðàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ

ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè — ÷èñëà R � �3 3 3 3( , , ) èç ñèñòåìû ìîäóëåé m1 11� ,

m2 7� , m3 13� â ñèñòåìó ìîäóëåé � ( )m m1 1 1� � , � ( )m m2 2 1� � , ..., � ( )m mn n� �1 ,

ò.å. �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� . Â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì � ( , , )R � �3 3 3 3 . Ïðè

ýòîì îò M m m mn� 1 2 ... , èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îò M — íàèìåíüøåãî îáùåãî

êðàòíîãî ìîäóëåé m m mn1 2, ,..., ïåðåõîäèì ê �
� , � , ..., �M m m mn� 1 2 , ãäå �M — íàè-

ìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ìîäóëåé � ( )m m1 1 1� � , � ( )m m2 2 1� � , ..., � ( )m mn n� �1 .

Íà âòîðîé èòåðàöèè ïî îñòàòêó �1
1 1� îñíîâàíèÿ è îñòàòêó �r1 3� ïîêà-

çàòåëÿ ñòåïåíè âûáèðàåì èç òàáë. 1 çíà÷åíèå îñòàòêà �1
2 1� ñòåïåíè, ïî

îñòàòêó � 2
1 5� îñíîâàíèÿ è îñòàòêó �r2 3� ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè âûáèðàåì èç

òàáë. 2 çíà÷åíèå îñòàòêà � 2
2 6� ñòåïåíè, ïî îñòàòêó � 3

1 12� îñíîâàíèÿ è

îñòàòêó �r3 3� ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè âûáèðàåì èç òàáë. 3 çíà÷åíèå îñòàò-

êà � 3
2 12� ñòåïåíè. Â èñõîäíîé ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13�

ïîëó÷àåì

N 2 1
2

2
2

3
21 6 12 1728 1001 727� � � � � � �( , , )� � � .

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó ~ (mod )� �� r m , ãäå r — îñòàòîê ïîêàçàòåëÿ ñòåïå-

íè, íàçûâàåìûé äèñêðåòíûì ëîãàðèôìîì ýëåìåíòà ~� ïî îñíîâàíèþ �; m —

ìîäóëü; � � ��� � �~, r m 1. Çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ñîñòîèò â

îòûñêàíèè ïî äàííûì ~� è � âñåõ äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ r r� �min 	�,

	 	�0 1 2, , ,..., max , â äèàïàçîíå [ , )0 M . Çäåñü 	 max îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíûé

íå âûõîäÿùèé çà ïðåäåëû äèàïàçîíà[ , )0 M äèñêðåòíûé ëîãàðèôì rmax , � —

âåëè÷èíà øàãà ïåðåõîäà ê ñîñåäíåìó äèñêðåòíîìó ëîãàðèôìó. Òàêèì îá-

ðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ çíà÷åíèé rmax è 	 max .
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Îñòàòîê
îñíîâàíèÿ

Îñòàòîê ñòåïåíè ïðè r
Äëèíà
öèêëà

0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 4 1 2 4 3

3 1 3 2 6 4 5 6

4 1 4 2 1 4 2 3

5 1 5 4 6 2 3 6

6 1 6 1 6 1 6 2

Òàáëèöà 2



Âûøå áûëà ðàññìîòðåíà ðàáîòà àëãîðèòìà ìîäóëüíîãî âîçâåäåíèÿ â

ñòåïåíü â ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13� , M m m mn� 1 2 ... = 1001 íà

ïðèìåðå âîçâåäåíèÿ ÷èñëà N1 1
1

2
1

3
112 1 5 12� � � � �( , , )� � � â ñòåïåíü R � �3

� ( , , )3 3 3 ñ ïîëó÷åíèåì ðåçóëüòàòà N 2 1
2

2
2

3
21 6 12 727� � � � �( , , )� � � . Ðàñ-

ñìîòðèì àëãîðèòì äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â òîé æå ñèñòåìå ìîäóëåé

íà ïðèìåðå îïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ ÷èñëà N 2 1
2727 1� � �( ,�

� �2
2

3
26 12� �, ) ïî îñíîâàíèþ N1 1

1
2
1

3
112 1 5 12� � � � �( , , )� � � .

Ïî îñòàòêó�1
1 1� îñíîâàíèÿ è îñòàòêó�1

2 1� ñòåïåíè âûáèðàåì èç òàáë. 1

îñòàòêè ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè � { , , , , , , , , , }r1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9� , à ïî îñòàòêó �1
1 1�

îñíîâàíèÿ âûáèðàåì äëèíó L1 1� öèêëà. Ïî îñòàòêó � 2
1 5� îñíîâàíèÿ è

îñòàòêó � 2
2 6� ñòåïåíè âûáèðàåì èç òàáë. 2 îñòàòêè ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè

� { }r2 3� , à ïî îñòàòêó � 2
1 5� îñíîâàíèÿ — äëèíó L2 6� öèêëà. Ïî îñòàòêó

� 3
1 12� îñíîâàíèÿ è îñòàòêó � 3

2 12� ñòåïåíè âûáèðàåì èç òàáë. 3 îñòàòêè

ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè � { , , , , , }r3 1 3 5 7 9 11� , à ïî îñòàòêó � 3
1 12� îñíîâàíèÿ —

äëèíó L3 2� öèêëà.

Âåëè÷èíà � øàãà ïåðåõîäà ê ñîñåäíåìó äèñêðåòíîìó ëîãàðèôìó � �
� � � � �6 1 6 21 2 3( )*( )*( )L L L åñòü íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå äëèí L L1 2, ,

L3 öèêëîâ. Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå [6] ïðåäñòàâëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòå-

ïåíè â ñèñòåìó ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13� âûïîëíÿåòñÿ èç ÷åòíîé

Î íåêîòîðûõ ïîäõîäàõ ê âûïîëíåíèþ ïðîáëåìíûõ îïåðàöèé â ñèñòåìå
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Îñòàòîê
îñíîâàíèÿ

Îñòàòîê ñòåïåíè ïðè r
Äëèíà
öèêëà

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 4 8 3 6 12 11 9 5 10 7 12

3 1 3 9 1 3 9 1 3 9 1 3 9 3

4 1 4 3 12 9 10 1 4 3 12 9 10 6

5 1 5 12 8 1 5 12 8 1 5 12 8 4

6 1 6 10 8 9 2 12 7 3 5 4 11 12

7 1 7 10 5 9 11 12 6 3 8 4 2 12

8 1 8 12 5 1 8 12 5 1 8 12 5 4

9 1 9 3 1 9 3 1 9 3 1 9 3 3

10 1 10 9 12 3 4 1 10 9 12 3 4 6

11 1 11 4 5 3 7 12 2 9 8 10 6 12

12 1 12 1 12 1 12 1 12 1 12 1 12 2

Òàáëèöà 3



ñèñòåìû ìîäóëåé �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� , êîíñòàíòû âû÷èòàíèÿ âêëþ÷àþò

ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòíûõ ìîäóëåé. Ïîýòîìó îñòàòêè ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè äîëæíû

áûòü ëèáî âñå ÷åòíûìè, ëèáî âñå íå÷åòíûìè, ò.å. â äàííîì ñëó÷àå �r1 �
�{ , , , , }1 3 5 7 9 , � { }r2 3� , � { , , , , , }r3 1 3 5 7 9 11� .

Íàèìåíüøèé èç äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ rmin ìîæíî íàéòè äâóìÿ ñïî-

ñîáàìè. Ïåðâûé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïîñêîëüêó 0 � �rmin �,

íàèìåíüøèé äèñêðåòíûé ëîãàðèôì ìîæåò áûòü íàéäåí ïîñëåäîâàòåëü-

íûì ïåðåáîðîì ÷èñåë 0 1, ,..., � îäíîâðåìåííî â ñèñòåìàõ ìîäóëåé �m1 10� ,

�m2 6� , �m3 12� è m1 11� , m2 7� , m3 13� ñ ïðîâåðêîé êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë â

ñèñòåìå ìîäóëåé �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� íà ñîîòâåòñòâèå òàáë. 1—3. Ïåðâîå

ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëÿåò rmin ( , , )� �3 3 3 3 . Ñïîñîá îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå

áûñòðîäåéñòâèå ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ �.

Âòîðîé ñïîñîá óâåëè÷åíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ �
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Èç ýëåìåíòîâ ïîëó÷åííûõ ìíîæåñòâ îñòàòêîâ ïî-

êàçàòåëÿ ñòåïåíè � { , , , , }r1 1 3 5 7 9� , � { }r2 3� , � { , , , , , }r3 1 3 5 7 9 11� â ñèñòåìå ìîäó-

ëåé �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� ôîðìèðóåì â ýòîé æå ñèñòåìå ïðîèçâîëüíûé

íàáîð îñòàòêîâ � { , , , , , }r3 1 3 5 7 9 11� , íàïðèìåð ~ ( � , � , � ), , ,r r r rv � � � �1 1 2 1 3 31 3 5 . Äàí-

íûé íàáîð ïðåîáðàçóåì èç ñèñòåìû ìîäóëåé �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� â ñèñ-

òåìó ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13� . Åñëè ÷èñëî ~rv íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå

[ , � )0 M , òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå âîçìîæíî, è òîãäà ïîëó÷àåì íåêîòîðûé

äèñêðåòíûé ëîãàðèôì ~rv â ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13� .

Åñëè ÷èñëî ~rv íå íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå [ , � )0 M , òî ïðåîáðàçîâàíèå

÷èñëà ~rv èç ñèñòåìû ìîäóëåé �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� â ñèñòåìó ìîäóëåé

m1 11� , m2 7� , m3 13� íåâîçìîæíî. Â ýòîì ñëó÷àå èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ

îñòàòêîâ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè � { , , , , }r1 1 3 5 7 9� , � { }r2 3� , � { , , , , , }r3 1 3 5 7 9 11� ôîð-

ìèðóåì íîâûé íàáîð îñòàòêîâ, íàïðèìåð ~ ( � , � , � ), , ,r r r rv � � � �1 1 2 1 3 41 3 7 . Îïè-

ñàííàÿ èòåðàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ äî ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà ~rv â

ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13� . Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ � áîëüøèå,

÷èñëî òàêèõ íàáîðîâ îñòàòêîâ íåâåëèêî. Â ÷àñòíîñòè, â ðàññìàòðèâàåìîì

ïðèìåðå ~ ( , , ) ~ ( , , ) ~ ( , , )r r rv v v� � � � �1 3 5 1 3 7 1 3 9 . Ïîñêîëüêó ÷èñëî ~ ( , , )rv � 1 3 9

íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå [ , � )0 M , îíî ïðåîáðàçóåòñÿ â rv � ( , , )10 0 8 â ñèñòåìå

ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13� .

Èç çíà÷åíèÿ ~rv âû÷èòàåì çíà÷åíèå �, ò.å. r rv v� � � � �1 10 0 8 4 1 2� ( , , ) ( , , ),

è îæèäàåìóþ ÷åòíîñòü rv�1 ñîïîñòàâëÿåì ñ ïîëó÷åííîé. Íåñîâïàäåíèå ÷åò-

íîñòåé ñâèäåòåëüñòâóåò î âûõîäå äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà çà íèæíþþ ãðà-

íèöó äèàïàçîíà [ , � )0 M , ñëåäîâàòåëüíî, rv — íàèìåíüøèé äèñêðåòíûé ëî-

ãàðèôì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èòåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ rv�2: r rv v� �� �2 1 �.

Ñïîñîá îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå áûñòðîäåéñòâèå ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ �.
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Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì îñóùåñòâ-

ëÿòü ïîèñê íàèìåíüøåãî rmin îäíîâðåìåííî äâóìÿ îïèñàííûìè ñïîñîáàìè.

Ïåðâûé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå: ~ ( , , )minr � 3 3 3 â

ñèñòåìå ìîäóëåé �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� è rmin ( , , )� 3 3 3 â ñèñòåìå ìîäóëåé

m1 11� , m2 7� , m3 13� .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ 	 max ïîíàäîáèòñÿ âåëè÷èíà ~
maxr â äèàïàçîíå [ , � )0 M ,

ïðåäñòàâëåííàÿ â ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� , m2 7� , m3 13� . Äëÿ ýòîãî îïðå-

äåëÿåì ~ ~
max minr r� ��, ïåðåâîäèì ~

maxr â ñèñòåìó ìîäóëåé m1 11� , m2 7� ,

m3 13� è íàõîäèì çíà÷åíèå rmax . Â äàííîì ïðèìåðå ~ ~ ( , , )max minr r� � � �� 3 3 3

� � �( , , ) ( , , )6 0 6 7 3 9 57 è rmax ( , , )� �57 2 1 5 â ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� , m2 7� ,

m3 13� . Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ìîäóëåé çàäàíà, âû÷èñëÿåì ïðåäâàðèòåëüíî

r
M

M
M� � �

��
�
��

�
�
�

�
�
�

�

�1 , ãäå
M

M�
�
��

�
��

— öåëàÿ ÷àñòü îò äåëåíèÿ M íà �M , è r r ru � �� max .

Àíàëîãè÷íî äâóìÿ ñïîñîáàìè ìîæíî íàéòè íàèáîëüøèé èç äèñêðåò-

íûõ ëîãàðèôìîâ rmax . Ïåðâûì ñïîñîáîì âûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé

ïåðåáîð ÷èñåë M M ru, , ...,�1 îäíîâðåìåííî â ñèñòåìàõ ìîäóëåé �m1 10� ,

�m2 6� , �m3 12� è m1 11� , m2 7� , m3 13� ñ ïðîâåðêîé êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë â

ñèñòåìå ìîäóëåé �m1 10� , �m2 6� , �m3 12� íà ñîîòâåòñòâèå òàáë. 1—3. Ïåðâîå

ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëÿåò rmax . Ñïîñîá îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå áûñòðî-

äåéñòâèå ïðè ñðàâíèòåëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ru .

Âòîðîé ñïîñîá óâåëè÷åíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

ru çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ê çíà÷åíèþ ru äîáàâëÿåì çíà÷åíèå �, ò.å. ru� �1

� � � �ru � ( , , ) ( , , )7 5 8 4 1 2 , è îæèäàåìóþ ÷åòíîñòü ru�1 ñîïîñòàâëÿåì ñ ïîëó-

÷åííîé. Íåñîâïàäåíèå ÷åòíîñòåé ñâèäåòåëüñòâóåò î âûõîäå äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìà çà âåðõíþþ ãðàíèöó äèàïàçîíà [ , )0 M . Ñëåäîâàòåëüíî, ru�1 —

íàèáîëüøèé äèñêðåòíûé ëîãàðèôì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èòåðàöèÿ âûïîë-

íÿåòñÿ äëÿ ru�2: r ru u� �� �2 1 � . Ñïîñîá îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå áûñòðîäåéñò-

âèå ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ru .

Ïîñêîëüêó ïåðâûé ñïîñîá îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå áûñòðîäåéñòâèå ïðè

ñðàâíèòåëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ru , à âòîðîé ñïîñîá — ïðè ìàëûõ çíà-

÷åíèÿõ ru , ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì îñóùåñòâëÿòü ïîèñê íàèáîëü-

øåãî äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà rmax îäíîâðåìåííî äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåð-

âûé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò: rmax ( , , )� �999 9 5 11 â ñèñòåìå ìîäóëåé m1 11� ,

m2 7� , m3 13� .

Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ rmin è rmax ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóí-

êå. Îïðåäåëèâ rmax è rmin , íàõîäèì 	 max
max min�

�r r

�
. Â ðàññìàòðèâàåìîì

ïðèìåðå
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	 max
max min ( , , ) ( , , )

( , , )

( ,
�

�
�

�
�

�
�

r r

�
999 3

6

9 5 11 3 3 3

6 6 6

6 2 8

6 6 6
1 5 10 166

, )

( , , )
( , , )� � .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

r r� �min 	�, 	 	 	� � �0 1 2 3 3 3 6 6 6, , , ..., ( , , ) ( , , )max ,

	 � ( , , ), ( , , ), ( , , ), ..., ( , , )0 1 1 1 1 1 2 2 2 1 5 10 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûå ïîäõîäû îáåñïå÷èâàþò ðåàëèçàöèþ

äâóõ ñëîæíûõ îïåðàöèé — ìîäóëüíîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è íàõîæ-

äåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà.

Âûâîäû

Ïðåäëîæåííûå ïîäõîäû ê ìîäóëüíîìó âîçâåäåíèþ â ñòåïåíü è äèñê-
ðåòíîìó ëîãàðèôìèðîâàíèþ â ñèñòåìå îñòàòî÷íûõ êëàññîâ îñíîâàíû íà
âûáîðêå çíà÷åíèé îñòàòêîâ èç ïðåäâàðèòåëüíî ïîäãîòîâëåííûõ òàáëèö ñ
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Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ íàèìåíüøåãî rmin è íàèáîëüøåãî rmax äèñêðåòíûõ
ëoãàðèôìîâ: 1 — íà÷àëî; 2, 3 — îïðåäåëåíèå rmin ïåðâûì è âòîðûì ñïîñîáàìè; 4, 7 è 12,
15 — ïðîâåðêà, äîñòèãíóò ëè ðåçóëüòàò ïåðâûì ñïîñîáîì; 5, 6 è 13, 14 — ïðîâåðêà, äî-
ñòèãíóò ëè ðåçóëüòàò âòîðûì ñïîñîáîì; 8 — ñîõðàíåíèå ðåçóëüòàòà â êà÷åñòâå rmin ; 9 —
ïîäãîòîâêà ïðîìåæóòî÷íûõ äàííûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ rmax; 10, 11— îïðåäåëåíèå rmax

ïåðâûì è âòîðûì ñïîñîáàìè; 16 — ñîõðàíåíèå ðåçóëüòàòà â êà÷åñòâå rmax; 17 — êîíåö



ïîñëåäóþùåé èõ îáðàáîòêîé ïî îïðåäåëåííûì àëãîðèòìàì. Ïðèìåíåíèå
äàííûõ ïîäõîäîâ öåëåñîîáðàçíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé
çàäà÷ ïðè âûïîëíåíèè ïðîáëåìíûõ îïåðàöèé.
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Yu.D. Polissky

ON CERTAIN APPROACHES TO IMPLEMENTATION
OF SOME PROBLEM OPERATIONS IN THE RESIDUE CLASS SYSTEM

New approaches to the implementation of the problem operations in the system of residue clas-
ses — modular exponentiation and discrete taking the logarithm — have been stated. The ap-
proaches are based on tabular implementation of these operations. In this case the data are sam-
pled from the tables, pre-prepared for the taken system of modules, followed by processing of the
selected data according to certain algorithms.

K e y w o r d s: residue classes, problem operations, modules, discrete logarithm.

ÏÎËÈÑÑÊÈÉ Þðèé Äàâèäîâè÷, êàíä. òåõí. íàóê, ñò. íàó÷. ñîòð. Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî
èí-òà àâòîìàòèçàöèè ÷åðíîé ìåòàëëóðãèè (ã. Äíåïð). Â 1960 ã. îêîí÷èë Äíåïðîïåòðîâñêèé
ìåòàëëóðãè÷åñêèé èí-ò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ñèñòåìû è ñðåäñòâà óïðàâëåíèÿ.
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