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Ðàñïðåäåëåíèå ñóìì ìàêñèìóìîâ çà âðåìÿ
îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè
â ïðîöåññàõ àóêöèîííîé òîðãîâëè

Äëÿ âõîäÿùåãî ïðîñòåéøåãî ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà â ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ
áåç îæèäàíèÿ è ñ ïîñòîÿííûì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ íàéäåíû â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñóìì ìàê-
ñèìóìîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïðèðàùåíèé öåí, ïîñòóïèâøèõ è îáñëóæåííûõ íà ïåðèîäå
çàíÿòîñòè çàÿâîê êëèåíòîâ î ïðîäàæàõ.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì ìàêñèìóìîâ íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè.

Â ìíîãîêàíàëüíóþ ñèñòåìó [1] ìàññîâîãî èíòåðíåò îáñëóæèâàíèÿ ïîñòó-
ïàåò ïðîñòåéøèé ïóàññîíîâñêèé âõîäÿùèé ñ ïàðàìåòðîì � ïîòîê çàÿâîê
êëèåíòîâ î ïðîäàæàõ. Çàÿâêè îáñëóæèâàþòñÿ áåç îæèäàíèÿ. Âðåìÿ îáñëó-
æèâàíèÿ çàÿâîê â ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ ïîñòîÿííî è ðàâíî a. Çà ïîñòîÿí-
íîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ a çàÿâêè âîçíèêàåò ïðîñòåéøèé ïóàññîíîâñêèé
ïîòîê ïðåäëîæåíèé ñ ïàðàìåòðîì v ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñ ïàðà-
ìåòðîì � íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèðàùåíèé öåíû. Ïîäîáíûå
ìîäåëè âîçíèêàþò â ïðîöåññàõ àóêöèîííîé òîðãîâëè (íà ïîíèæåíèå, ïî-
âûøåíèå).

Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ îò îïèñàííîãî â
ðàáîòå [2] ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ðàáîòå [2] ñóììû ìàêñèìóìîâ îïðåäåëÿëèñü
â ïðîèçâîëüíûé, íî ôèêñèðîâàííûé, ìîìåíò âðåìåíè, è ê ýòîìó ìîìåíòó
âðåìåíè áûëè è ïîëíîñòüþ îáñëóæåííûå çàÿâêè, è ìîãëè áûòü çàÿâêè,
íàõîäÿùèåñÿ íà îáñëóæèâàíèè. Âðåìÿ äëÿ ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæè-
âàíèÿ ñîñòîèò èç ïåðèîäîâ çàíÿòîñòè è ñâîáîäíûõ ïåðèîäîâ, êîòîðûå
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ïîñòîÿííî ÷åðåäóþòñÿ. Ñâîáîäíûé ïåðèîä ñìåíÿåòñÿ ïåðèîäîì çàíÿòîñòè
è, íàîáîðîò, ïåðèîä çàíÿòîñòè ñìåíÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïåðèîäîì, è èõ äëè-
òåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Â äàííîì èññëåäîâàíèè â êà÷åñòâå îò÷åòíîãî ïåðèîäà äëÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñóìì ìàêñèìóìîâ âûáðàí ïåðèîä çàíÿòîñòè ñèñòåìû ìåæäó ïðåäûäó-
ùèì è ñëåäóþùèì ñâîáîäíûìè ïåðèîäàìè. Íà ñâîáîäíûõ ïåðèîäàõ ïðèðà-
ùåíèÿ ñóììû îòñóòñòâóþò, òàê êàê òàì îòñóòñòâóåò îáñëóæèâàíèå çàÿâîê.
Èìåííî ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì èññëåäîâàíèå ñóìì ìàêñè-
ìóìîâ ïðèðàùåíèé öåí çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè
ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì êàíàëîâ. Íà
ýòîì ïåðèîäå çàíÿòîñòè íàõîäèòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñóìì ìàêñèìóìîâ, è
âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ñëàãàåìûõ â íèõ ñóùåñòâåííî îòëè-
÷àåòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà, èñïîëüçîâàííîãî â [2].

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ìàêñèìóìà

èç ñëó÷àéíîãî ÷èñëà ïðåäëîæåíèé ïîêàçàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çà âðåìÿ a ïðèøëî ðîâíî n ïðåäëîæåíèé ïðèðà-
ùåíèé öåí X X X n1 2, ,..., , ðàñïðåäåëåííûõ ïîêàçàòåëüíî ñ ïàðàìåòðîì �.
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (ÔÐ) èõ ìàêñèìóìà X X X Xn

nmax
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åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà ïîñòîÿííîå âðåìÿ a ïðèäåò ðîâíî n ïðåäëî-
æåíèé ïðèðàùåíèé öåí, n �0 1 2, , ,... . Îáîçíà÷èì F xmax ( ) ÔÐ ìàêñèìóìà
ïðåäëîæåíèé ïðèðàùåíèé çà âðåìÿ a îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà èç ïðåäëîæåííûõ ïî-
êàçàòåëüíûõ ïðèðàùåíèé öåí çà âðåìÿ a îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè èìååò âèä
F x av xmax ( ) exp[ exp( )]� � �� , x 	0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè óñëîâèè ïîñòóïëåíèÿ ðîâíî n ïðåäëîæåíèé
î ïðèðàùåíèÿõ öåí óñëîâíàÿ ÔÐ ìàêñèìóìà èìååò âèä
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Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà ïîñòîÿííîå âðåìÿ a ïðèäåò ðîâíî n ïðåäëîæåíèé
î ïðèðàùåíèÿõ öåí, ñîñòàâëÿåò

P a v
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n
avn

n

( , )
( )

!
exp( )� � .

Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåì
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäñòâèå 1. Ïåðâûé ìîìåíò äëÿ ìàêñèìóìà èç ïðåäëîæåíèé ïîêà-

çàòåëüíûõ ïðèðàùåíèé öåí çà âðåìÿ à îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè èìååò âèä
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Â ñàìîì äåëå,
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäñòâèå 2. Âòîðîé ìîìåíò äëÿ ìàêñèìóìà èç ïðåäëîæåíèé ïîêàçà-

òåëüíûõ ïðèðàùåíèé öåí çà âðåìÿ a îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè èìååò âèä
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Â ñàìîì äåëå,

M x F x dx x av

x x

2
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Ðàñïðåäåëåíèå ñóìì ìàêñèìóìîâ çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ñëó÷àé-

íîãî ÷èñëà çàÿâîê, ïðèøåäøèõ è îáñëóæåííûõ íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè.

Îáîçíà÷èì 
 ñëó÷àéíîå ÷èñëî ïðèøåäøèõ è îáñëóæåííûõ íà ïåðèîäå
çàíÿòîñòè çàÿâîê â ìíîãîêàíàëüíîé ñèñòåìå ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ áåç
îæèäàíèÿ ñ ïîñòîÿííûì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ a. Ïóñòü � 
( )z Mz� —
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà çàÿâîê.

Òåîðåìà 2. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî ÷èñëà çàÿâîê, ïðè-
øåäøèõ è îáñëóæåííûõ íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè â ìíîãîêàíàëüíîé ñèñòåìå
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ áåç îæèäàíèÿ ñ ïîñòîÿííûì âðåìåíåì îáñëó-
æèâàíèÿ a, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
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ëîæèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ çàÿâêè çåëåíîãî öâåòà ðàâíà z. Òîãäà
ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè âåëè÷èíà� 
( ) { }z z P l

l

l� �


�

1

åñòü ôàêòè-

÷åñêè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ
áåç îæèäàíèÿ ïîñòóïÿò è áóäóò îáñëóæåíû òîëüêî çàÿâêè çåëåíîãî öâåòà.
Ïðè óñëîâèè, ÷òî íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè ïðèøëî ðîâíî l çàÿâîê, óñëîâíàÿ
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíè âñå çåëåíîãî öâåòà, ðàâíà z l . Çàòåì ýòó âåðîÿò-
íîñòü óìíîæàåì íà âåðîÿòíîñòü óñëîâèÿ P l{ }
 � , è âñå òàêèå ïðîèçâåäåíèÿ
ñêëàäûâàåì ïî ÷èñëó çàÿâîê l �1 2, ,... .

Â òî æå âðåìÿ, äëÿ ýòîé âåðîÿòíîñòè ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè
ìîæíî çàïèñàòü � � � �( ) exp( ) [ exp( )] ( )z z a a z z� � � � �1 . Äåéñòâèòåëüíî,
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè ïîñòóïèò ðîâíî îäíà çàÿâêà, è
îíà áóäåò çåëåíàÿ, ðàâíà z aexp( )�� . Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïåðèîäå
çàíÿòîñòè ïîñòóïèò áîëüøå îäíîé çàÿâêè, ðàâíà [ exp( )]1� ��a .
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Çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ïåðâîé çàÿâêè íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè ïðèäåò
åùå îäíà çàÿâêà, è ñ ýòîãî ìîìåíòà ïåðèîä çàíÿòîñòè íà÷èíàåòñÿ çàíîâî,
òàê êàê âòîðàÿ ïðèøåäøàÿ çàÿâêà, èìåÿ ïîñòîÿííîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ,
áóäåò îáñëóæåíà âñëåä çà ïåðâîé, à êîíñòàíòà íè îò ÷åãî íå çàâèñèò. Ïðè
ýòîì óñëîâèè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå ïðèøåäøèå çàÿâêè çåëåíûå, ðàâíà
z z� ( ). Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå ïðèøåä-
øèå è îáñëóæåííûå íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè çàÿâêè çåëåíîãî öâåòà, ðàâíà
� � � �( ) exp( ) [ exp( )] ( )z z a a z z� � � � �1 . Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäñòâèå 3. Ïåðâûé ìîìåíò äëÿ ÷èñëà îáñëóæåííûõ íà ïåðèîäå çà-

íÿòîñòè çàÿâîê îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäñòâèå 4. Âòîðîé ìîìåíò äëÿ ÷èñëà îáñëóæåííûõ íà ïåðèîäå

çàíÿòîñòè çàÿâîê îïðåäåëÿåòñÿ òàê: 
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Òàêèì îáðàçîì,
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( )
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ñóììû

ìàêñèìóìîâ èç ïðèðàùåíèé öåí çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê íà

ïåðèîäå çàíÿòîñòè. Ïóñòü S S S S� � � �1 2 ... 
 — ñëó÷àéíàÿ ñóììà ñëó÷àé-
íîãî ÷èñëà 
 íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ ñëà-
ãàåìûõ âåëè÷èí ñ ÔÐ F xmax ( ). Îáîçíà÷èì f s* ( ) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà
äëÿ ôóíêöèè F xmax ( ):

f s sx dF x

x

*
max( ) exp( ) ( )� �
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0

.

Îáîçíà÷èì � ( ) exp( )s M sS� � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ ñóììû ìàêñè-
ìóìîâ èç ïðèðàùåíèé öåí çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê íà ïåðèîäå
çàíÿòîñòè.

Òåîðåìà 3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ ñóììû ìàêñèìóìîâ èç ïðè-
ðàùåíèé öåí çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè èìååò âèä
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìåòîäîì äîïîëíèòåëüíîãî ñîáûòèÿ ïî ôîðìóëå
ïîëíîé âåðîÿòíîñòè íàõîäèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ, ÷èñëåííî
ðàâíîå âåëè÷èíå S, íå íàñòóïèò ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, èíòåíñèâíîñòü íàñ-
òóïëåíèÿ êîòîðîãî ðàâíà s:
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ìóìîâ èç ïðèðàùåíèé öåí çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê íà ïåðèîäå çà-
íÿòîñòè, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü èñêîìûé ðåçóëüòàò:
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Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 5. Ïåðâûé ìîìåíò äëÿ ñóììû S ìàêñèìóìîâ èìååò âèä
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Äåéñòâèòåëüíî, èçâåñòíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è ñëåäñò-
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ñëåäñòâèå 6. Âòîðîé ìîìåíò äëÿ ñóììû S ìàêñèìóìîâ èìååò âèä
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âûâîäû

Íàéäåííûå ïåðâûå äâà ìîìåíòà äëÿ ñóìì ìàêñèìóìîâ ïðèðàùåíèé íà
ïåðèîäàõ çàíÿòîñòè îáñëóæèâàíèåì çàÿâîê êëèåíòîâ ïîçâîëÿò ñòðîèòü
âåðîÿòíîñòíûå ïðîãíîçû äëÿ ýòèõ ñóìì íà äëèòåëüíûõ ïðîìåæóòêàõ
âðåìåíè ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïåðèîäîâ çàíÿòîñòè.
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O.Â. Ìàêàð³÷åâ, O.O. Êóäü, O.Á. Ùóê³í

ÐÎÇÏÎÄ²ËÅÍÍß ÑÓÌ ÌÀÊÑÈÌÓÌ²Â ÇÀ ×ÀÑ ÎÁÑËÓÃÎÂÓÂÀÍÍß ÇÀßÂÎÊ
ÍÀ ÏÅÐ²ÎÄ² ÇÀÉÍßÒÎÑÒ² Â ÏÐÎÖÅÑÀÕ ÀÓÊÖ²ÉÍÎ¯ ÒÎÐÃ²ÂË²

Äëÿ âõ³äíîãî íàéïðîñò³éøîãî ïóàññîí³âñüêîãî ïîòîêó â ñèñòåìó ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàí-
íÿ áåç ÷åêàííÿ ³ ç ïîñò³éíèì ÷àñîì îáñëóãîâóâàííÿ çíàéäåíî â òåðì³íàõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ
ôóíêö³é ³ìîâ³ðí³ñí³ ðîçïîä³ëåííÿ òà ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè ñóì ìàêñèìóì³â åêñïîíåí-
ö³àëüíèõ ïðèðîùåíü ö³í, ùî íàä³éøëè ³ îáñëóãîâàí³ íà ïåð³îä³ çàéíÿòîñò³ çàÿâîê êë³ºíò³â
ïðî ïðîäàæ.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: ðîçïîä³ëåííÿ ñóì ìàêñèìóì³â íà ïåð³îä³ çàéíÿòîñò³.
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A.V. Makarichev, A.A. Kud, A.B. Shchukin

DISTRIBUTION OF THE SUMS OF MAXIMUMS
FOR THE SERVICE TIME OF APPLICATIONS FOR THE PERIOD
OF EMPLOYMENT IN THE PROCESSES OF AUCTION TRADING

Probability distributions and numerical specifications for the sums of maxima of exponential
price increments of received and served customers’ applications about sales in the period of em-
ployment have been found for the simplest Poisson input into the queuing system without delay
and with constant holding time.

K e y w o r d s: distribution of sums of maximums in the employment period.

ÌÀÊÀÐÈ×ÅÂ Àëåêñàíäð Âëàäèìèðîâè÷, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû òðàíñïîðò-

íûõ ñèñòåì è ëîãèñòèêè Õàðüêîâñêîãî íàöèîíàëüíîãî àâòîìîáèëüíî-äîðîæíîãî óíèâåðñè-

òåòà. Â 1981 ã. îêîí÷èë Ìîñêîâñêèé ãîñóíèâåðñèòåò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé —

ïîòîêè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ñ ïåðåìåííîé èíòåíñèâíîñòüþ, îöåíêè õàðàêòåðèñòèê íàäåæ-

íîñòè êîìïëåêñîâ ñëîæíûõ âîññòàíà âëèâàåìûõ ñèñòåì, ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñóìì ýêñòðå-

ìóìîâ â ñëó÷àéíûõ ïðîöåññàõ îáñëóæèâàíèÿ.

ÊÓÄÜ Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷, ãåíåðàëüíûé äèðåêòîð ÎÎÎ «Ñèìêîðä». Â 2002 ã. îêîí÷èë

Õàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé àâòîìîáèëüíî-äîðîæíûé óíèâåðñèòåò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëå-

äîâàíèé — ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ ñóììèðîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ

äâîè÷íûõ ìàòðèö.

ÙÓÊÈÍ Àëåêñàíäð Áîðèñîâè÷, ãëàâà Äåïàðòàìåíòà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ìîäåëèðî-

âàíèÿ òîðãîâî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì ÎÎÎ «Ñèìêîðä». Â 1988 ã. îêîí÷èë Õàðüêîâñêèé àâèà-

öèîííûé èí-ò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ïðåîáðàçîâàíèå àääèòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ

îò ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ñëó÷àéíûå ïîòîêè ñ èçìåíÿþùåéñÿ èíòåíñèâíîñòüþ.
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