
doi:https://doi.org/10.15407/emodel.40.05.027

ÓÄÊ 004.942

ß.À. Êàëèíîâñêèé
1
, ä-ð òåõí. íàóê,

Þ.Å. Áîÿðèíîâà
1,2

, êàíä. òåõí. íàóê,
ß.Â. Õèöêî

2
, êàíä. òåõí. íàóê, À.Ñ. Ñóêàëî

3

1
Èí-ò ïðîáëåì ðåãèñòðàöèè èíôîðìàöèè ÍÀÍ Óêðàèíû
(Óêðàèíà, 03113, Êèåâ, óë. Í. Øïàêà, 2,
òåë. (044) 4542138; e-mail: kalinovsky@i.ua),

2
Íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò Óêðàèíû
«ÊÏÈ èì. Èãîðÿ Ñèêîðñêîãî»
(Óêðàèíà, 03113, Êèåâ, ïð-ò Ïîáåäû, 37)

3
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Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ãåíåðàöèè èçîìîðôíûõ
ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì äëÿ ïîâûøåíèÿ
ýôôåêòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Ïðåäëîæåí ìåòîä óìíîæåíèÿ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë, îáåñïå÷èâàþùèé çíà÷èòåëüíîå
óìåíüøåíèå îáúåìà âåùåñòâåííûõ îïåðàöèé. Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå ê ñëàáî-
çàïîëíåííûì èçîìîðôíûì ãèïåðêîìïëåêñíûì ÷èñëîâûì ñèñòåìàì (Ã×Ñ), â êîòîðûõ äëÿ
ãèïåðêîìïëåêñíîãî óìíîæåíèÿ òðåáóåòñÿ ìåíüøåå ÷èñëî âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé.
Ñèíòåçèðîâàíû òàêèå ïàðû èçîìîðôíûõ Ã×Ñ, à òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ èçî-
ìîðôèçìà. Ðàçàðàáîòàííûé ìåòîä öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ
àëãîðèòìîâ ëèíåéíîé ñâåðòêè.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ãèïåðêîìïëåêñíàÿ ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà, ëèíåéíàÿ ñâåðòêà, èçîìîð-
ôèçì, óìíîæåíèå, êîìïëåêñíûå ÷èñëà, äâîéíûå ÷èñëà.

Ëèíåéíàÿ ñâåðòêà äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùåé âû÷èñ-
ëèòåëüíîé çàäà÷åé â îáëàñòè öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Ðàäèîëîêà-
öèîííûå ñèñòåìû, ñèñòåìû çâóêîâîé ëîêàöèè, îáðàáîòêà ñåéñìè÷åñêîé
èíôîðìàöèè, íåðàçðóøàþùèé êîíòðîëü è êîìïüþòåðíàÿ òîìîãðàôèÿ, îá-
ðàáîòêà èçîáðàæåíèé — ýòîò äàëåêî íåïîëíûé ïåðå÷åíü îáëàñòåé èñïîëü-
çîâàíèÿ ëèíåéíîé ñâåðòêè äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ äàåò ïðåäñòàâëåíèå î
âàæíîñòè äàííîé çàäà÷è.

Ïîñêîëüêó ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíîé ñâåðòêè ìàññèâîâ äëèíîé
n åñòü O n( )2 è îíà áûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ âîçðàñòàíèåì n, èñïîëüçóþòñÿ
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ìåòîäû «áûñòðûõ» âû÷èñëåíèé, èç êîòîðûõ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè
ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

1. Ñâåðòêà ñ èñïîëüçîâàíèåì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ),
èìåþùàÿ ñëîæíîñòü O n n( log ). Â îñíîâå ÁÏÔ [1, 2] ëåæèò äåêîìïîçèöèÿ
èñõîäíîé çàäà÷è áîëüøîé ðàçìåðíîñòè â áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷ ìàëîé
ðàçìåðíîñòè. Ïîýòîìó âåñüìà âàæíà ðàçðàáîòêà òàêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ìàëîé ðàçìåðíîñòè, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ, íàèìåíüøåå ÷èñëî
âåùåñòâåííûõ îïåðàöèé.

2. Ïåðåõîä ê êîëüöó ïîëèíîìîâ [1]. Òàêîé ïåðåõîä öåëåñîîáðàçåí, òàê
êàê êîëüöà ïîëèíîìîâ õîðîøî èññëåäîâàíû, è îïåðàöèè â íèõ, îñîáåííî
óìíîæåíèå, âûïîëíÿþòñÿ çíà÷èòåëüíî ýôôåêòèâíåå, ÷åì íåïîñðåäñòâåí-
íûå âû÷èñëåíèÿ, à äëÿ ñàìèõ ïåðåõîäîâ òðåáóåòñÿ ìèíèìàëüíûé ðàñõîä
âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ø. Âèíîãðàäà äëÿ ëèíåéíîé ñâåðòêè [1]
íèæíÿÿ ãðàíèöà êîëè÷åñòâà âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé ðàâíà 2 1n � , ÷òî
ìîæåò áûòü îðèåíòèðîì ïðè îöåíêå êà÷åñòâà àëãîðèòìà. Îäíàêî â ðàáîòå
[1] óòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùåå: «Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå ìåðû ñëîæ-
íîñòè âû÷èñëåíèé áåðåòñÿ êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â àëãî-
ðèòìå. Õîòÿ è ñóùåñòâóåò ãðóáîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îáùåé è àðèôìå-
òè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà, âñå æå ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü âû÷èñëè-
òåëüíîãî ìåòîäà çàâèñèò îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ. Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà
îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî ÷èñëîì îïåðàöèé, íî è òàêèìè ïàðàìåòðàìè, êàê
÷èñëî ïåðåìåùåíèé äàííûõ, ñòîèìîñòü âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàöèé, îáùàÿ
ñòðóêòóðíàÿ ñëîæíîñòü, ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè, ïðåäñòàâëÿåìûå èñïîëü-
çóåìîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìîé, èñêóññòâî ïðîãðàììèñòà. Ïîýòîìó óïî-
ðÿäî÷åíèå àëãîðèòìîâ ïî èõ äåéñòâèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè, âûðàæåííîé
âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäíûì äåëîì, òàê ÷òî ñðàâíåíèÿ,
îñíîâàííûå ëèøü íà ÷èñëå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, äîëæíû áûòü «âçâå-
øåíû» ñ ó÷åòîì ôàêòîðîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè êîíêðåòíûõ ðåàëèçàöèÿõ ýòèõ
àëãîðèòìîâ».

Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü èñïîëüçîâàíèå ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñ-
ëîâûõ ñèñòåì (Ã×Ñ) äëÿ ñèíòåçà àëãîðèòìîâ ëèíåéíîé îäíîìåðíîé ñâåðò-
êè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íàðÿäó ñ Ã×Ñ, èìåþùèìè îáùåïðèíÿòûå íàèìå-
íîâàíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ (íàïðèìåð, Ñ — ñèñòåìà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, H —
ñèñòåìà êâàòåðíèîíîâ) èñïîëüçóþòñÿ è òàêèå Ã×Ñ, êîòîðûå íå èìåþò
îáùåïðèíÿòûõ íàèìåíîâàíèé è îáîçíà÷åíèé. Ïîýòîìó áóäåì ïðèìåíÿòü
òåðìèíîëîãèþ è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â ðàáîòàõ [4, 5].

Ïðèíöèïû ïðèëîæåíèÿ ìåòîäîâ Ã×Ñ ê âû÷èñëåíèþ ñâåðòêè. Êàê
èçâåñòíî, êîìïîíåíòû ñâåðòêè äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñóììû ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåíòîâ ñèãíàëà è ÿäðà ñâåðòêè. Â òî æå
âðåìÿ, ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë òàêæå ïðåäñòàâëÿåò
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ñîáîé ñóììû ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåíòîâ ýòèõ ÷èñåë. Îäíàêî îä-
íîé ýòîé àíàëîãèè íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ
ñâåðòêè ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì. Åñëè äèñêðåòíûé ñèãíàë è ÿäðî èìåþò
äëèíó n, è îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ n-ìåðíûìè ãèïåðêîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â
íåêîòîðîé Ã×Ñ, òî:

1) ñâåðòêà èìååò 2 1n � êîìïîíåíòîâ, à ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãèïåðêîìï-
ëåêñíûõ ÷èñåë èìååò n êîìïîíåíòîâ;

2) â êàæäîì êîìïîíåíòå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë
ïî n ñëàãàåìûõ, à â êîìïîíåíòàõ ñâåðòêè ÷èñëî ñëàãàåìûõ ïåðåìåííîå —
îò åäèíèöû äî n.

Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ïðè óìíîæåíèè äâóõ ãèïåðêîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë êîëè÷åñòâî âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé N ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â çà-
âèñèìîñòè îò òèïà ïðèìåíÿåìîé Ã×Ñ â ïðåäåëàõ n N n� � 3, òîãäà êàê â
ñâåðòêå n2 ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ èçîìîðôíûìè Ã×Ñ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà—
Äåäåêèíäà [3] êîììóòàòèâíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà èçîìîðôíà ïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ ïîëåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé êàíîíè÷åñêîé Ã×Ñ [4]
ñóùåñòâóåò èçîìîðôíàÿ åé Ã×Ñ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïðÿìóþ ñóììó
ñèñòåì âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ðàññìîòðèì äâà ïðîñòûõ
ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1. Äâîéíàÿ W e( , )2 è îðòîäâîéíàÿ W f1 2( , ) Ã×Ñ. Òàáëèöû
óìíîæåíèÿ äâîéíûõ W e( , )2 è îðòîäâîéíûõ W f1 2( , ) ÷èñåë èìåþò âèä

W e e e e e e e e: ,1 1 2 2 1 1 2 2� � � , W e e e e e e e e1 1 1 1 2 2 2 1 2 0: , ,� � � .

Ïîñêîëüêó çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî êîììóòàòèâíûå Ã×Ñ, áàçèñ-
íûå ýëåìåíòû ìîæíî êîììóòèðîâàòü.

Äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë â ñèñòåìå W e( , )2 íåîáõîäèìî âûïîëíèòü
÷åòûðå âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèÿ è äâà ñëîæåíèÿ, òîãäà êàê ïðè ïåðåõîäå
ê èçîìîðôíîé ñèñòåìå R R W f� � 1 2( , ) — âñåãî äâà óìíîæåíèÿ. Äåéñò-
âèòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë â Ã×Ñ W e( , )2
èìååò âèä

( ) ( ) ( ) ( )a e a e b e b e a b a b e a b a b e1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2� � � � � � , (1)

à â Ã×Ñ R R W f� � 1 2( , ) —

( ) ( )c f c f d f d f ñ d f c d f1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2� � � � . (2)

Îïåðàòîð èçîìîðôèçìà ýòèõ ñèñòåì èìååò ñëåäóþùèé âèä [4, 5]:
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e f f

e f f
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.
1 1

2 1 2

� �
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�
	



(3)

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ãåíåðàöèè èçîìîðôíûõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ
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Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ èçëîæåííîå âûøå, ìîæíî íàìåòèòü ïóòü
óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà óìíîæåíèé ïðè âû÷èñëåíèè (1), à èìåííî ñîìíî-
æèòåëè â ëåâîé ÷àñòè (1) ïåðåâåñòè èçW e( , )2 â R R W f� � 1 2( , ), èñïîëüçóÿ
(3), è ïåðåìíîæèòü èõ ïî ôîðìóëå (2). Çàòåì ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îáðàòíîãî ê L,

L
f e e

f e e
� � �

� �
�
	



1 1 1 2

2 1 2

2

2
:

( ) / ,

( ) / ,
(4)

ïåðåâåñòè ïðîèçâåäåíèå îáðàòíî â Ã×Ñ W e( , )2 . Ïî îïðåäåëåíèþ èçîìîð-
ôèçìà Ã×Ñ îíî áóäåò ðàâíî ïðàâîé ÷àñòè (1). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ (1) òðåáóåòñÿ òîëüêî äâà óìíîæåíèÿ âìåñòî ÷åòûðåõ. Çàìåòèì, ÷òî
êîìïîíåíòû ïðàâîé ÷àñòè (1) åñòü êîìïîíåíòû êðóãîâîé ñâåðòêè 2 � 2.

Èç (3) è (4) âèäíî, ÷òî «öåíà» ïåðåõîäà èç W e( , )2 â R R W f� � 1 2( , ) è
îáðàòíî — øåñòü ñëîæåíèé è äâà äåëåíèÿ íà äâà. Îäíàêî, òàê êàê ñâåðòêà
âûïîëíÿåòñÿ ñ îäíèì è òåì æå ÿäðîì, ïåðåõîä äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ
îäèí ðàç, òî ñëîæåíèé òðåáóåòñÿ ÷åòûðå. Êðîìå òîãî, äåëåíèå íà äâà — ýòî
êîðîòêàÿ îïåðàöèÿ ïî ñäâèãó ðåãèñòðà è åå ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Êàê áóäåò
ïîêàçàíî äàëåå, ýòè äåëåíèÿ òàêæå ìîæíî âûïîëíèòü îäèí ðàç ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèè ÿäðà. Çíà÷èò, ïðè óìåíüøåíèè ÷èñëà óìíîæåíèé íà äâà íåîá-
õîäèìî âûïîëíèòü äîïîëíèòåëüíî ÷åòûðå ñëîæåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñó-
ùåñòâåííî ñýêîíîìèòü âû÷èñëèòåëüíûé ðåñóðñ.

Ïðèìåð 2. Ã×Ñ G33 è îðòîòðîéíàÿ 3R è âåùåñòâåííî-êîìïëåêñíàÿ

R C� Ã×Ñ. Òàáëèöû óìíîæåíèÿ ýòèõ Ã×Ñ òðåòüåé ðàçìåðíîñòè èìåþò âèä

G e e e e e e e e e e e ii i33 1 1 1 2 2 3 3 2 1 1 2 3: , , , , , , ,� � � � �

3 1 2 3 0 1 2 3R f f j i f f i j i ji i i i j: , , , ; , , , , , ,� � � � �

R C f f f f f f f f f f f f f f f f� � � � � � � �: , , , ,1 1 1 1 2 1 3 2 2 2 2 3 3 3 3 20 .

Ã×Ñ G33 öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ
ñâåðòêè 3�3, òàê êàê ïðè óìíîæåíèè äâóõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë
òðåòüåé ðàçìåðíîñòè ïîëó÷èòñÿ äåâÿòü ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé, ò.å. ðîâíî
ñòîëüêî, ñêîëüêî íóæíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìïîíåíòîâ ñâåðòêè 3 � 3.Îäíàêî
äëÿ óìíîæåíèÿ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë â íåé òðåáóåòñÿ òàêæå äåâÿòü
âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà—
Äåäåêèíäà [3] èçîìîðôíûìè â ñèñòåìå G33 ìîãóò áûòü ëèáî Ã×Ñ 3R,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé òðåõ ïîëåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, ëèáî
Ã×Ñ R C� , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîëåé âåùåñòâåííûõ R è
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.
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Ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì G33 è 3R. Ñîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèè ñ [5]
ñèñòåìó óðàâíåíèé èçîìîðôèçìà ýòèõ Ã×Ñ:

k s
ks ij

k

k s r
ik js ks

r

� � � � �
    �

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

� � � � � , i j k, , , ...,�1 3, (5)

ãäå � ks — ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû îäíîé èç Ã×Ñ; � ks — èñêîìûå êîýô-
ôèöèåíòû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà èçîìîðôèçìà Ã×Ñ G33 è 3R. Óáåäèìñÿ,
÷òî ñðåäè 27 ðåøåíèé ñèñòåìû (5) îòñóòñòâóþò íåòðèâèàëüíûå âåùåñò-
âåííûå ðåøåíèÿ, ò.å. â íèõ ëèáî êîìïîíåíòû êîìïëåêñíûå, ëèáî äåòåð-
ìèíàíò ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ðàâåí íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ã×Ñ G33 è 3R
íåèçîìîðôíû.

Ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì G33 è R C� . Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) èìååò 21
ðåøåíèå. Â ðåçóëüòàòå îäíîãî èç íèõ ïîëó÷àåì òàêîé îïåðàòîð èçîìîð-
ôèçìà:

e f f1 1 2� � , e f f f2 1 2 2
1

2

3

2
� � � , e f f f2 1 2 2

1

2

3

2
� � � . (6)

Äåòåðìèíàíò ýòîãî îïåðàòîðà èìååò âèä � �
3 3

2
0, ò.å. ýòî ïðåîáðàçîâàíèå

íåòðèâèàëüíî, ÷òî îçíà÷àåò èçîìîðôèçì Ã×Ñ G33 è R C� . Ñëåäóåò, îä-
íàêî, çàìåòèòü, ÷òî äëÿ óìíîæåíèÿ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë â Ã×Ñ R C�
òðåáóåòñÿ ÷åòûðå âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèÿ. Íî, êàê ñëåäóåò èç (6), äëÿ
ïåðåõîäà èç Ã×Ñ G33 â R C� è îáðàòíî òðåáóåòñÿ òàêæå ÷åòûðå âåùåñò-
âåííûõ óìíîæåíèÿ (íàïîìíèì, ÷òî äåëåíèå íà äâà — êîðîòêàÿ îïåðàöèÿ).
Ïîýòîìó óìíîæåíèå äâóõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë òðåòüåé ðàçìåðíîñòè
ïðè ïåðåõîäå èç Ã×Ñ G33 â Ã×Ñ R C� è îáðàòíî òðåáóåò âîñåìü âåùåñò-
âåííûõ óìíîæåíèé, ò.å. âûèãðûø ñîñòàâëÿåò âñåãî ëèøü îäíî óìíîæåíèå
ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ ñëîæåíèé.

Áîëåå ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ñèñòåìû òðèïëåêñ-
íûõ ÷èñåë T [4, 5], òàáëèöà óìíîæåíèÿ êîòîðîé èìååò âèä

T e e e i e å e e å e e e e ei i: , , , ; ( ) / , , .1 2 2 3 1 2 3 2 3 3 11 2 3 2� � � � � � � (7)

Ýòà Ã×Ñ èçîìîðôíà Ã×Ñ âåùåñòâåííî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë R C� . Ñèñòåìà
óðàâíåíèé èçîìîðôèçìà (5) ýòèõ Ã×Ñ èìååò íåñêîëüêî íåòðèâèàëüíûõ
âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé. Ðåçóëüòàòîì îäíîãî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òàêîé îïå-
ðàòîð èçîìîðôèçìà:

L

e f f

e f

e f f

:

,

,

,

1 1 2

2 3

3 1 2

� �

� �

� �

�

	
�


�
L

f e e

f e e

f e

�

� �

� �

� �

�

	
�


�

1
1 1 3

2 1 3

3 3

2

2:

( ) / ,

( ) / ,

.

(8)
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Êàê âèäíî èç (8), îïåðàòîðû èçîìîðôèçìà Ã×Ñ T è R C� íå ñîäåðæàò
âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé, à ñîäåðæàò òîëüêî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è êî-
ðîòêèå îïåðàöèè äåëåíèÿ íà äâà. Ïîýòîìó îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ òðèïëåêñ-
íûõ ÷èñåë ìîæíî ñâåñòè ê ïÿòè âåùåñòâåííûì óìíîæåíèÿì, è äàæå ê
÷åòûðåì, ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ òðåìÿ âå-
ùåñòâåííûìè óìíîæåíèÿìè:

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))a bi c di a c d d a b i b c d d a b� � � � � � � � � � . (9)

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî âûáîð äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ñèñòåìû ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ òðóäíî ôîðìàëè-
çóåìûì ïðîöåññîì. Îäíàêî, â îäíîì âàæíîì äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àå,
êîãäà ðàçìåðíîñòü Ã×Ñ ðàâíà 2n , ýòîò ïðîöåññ çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ.
Ðàññìîòðèì ýòîò ïðîöåññ ïîäðîáíåå [5].

Ìåòîäû ãåíåðàöèè èçîìîðôíûõ Ã×Ñ. Ïî âíåøíåìó âèäó òàáëèö
óìíîæåíèÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ Ã×Ñ î÷åíü òðóäíî óñòàíîâèòü, èçîìîðôíû
îíè èëè íåò. Îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñîñòàâëåíèÿ äëÿ íèõ ñèñòåìû
óðàâíåíèé èçîìîðôèçìà (7). Ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî îáå Ã×Ñ îáëàäàþò æåëàåìîé ñòðóêòóðîé. Îäíàêî, âî-ïåðâûõ, îíè
ìîãóò îêàçàòüñÿ íåèçîìîðôíûìè, à, âî-âòîðûõ, êàê ïîêàçûâàåò îïûò [4],
ðåøåíèå ñèñòåìû òèïà (7) ìîæåò áûòü âåñüìà òðóäíûì. Ñèñòåìà (7) — ýòî
ñèñòåìà èç n3 íåëèíåéíûõ êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé ñ n2 ïåðåìåííûìè, ò.å.
ñèñòåìà ïåðåîïðåäåëåííàÿ. Çäåñü n — ðàçìåðíîñòü Ã×Ñ. Åñëè äëÿ n� 4
âðåìÿ ðåøåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ñèñòåìû ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé òèïà
Maple íåâåëèêî, òî äëÿ n � 4îíî ñòàíîâèòñÿ íåïðèåìëåìûì äàæå ïðè ïðî-
âåäåíèè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû, ñîêðàùàþùèå
ýòî âðåìÿ [5, 6], íî íå êàðäèíàëüíî.

Äðóãèì ìåòîäîì ãåíåðàöèè èçîìîðôíûõ Ã×Ñ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíîå
ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà èñõîäíîé Ã×Ñ [5]. Ýòîò ìåòîä ïðîñò â ðåàëèçàöèè,
íî, êàê ïðàâèëî, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ íåêàíîíè÷åñêèå Ã×Ñ è âåñüìà
òðóäåí ïîäáîð îïåðàòîðà èçîìîðôèçìà, êîòîðûé ïîçâîëèë áû ïîëó÷èòü
íóæíûå ïî ñòðóêòóðå Ã×Ñ. Îäíàêî îãðàíè÷åííîå ïðèìåíåíèå ýòîò ìåòîä
íàõîäèò.

Êàê ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ìåòî-
äîì ãåíåðàöèè èçîìîðôíûõ Ã×Ñ ÿâëÿåòñÿ îñíîâàííûé íà ïðîöåäóðå óä-
âîåíèÿ Ãðàññìàíà—Êëèôôîðäà ìåòîä óìíîæåíèÿ ðàçìåðíîñòè [5]. Ýòà
ïðîöåäóðà ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîíåíòû ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñ-
ëà äëÿ äàííîé Ã×Ñ óæå ÿâëÿþòñÿ íå âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, à ÷èñëàìè,
ïðèíàäëåæàùèìè ê êàêîé-ëèáî Ã×Ñ ðàçìåðíîñòè äâà èëè áîëåå. Â îáùåì
ñëó÷àå, åñëè ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû ðàâíà íå òîëüêî äâóì, òî ðàçìåðíîñòü
ïîëó÷åííîé Ã×Ñ áóäåò íå óäâàèâàòüñÿ ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíîé, à óìíî-
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æàòüñÿ íà ðàçìåðíîñòü òîé Ã×Ñ, ýëåìåíòàìè êîòîðîé áóäóò êîìïîíåíòû
èñõîäíîé Ã×Ñ. Òàêèå ïðîöåäóðû íàçîâåì, â îòëè÷èå îò ïðîöåäóð óäâîå-
íèÿ, ïðîöåäóðàìè óìíîæåíèÿ ðàçìåðíîñòè.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû óìíîæåíèÿ ðàç-
ìåðíîñòè ñèñòåìû Ã e n1( , ) ñèñòåìîé Ã f m2( , ) òàê: Ä Ã e n Ã f m( ( , ), ( , ))1 2 .
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîöåäóðû óìíîæåíèÿ ðàçìåðíîñòè áàçèñ ïîëó÷àå-
ìûõ Ã×Ñ ñîñòîèò èç ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ èñõîäíûõ
Ã×Ñ. Åñëè ïåðâîíà÷àëüíûå Ã×Ñ — êîììóòàòèâíû, òî è áàçèñíûå ýëåìåí-
òû ðåçóëüòèðóþùåé Ã×Ñ áóäóò êîììóòàòèâíû. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî
íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà ðàñïîëîæåíèÿ Ã×Ñ â îïåðàòîðå óìíîæåíèÿ ðàç-
ìåðíîñòè ïîëó÷åííûå áàçèñû ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, áó-
äóò èäåíòè÷íûìè è òàáëèöû óìíîæåíèÿ Ã×Ñ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïåðåñòà-
íîâêå èõ â îïåðàòîðå óìíîæåíèÿ ðàçìåðíîñòè. Ïîýòîìó [5] ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå ïðèíöèïû:

1. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîöåäóðû óìíîæåíèÿ ðàçìåðíîñòè îïåðàíäû-
Ã×Ñ ìîæíî êîììóòèðîâàòü.

2. Óìíîæåíèå ðàçìåðíîñòè îäíîé è òîé æå Ã×Ñ èçîìîðôíûìè Ã×Ñ
ïðèâîäèò ê èçîìîðôíûì Ã×Ñ.

3. Ïðè óìíîæåíèè ðàçìåðíîñòè ïàðû èçîìîðôíûõ Ã×Ñ äðóãîé ïàðîé
èçîìîðôíûõ Ã×Ñ ïîëó÷àåòñÿ ïàðà èçîìîðôíûõ Ã×Ñ è ñóùåñòâóåò íåâû-
ðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñîâ ïîëó÷åííîé ïàðû, êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðâîé ïà-
ðû Ã×Ñ.

Åñëè ê îäíîé è òîé æå Ã×Ñ ïðèìåíÿþòñÿ ïðîöåäóðû óìíîæåíèÿ
ðàçìåðíîñòè ðàçëè÷íûìè Ã×Ñ, íî ðàçìåðíîñòè èõ îäèíàêîâû, òî â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå Ã×Ñ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, íî, â îáùåì
ñëó÷àå, íåèçîìîðôíûå ìåæäó ñîáîé. Åñëè äëÿ óìíîæåíèÿ ðàçìåðíîñòè
ïðèìåíÿþòñÿ èçîìîðôíûå Ã×Ñ, òî è ðåçóëüòàòû ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîöå-
äóðû óìíîæåíèÿ òàêæå áóäóò èçîìîðôíûìè ìåæäó ñîáîé.

Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïîâ 1—3 ìîæíî ïîñòðîèòü öåëûé ðÿä ïàð èçî-
ìîðôíûõ Ã×Ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé, à òàêæå îïåðàòîðû èõ
èçîìîðôèçìà.

Ïîñòðîåíèå èçîìîðôíûõ ïàð Ã×Ñ íà îñíîâå ñèñòåì äâîéíûõ è

îðòîäâîéíûõ ÷èñåë. Ïðèìåíÿÿ ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå ïðèíöèïû, íà
îñíîâå Ã×Ñ W e( , )2 è W f1 2( , ) ìîæíî ïîñòðîèòü èçîìîðôíûå ïàðû Ã×Ñ
ðàçìåðíîñòåé ÷åòûðå. Ïóñòü

Ã e W e W f Ã f1 1 32 2 2 2( , ) ( , )~ ( , ) ( , )� � � ,

Ã g W g W h Ã h2 1 42 2 2 2( , ) ( , )~ ( , ) ( , )� � � .
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Ìåæäó Ã×Ñ Ã e1 2( , ) è Ã f3 2( , ) ñóùåñòâóþò èçîìîðôíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
âèäà (3) è (4). Òîãäà ìåæäó Ã×Ñ Ã g3 2( , ) è Ã h4 2( , ) ñóùåñòâóþò ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ

L
g h h

g h h
2

1 1 2

2 1 2

:
� �

� �
�
	



�
�
�
, L

h g g

h g g
2
1 1 1 2

2 1 3

2

2
� � �

� �
�
	



:
( ) / ,

( ) / .
(10)

Ïðèìåíèì ïðîöåäóðó óìíîæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ê ñèñòåìàì Ã1 è Ã 2
(ñîîòâåòñòâåííî Ã 3 è Ã 4): Ã eg Ä Ã e Ã g5 1 24 2 2( , ) ( ( , ), ( , ))� , Ã fh6 4( , ) �
� Ä Ã f Ã h( ( , ), ( , ))3 42 2 , ò.å. Ã×Ñ Ã 5 è Ã 6 óæå èìåþò ðàçìåðíîñòü ÷åòûðå.
Ïîñòðîèì òàáëèöû óìíîæåíèÿ Ã×Ñ Ã 5 è Ã 6. Ââèäó êîììóòàòèâíîñòè
ýëåìåíòîâ áàçèñà: e g e g e e g g e gi j r s i r j s m n� � � � , f h f h f f h hi j r s i r j s� � � �
� f hm n , i j r s, , , , .�1 2 Åñëè ñîñòàâíûå ýëåìåíòû áàçèñîâ ïåðåèìåíîâàòü ïî
ïðàâèëó e g em n m n� � �2 1( ) è íàçâàòü ïîëó÷åííûå Ã×Ñ Ã 5 è Ã 6 ñîîòâåòñò-
âåííîW ( )2 èW1

2( ) , òî ïîëó÷èì ñëåäóþùèå òàáëèöû óìíîæåíèÿ:

W e e e e e e e e e i å e e ei i i i i i
( ) : , , , , ..., , ,2

1 1 5 4 2 4 31 4� � � � �� 3 4 2e e� ,

W e e e i e e i j i ji i i i j1
2 1 4 0 1 4( ) : , , ..., , , , , , ...,� � � � � .

(11)

Ïðè ýòîì ñèñòåìà W ( )2 — ñèëüíîçàïîëíåííàÿ, à ñèñòåìà W1
2( ) — ñëàáîçà-

ïîëíåííàÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì 3 ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L56,
ñâÿçûâàþùåå áàçèñû { }eg è { }fh (îïåðàòîð èçîìîðôèçìà), èìååò âèä L56 �
� �L L2, à îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå— ñëåäóþùèé âèä: L L L L56

1
65

1
2

1� � �� � .
Âûïîëíèâ óìíîæåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è ïðèìåíèâ ïåðåíóìå-

ðàöèþ ýëåìåíòîâ áàçèñîâ ïî ïðàâèëó (10), ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä
îïåðàòîðà èçîìîðôèçìà ñèñòåì W ( )2 èW1

2( ) è îáðàòíîãî åìó:

e f f f f1 1 2 3 4� � � � , f e e e e1 1 2 3 4 4� � � �( ) / ,

e f f f f2 1 2 3 4� � � � , f e e e e2 1 2 3 4 4� � � �( ) / ,

e f f f f3 1 2 3 4� � � � , f e e e e3 1 2 3 4 4� � � �( ) / ,
(12)

e f f f f4 1 2 3 4� � � � , f e e e e4 1 2 3 4 4� � � �( ) / .

Â âûðàæåíèÿõ (11) äëÿ óïðîùåíèÿ èäåíòèôèêàòîðàì áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ
ñèñòåìW ( )2 èW1

2( ) ïðèñâîåíû çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî e è f.
Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàçìåðíîñòè ÷å-

òûðå â ñèñòåìåW1
2( ) ìîæíî óïðîñòèòü, ïåðåéäÿ ñ ïîìîùüþ (12) èç ñèñòåìû

W ( )2 â ñèñòåìó W1
2( ) , âûïîëíèòü òàì óìíîæåíèå ñîãëàñíî (11) è ñîâåðøèòü

îáðàòíûé ïåðåõîä ïî ïðàâîìó ñòîëáöó (12) â Ã×ÑW1
2( ) . Ïðè ýòîì âìåñòî 16
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âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé è 12 ñëîæåíèé ïîòðåáóåòñÿ âûïîëíèòü ÷åòûðå
óìíîæåíèÿ, 24 ñëîæåíèÿ è ÷åòûðå êîðîòêèõ îïåðàöèè ñäâèãà ðåãèñòðîâ.

Ïîñòðîåíèå èçîìîðôíûõ ïàð Ã×Ñ íà îñíîâå ñèñòåì êâàäðèïëåêñ-

íûõ è îðòîäâîéíûõ ÷èñåë. Ïðè ñèíòåçå ñòðóêòóð ðåâåðñèâíûõ öèôðîâûõ
ôèëüòðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì Ã×Ñ [7—10] íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü Ã×Ñ,
ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ñèñòåìû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Îäíîé èç òàêèõ
ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà êâàäðèïëåêñíûõ ÷èñåë K, ïîëó÷àåìàÿ êîììóòà-
òèâíûì àâòîóäâîåíèåì ñèñòåìû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ã×Ñ K èçîìîðôíà
ñèñòåìå áèêîìïëåêñíûõ ÷èñåë C C� , ÿâëÿþùåéñÿ ïðÿìîé ñóììîé äâóõ
ñèñòåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Òàáëèöû óìíîæåíèÿ ýòèõ Ã×Ñ ÷åòâåðòîé
ðàçìåðíîñòè [4—6] èìåþò âèä

K e e e e e e i e e e ei i i i: , , , ..., ,1 5 4 2 2 3 31 4� � � � ��

� � � � � � �e e e e e e e e e e1 4 4 1 2 4 3 3 4 2, , , ,

C C f f f f f f f f f f f� � � � � �: , , ,1 1 1 2 2 1 1 2 2 3 3

� � � �f f f f f f f3 4 4 3 3 4 4, , ,

îñòàëüíûå—íóëè. Èçîìîðôèçì ýòèõ Ã×Ñ óñòàíàâëèâàåòñÿ ôàêòîì íàëè-
÷èÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé èçîìîðôèçìà (5). Ïðÿ-
ìîé è îáðàòíûé îïåðàòîðû èçîìîðôèçìà ìåæäó ýòèìè Ã×Ñ ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé îäíî èç íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (5):

L

e f f

e f f

e f f

e f f

:

,

,

,

,

1 1 3

2 2 4

3 2 4

4 1 3

� �

� � �

� � �

� � �

�

	
��



�
�

L

f e e

f e e

f e e

f e

�

� �

� � �

� �

�

1

1 1 4

2 2 3

3 1 4

4 2

2

2

2
:

( ) / ,

( ) / ,

( ) / ,

( �

�

	
��



�
� e3 2) / .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðè óìíîæåíèè ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë â ñèñ-
òåìå K íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 16 âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé è 12 ñëîæå-
íèé, òî ïðè ïåðåõîäå â Ã×Ñ C C� è èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (9) íåîáõîäèìî âûïîëíèòü øåñòü âåùåñòâåííûõ
óìíîæåíèé, 18 ñëîæåíèé è ÷åòûðå êîðîòêèõ îïåðàöèè äåëåíèÿ íà äâà.

Íà îñíîâå èçîìîðôèçìîâ K e C C f( , )~ ( , )4 4� � èW g W h( , )~ ( , )2 21� ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ïàðó èçîìîðôíûõ Ã×Ñ âîñüìîé ðàçìåðíîñòè. Ïðèìåíèì
ïðîöåäóðó óìíîæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ê ñèñòåìàì K e( , )4 , W g( , )2 è ê ñèñ-
òåìàì C C f� ( , )4 ,W h1 2( , ):

Ä K e W g KW eg( ( , ), ( , )) ( , ),4 2 8�

Ä C C f W h CCW fh( ( , ), ( , )) ( , )� �4 2 81 .
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Âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå îïèñàííûì âûøå, ïîëó÷èì òàá-
ëèöû óìíîæåíèÿ äëÿ ñèñòåì KW è CCW:

KW e e e e e e i e e e i ei i i i i i: , , , ..., , , , , , ,1 8 8 11 8 1 2 7 8� � � � �� i ie e i� � �1 3 6, ,..., ,

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e2 3 4 2 4 3 2 5 6 2 6 5 2 8 7 3 4 2� � � � � � �, , , , , , 3 5 7e e� ,

e e e e e e e e e e e e e e e e e3 7 5 3 8 6 4 6 7 4 7 6 4 8 5 5 6� � � � � � � � � � �, , , , , e2 ,

e e e e e e e e e e e e e e e5 7 3 5 8 4 6 7 4 6 8 5 7 8 2� � � � � � � � �, , , , ;

CCW f f f f f f f f f f f f f f f f f: , , , , ,1 1 1 1 3 3 2 2 2 2 4 4 3 1 3 3 3� � � � � � � f 1 ,

f f f f f f f f f f f f f f f f f f4 2 4 4 4 2 5 5 5 5 7 7 6 6 6 6 8 8� � � � � � �, , , , , ,

f f f f f f f f f f f f7 5 7 7 7 5 8 6 8 8 8 6� � � � � �, , , ,

îñòàëüíûå—íóëè. Ïðÿìîé è îáðàòíûé îïåðàòîðû èçîìîðôèçìà ìåæäó ýòè-
ìè Ã×Ñ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíî èç íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (5):

L

e f f f f

e f f f f

e f f f f

e
:

,

,

,

1 1 2 5 6

2 1 2 5 6

3 3 4 7 8

4

� � � �

� � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� �

f f f f

e f f f f

e f f f f

e

3 4 7 8

5 3 4 7 8

6 3 4 7 8

7

,

,

,

f f f f

e f f f f
1 2 5 6

8 1 2 5 6

� � �

� � � � �

�

	

�
�
�
�
�




�
�
�
�
�

,

,

L

f f f f f

f f f f f

f f

�

� � � �

� � � �

� � �

1

1 1 2 7 8

2 1 2 7 8

3 3

4

4

:

( ) / ,

( ) / ,

( f f f

f f f f f

f f f f f

4 5 6

4 3 4 5 6

5 1 2 7 8

4

4

4

� �

� � � � �

� � � �

) / ,

( ) / ,

( ) / ,

( ) / ,

( ) / ,

(

f f f f f

f f f f f

f f f f

6 1 2 7 8

7 3 4 5 6

8 3 4

4

4

� � � �

� � � �

� � � 5 6 4�

�

	

�
�
�
�
�




�
�
�
�
� f ) / .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðè óìíîæåíèè ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë â ñèñòåìå
KW íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 64 âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé è 56 ñëîæåíèé, òî
ïðè ïåðåõîäå â Ã×Ñ ÑÑW íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 16 âåùåñòâåííûõ óìíî-
æåíèé, 72 ñëîæåíèÿ è âîñåìü êîðîòêèõ îïåðàöèè äåëåíèÿ íà ÷åòûðå.

Ïîñòðîåíèå èçîìîðôíûõ ïàð Ã×Ñ îòëè÷íîé îò 2
n

ðàçìåðíîñòè. Êîì-
áèíèðóÿ ïðè óìíîæåíèè ðàçìåðíîñòè Ã×Ñ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé, ìîæ-
íî ïîëó÷èòü èçîìîðôíûå ïàðû Ã×Ñ ðàçìåðíîñòåé, îòëè÷íûõ îò ñòåïåíè
äâà. Ðàññìîòðèì òàêèå ïàðû èçîìîðôíûõ Ã×Ñ: ñèñòåìû òðèïëåêñíûõ T è
âåùåñòâåííî-êîìïëåêñíûõ R C� ÷èñåë è ñèñòåìû äâîéíûõ W è îðòîäâîé-
íûõ W1 ÷èñåë: T R C~� � , W W~� 1. Âûïîëíÿåì òàêèå ïðîöåäóðû óìíîæåíèÿ
ðàçìåðíîñòè: Ä T e W g TW eg( ( , ), ( , )) ( , )3 2 6� , Ä R C f W h( ( , ), ( , ))� �3 21
�RCW fh( , )6 .
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Ïîëó÷èëè äâå èçîìîðôíûõ Ã×Ñ øåñòîé ðàçìåðíîñòè: TW RCC~� . Âû-
ïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå îïèñàííûì âûøå, ïîëó÷àåì òàáëè-
öû óìíîæåíèÿ äëÿ ñèñòåì TW è RCC:

TW e e e i e e e i e e e ei i i i i i: , , ..., , , , , , , (1 1 5 11 6 1 2 5 6� � � � � � ) / , , ,2 3 4i �

e e e e e e e e e e e e e e e e2 3 4 2 4 3 2 5 6 2 6 5 3 4 6 2 2� � � � � �, , , , ( ) / ,

e e e e e e e e e e e e e e e3 5 3 3 6 4 4 5 4 4 6 3 5 6 2� � � � � � � � �, , , , ,

RCC f f f f f f f f f f f f f f f: , , , , ,1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 5 5 4 4 4� � � � �

f f f f f f f f f4 6 6 5 5 3 6 6 4� � � � �, , ,

îñòàëüíûå—íóëè. Ïðÿìîé è îáðàòíûé îïåðàòîðû èçîìîðôèçìà ìåæäó ýòèìè
Ã×Ñ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíî èç íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (5):

L

e f f f f

e f f f f

e f f

e
:

,

,

( ) / ,

1 1 2 3 4

2 1 2 3 4

3 5 6

4

2

� � � �

� � � �

� � �

� �( ) / ,

,

,

f f

e f f f f

e f f f f

5 6

5 1 2 3 4

6 1 2 3 4
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f e e e e

f e e�

� � � �

� � � �

� �1

1 1 2 3 4

2 1 2 3 4

3 1

4

4

:

( ) / ,

( ) / ,

( 2 3 4

4 1 2 3 4

5 3 4

6

4

4

2

� �

� � � �
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� �

e e

f e e e e

f e e

f e

) / ,

( ) / ,

( ) / ,

( 3 4 2�

�

	

�
�
�




�
�
�

e ) / .

Çíà÷èò, åñëè ïðè óìíîæåíèè ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë â øåñòèìåðíîé
Ã×Ñ TW íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 40 âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé è 30 ñëî-
æåíèé, òî ïðè ïåðåõîäå â Ã×Ñ CCW íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 10 âåùåñò-
âåííûõ óìíîæåíèé, 42 ñëîæåíèÿ è 10 êîðîòêèõ îïåðàöèè äåëåíèÿ íà
÷åòûðå.

Âûâîäû

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåëèíåéíûõ
îïåðàöèé íàä ãèïåðêîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà îò ñèëü-
íîçàïîëíåííîé Ã×Ñ ê èçîìîðôíîé ñëàáîçàïîëíåííîé Ã×Ñ, âûïîëíåíèè
îïåðàöèé â íåé, è îáðàòíîì ïåðåõîäå çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåòñÿ ÷èñëî
íåîáõîäèìûõ âåùåñòâåííûõ îïåðàöèé è îñîáåííî óìíîæåíèé. Ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàçìåðíîñòè 2n êîëè÷åñòâî óìíî-
æåíèé óìåíüøàåòñÿ â n ðàç, à â äðóãèõ ñëó÷àÿõ— áîëåå, ÷åì â n /2ðàç. Ýòî
ñâèäåòåëüñòâóåò î öåëåñîîáðàçíîñòè ïðèìåíåíèÿ äàííûõ àëãîðèòìîâ ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ îáðàáîòêè öèôðîâûõ ñèãíàëîâ.

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ãåíåðàöèè èçîìîðôíûõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ

ISSN 0204–3572. Åëåêòðîí. ìîäåëþâàííÿ. 2018. Ò. 40. ¹ 5 37



ÑÏÈÑÎÊ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÍÎÉ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Áëåéõóò Ð. Áûñòðûå àëãîðèòìû öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Ì.: Ìèð, 1989, 449 ñ.
2. Íóññáàóìåð Ã. Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ñâåðòîê. Ì.:

Ðàäèî è ñâÿçü, 1985, 248 ñ.
3. Äðîçä Þ.À., Êèðè÷åíêî Â.Â. Êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû. Êè¿â: Âèùà øêîëà, 1980, 192 ñ.
4. Ñèíüêîâ Ì.Â., Áîÿðèíîâà Þ.Å., Êàëèíîâñêèé ß.À. Êîíå÷íîìåðíûå ãèïåðêîìïëåêñíûå

÷èñëîâûå ñèñòåìû. Îñíîâû òåîðèè. Ïðèìåíåíèÿ. Êèåâ: Èíôîäðóê, 2010, 388 ñ.
5. Êàëèíîâñêèé ß.À., Áîÿðèíîâà Þ.Å. Âûñîêîðàçìåðíûå èçîìîðôíûå ãèïåðêîìïëåêñ-

íûå ÷èñëîâûå ñèñòåìû è èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñ-
ëåíèé. Êèåâ: Èíôîäðóê, 2012, 183 ñ.

6. Êàëèíîâñêèé ß.À. Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èçîìîðôèçìà ãèïåð-
êîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèé ýêñïîíåíò // Ýëåêòðîí.
ìîäåëèðîâàíèå, 2017, 39, ¹1, ñ. 75—90.

7. Toyoshima H. Computationally Efficient Implementation of Hypercomplex Digital Filters //
IEICE Trans. Fundamentals, 2002, E85-A, 8, ð. 1870—1876.

8. Schutte H.D. Digitalfilter zur Verarbeitung komplexer und hypercomplexer Signale // Dis-
sertation. Paderborn, 1991, 100 s.

9. Schulz D., Seitz J., LustosadaCosta J.P. Widely Linear SIMO Filtering for Hypercomplex
Numbers / IEEE Information Theory Workshop, 2011, ð. 390—394.

10. Êàëèíîâñêèé ß.À., Áîÿðèíîâà Þ.Å., Õèöêî ß.Â. Îïòèìèçàöèÿ ñóììàðíîé ïàðàìåòðè-
÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåâåðñèâíûõ öèôðîâûõ ôèëüòðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè â íå-
êàíîíè÷åñêèõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåìàõ // Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå,
2015, 37, ¹ 5, ñ. 117—126.

11. Êàë³íîâñüêèé ß.Î. Ðîçâèòîê ìåòîä³â òåîð³¿ ã³ïåðêîìïëåêñíèõ ÷èñëîâèõ ñèñòåì äëÿ
ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ³ êîìï’þòåðíèõ îá÷èñëåíü: Äèñ. äîê-ðà òåõí. íàóê.
Êè¿â, 2007, 308 ñ.

12. Êàëèíîâñêèé ß.À. Ñòðóêòóðà ãèïåðêîìïëåêñíîãî ìåòîäà áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ëè-
íåéíîé ñâåðòêè äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ// Ðåºñòðàö³ÿ, çáåð³ãàííÿ ³ îáðîáêà äàíèõ, 2013,
15, ¹ 1, ñ. 31—44.

Ïîëó÷åíà 12.09.18

REFERENCES

1. Bleichut, R. (1984), Bystrye algoritmy tsyfrovoy obrabotki signalov [Rapid algorithms of
digital signal processing], Mir, Moscow. USSR.

2. Nussbaumer, G. (1985), Bystroe preobrazovanie Furie i algoritmy vychisleniya svyortok
[Fast Fourier transform and computation of convolution algorithms], Radio and svyaz, Mos-
cow, USSR.

3. Drozd, Yu.A. and Kirichenko, V.V. (1980), Konechno-mernye algebry [Finite-dimensional
algebras], Vyshcha shkola, Kiev, USSR.

4. Sinkov, M.V. Boyarinova, Yu.E. and Kalinovsky, Ya.A. (2010), Konechno-mernye giper-
kompleksnye chislovye sistemy. Osnovy teorii. Primeneniya. [Finite-dimensional hyper-
complex numerical systems. Fundamentals of the theory. Applications], Infodruk, Kiev,
Ukraine.

5. Kalinovsky, Ya.A. and Boyarinova, Yu.E. (2012), Vysoko-razmernye izomorfmye giper-
kompleksnye chislovye sistemy i ikh ispolzovanie dlya povysheniya effektivnosti vychislenii
[High-dimensional isomorphic hypercomplex number systems and their use for increasing
the efficiency of computations], Infodruk, Kiev, Ukraine.

ß.À. Êàëèíîâñêèé, Þ.Å. Áîÿðèíîâà, ß.Â. Õèöêî, À.Ñ. Ñóêàëî

38 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2018. V. 40. ¹ 5



6. Kalinovsky, Ya.A. (2017), “Effective algorithms for solving the isomorphism equations for
hypercomplex number systems using exponential representations”, Elektronnoe modeliro-
vanie, Vol. 39, no. 1, pp. 75-90.

7. Toyoshima, H. (2002), Computationally efficient implementation of hypercomplex digital
filters, IEICE Trans. Fundamentals, E85-A, 8, pp. 1870-1876.

8. Schutte, H.D. (1991), Digitalfilter zur Verarbeitung komplexer und hypercomplexer Signale,
Dissertation. Paderborn, 1991.

9. Schulz, D., Seitz, J. and LustosadaCosta, J.P. (2011), Widely linear SIMO filtering for
hypercomplex numbers, IEEE Information Theory Workshop, pp. 390-394.

10. Kalinovsky, Ya.A., Boyarinova, Yu.E. and Khitsko, Ya.V. (2015), “Optimization of the to-
tal parametric sensitivity of reversible digital filters with coefficients in non-canonical
hypercomplex number systems”, Elektronnoe modelirovanie, Vol. 37, no. 5, pp. 117-126.

11. Kalinovsky, Ya.O. (2007), “The development of method in the theory of hypercomplex
number systems for mathematical modeling and computing is calculated”, Dissertations of
Dr Sc. (Tech.), 01.05.02, Kyiv, Ukraine.

12. Kalinovsky, Ya.A. (2013), “Structure of the hypercomplex method for fast calculation of
linear convolution of discrete sign”, Reestratsiya, zberigannya i obrobka dannykh, Vol. 15,
no. 1, pp. 31-44.

Received 12.09.18

ß.Î. Êàëèíîâñüêèé, Þ.ª. Áîÿðèíîâà, ß.Â. Õèöêî, À.Ñ. Ñóêàëî

ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍß ÌÅÒÎÄ²Â ÃÅÍÅÐÀÖ²¯ ²ÇÎÌÎÐÔÍÈÕ
Ã²ÏÅÐÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ ×ÈÑËÎÂÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÄËß Ï²ÄÂÈÙÅÍÍß
ÅÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒ² ÌÍÎÆÅÍÍß Ã²ÏÅÐÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ ×ÈÑÅË

Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ìíîæåííÿ ã³ïåðêîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêèé çàáåçïå÷óº çíà÷íå çìåí-
øåííÿ îá’ºìó ðå÷îâèííèõ îïåðàö³é. Ìåòîä ïîëÿãàº ó ïåðåõîä³ äî ñëàáîçàïîâíåíèõ ³çî-
ìîðôíèõ ã³ïåðêîìïëåêñíèõ ÷èñëîâèõ ñèñòåì (Ã×Ñ), ó ÿêèõ ã³ïåðêîìïëåêñíå ìíîæåííÿ
ïîòðåáóº ìåíøîãî ÷èñëà ðå÷îâèííèõ ìíîæåíü. Ñèíòåçîâàíî òàê³ ïàðè ³çîìîðôíèõ Ã×Ñ, à
òàêîæ âèðàçè äëÿ îïåðàòîð³â ³çîìîðô³çìó. Ðîçðîáëåíèé ìåòîä äîö³ëüíî âèêîðèñòîâóâàòè
äëÿ ïîáóäîâè øâèäêèõ àëãîðèòì³â ë³í³éíî¿ çãîðòêè.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: ã³ïåðêîìïëåêñíà ÷èñëîâà ñèñòåìà, ë³í³éíà çãîðòêà, ³çîìîðô³çì, ìíî-
æåííÿ, êîìïëåêñí³ ÷èñëà, ïîäâ³éí³ ÷èñëà.

Ya.A. Kalinovsky, Yu.E. Boyarinova, Ya.V. Khitsko, A.S. Sukalo

USE OF METHODS FOR GENERATING ISOMORPHIC
HYPERCOMPLEX NUMBER SYSTEMS TO INCREASE THE EFFICIENCY
OF MULTIPLYING HYPERCOMPLEX NUMBERS

The method of multiplication of hypercomplex numbers is proposed, which provides a signifi-
cant reduction in the volume of real operations. The method consists in the transition to weakly
filled isomorphic hypercomplex number systems (HNS) in which a smaller number of real multi-
plications is required for hypercomplex multiplication. Such pairs of isomorphic HNS, as well as
expressions for isomorphism operators, have been synthesized. The developed method should be
used to construct fast linear convolutional algorithms.

K e y w o r d s: hypercomplex numerical system, linear convolution, isomorphism, multiplication,
complex numbers, double numbers.
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