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Рассмотрены особенности деталей, подвергаемых накатке, конструкция магнитной системы датчика кон-

троля структуры поверхностного слоя металла. Определена необходимость разработки методов и приборов для 
проведения качественных измерений параметров поверхностного накатанного слоя металла колесной оси. 
Предложены две математические модели векторного поля намагниченности в контролируемой оси колесной 
пары подвижного состава и в магнитопроводе датчика. Одна модель предназначена для расчета и анализа плос-
копараллельного поля в двухслойном ферромагнитном материале и в сердечнике П-образного намагничиваю-
щего устройства, вторая – для анализа трехмерного магнитного поля. Задачи по расчету полей вычисляются 
посредством численного решения интегральных векторных уравнений. Приведены аналитические зависимости 
для расчета коэффициентов систем алгебраических уравнений. Предложены формулы для расчета напряженно-
сти поля, создаваемого катушками с током.  
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Розглянуті особливості деталей, що підлягають накатці та конструкція магнітної системи датчика контролю 

структури поверхневого шару металу. Визначена необхідність розробки методів і приладів для проведення  
якісних вимірювань параметрів поверхневого накатаного шару металу колісної осі. Запропоновано дві матема-
тичні моделі векторного поля намагніченості в контрольованій осі колісної пари рухомого складу й в магнітоп-
роводі датчика. Одна модель призначена для розрахунку й аналізу плоскопаралельного поля в двошаровому 
феромагнітному матеріалі й в осерді П-образного намагнічуючого пристрою, друга – для аналізу тривимірного 
магнітного поля. Задачі з розрахунку полів розв’язуються за допомогою чисельного рішення інтегральних век-
торних рівнянь. Наведено аналітичні залежності для розрахунку коефіцієнтів систем алгебраїчних рівнянь. За-
пропоновано формули для розрахунку напруженості поля, що створюється котушками зі струмом.  
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АКТУАЛЬНОСТЬ РАБОТЫ. Особенностью де-

талей, подвергаемых накатке, являются различные 
виды материала, различная геометрическая форма и  
размеры. Так, например, для изготовления тепло-
возной оси колесной пары применяются стали марок 
Ст40, Ст45 с шестью различными диаметрами на 
одной оси и четырьмя галтельными переходами, а 
также различного диаметра и твердостью в неуп-
рочненном состоянии – HV 170МПа.  

На основе проведенного анализа существующих 
приборов и методик можно сделать вывод, что в 
данный момент нет прибора, который мог бы про-
вести качественные измерения параметров поверх-
ностного накатанного слоя металла, таких как твер-
дость и толщина упрочненного слоя, а также то, что 
наиболее подходящими для этих целей являются 
магнитные методы.  

Определение магнитных параметров в условиях 
производства осложнено тем, что, кроме сложности 
геометрической формы изделия и различных разме-
ров, измерения могут проводиться в запыленной и 
увлажненной среде, а это является еще одним необ-
ходимым условием, которое необходимо учесть при 
проектировании прибора. 

Целью исследования является разработка мате-
матической модели магнитной системы датчика 
контроля структуры поверхностного слоя металла. 

МАТЕРИАЛ И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ. 
Конструкция магнитной системы датчика 
Упрощенная модель магнитной системы с  

П-образным приставным электромагнитом приведе-
на на рис. 1. 

На магнитопроводе 3 расположены две катуш-
ки 4. Ярмо магнитопровода и основание полюсов 
используются для размещения магниточувствитель-
ных элементов, в качестве которых применяются 
преобразователи Холла и феррозонд. Поскольку 
колесная ось тепловоза (вагона) ступенчатая и имеет 
несколько участков различного диаметра, то ис-
пользуются несколько датчиков с различными гео-
метрическими параметрами. 

Упрощенная модель плоскопараллельного маг-
нитного поля вектора намагниченности датчика 

Линейные размеры датчика (40×60 мм) меньше 
радиуса контролируемой оси колесной пары  
(240 мм), и задача рассматривается в прямоугольной 
системе координат. 
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Рисунок 1 – Модель магнитной системы  
измерительного преобразователя: 

1 – сердцевина; 2 – накатанный (упрочненный) 
слой; 3 – магнитопровод; 4 – катушка; 

5 – измеритель магнитной индукции;  
6 – измеритель напряженности магнитного поля; 
Kb  – высота катушки (10 мм); Kia  – внутренний 
диаметр (7,25 мм); t  – межосевое расстояние 

(22,5 мм); h – расстояние между контролируемой 
поверхностью и магнитопроводом (0,06–0,15 мм); 

Kh  – расстояние между контролируемой  
поверхностью и катушкой 

 
Поскольку магнитоизмерительные преобразова-

тели расположены на средней линии сердечника, то 
можно решить задачу по расчету магнитного поля в 
плоскости R2, где R в данном случае – это расстоя-
ние между точками источника и наблюдения (плос-
копараллельное поле), что значительно сократит 
время и объем вычислений. 

В качестве исходного выбирается интегральное 
уравнение [1] 

_
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 (1) 

где Q, Р – точки источника и наблюдения P S ; 
Q S ; M( P )  – вектор намагниченности;  

PQr  – модуль вектора, проведенного из точки Р в 

точку Q; CТH  – вектор напряженности стороннего 
магнитного поля; S – общая рассматриваемая пло-
щадь; Sp – площадь области решения. 

Намагниченность M  является функцией напря-
женности магнитного поля M M ( H ) . 

Если использовать равенство 

div( M ) divM Mgrad     , 

где   – угол между линиями векторов, то уравне-
ние (1) можно записать в виде 
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(2) 

где Mn(T) – нормальная составляющая вектора M к 
линии, ограничивающей площадь S; T – точка на 
линии L; Tdl  – бесконечно малый магнитный эле-
мент линии L. 

При разбиении площади S на элементарные 
площадки (ЭП), в пределе которых M const , 
divM ( P ) 0 , выражение (2) перепишется так: 
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 (3) 

При разбиении площади S на элементарные 
площадки, выражение (3) сведется к следующему 
алгебраическому уравнению: 
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где i, j – точки наблюдения и источника; ji1  – еди-
ничный вектор, направленный из точки j в точку i; 

nl  – нормаль к контуру ЭП; N – число ЭП;  
Li – длина контура площади решения; rji – расстоя-
ние между точками наблюдения и точками источни-
ка. 

Интегралы, входящие в  уравнение (4), не имеют 
особенностей, т.к. точка наблюдения находится в 
центре ЭП, а интегрирование ведется по контуру 
ЭП. 

Модель магнитной системы измерительного 
преобразователя показана на рис. 1. 

Напряженность, создаваемая слоем тока j , рас-
считывается по формуле Био–Савара [2]: 

                  

R

L

j 11H dy,
2 R


                   (5) 

где j  – вектор плотности тока; R1  – единичный 
вектор; R  – расстояние между точкой источника и 
точкой наблюдения. 
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При интегрировании (5) проекции вектора будут 
иметь вид для одного i-того токового слоя: 
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где Qx , Qy  – координаты точки Q.  
Модуль вектора напряженности намагничиваю-

щего магнитного поля рассчитывается по следую-
щему уравнению: 
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  , 

где F – число слоев тока, количество которых выби-
рается согласно следующему разделу; xiH , yiH  – 

проекции вектора Н; x1 , y1  – единичный вектор. 
Для определения составляющих вектора напря-

женности магнитного поля, индуцированного на-
магниченностью M  (рис. 2), получены следующие 
выражения: 
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где ix , iy  – координаты точки i;  jx , jy  – коорди-
наты точки j. 
 

 
Рисунок 2 – К расчету коэффициентов 

системы алгебраических уравнений  
 
Поскольку рассматриваемое пространство дейст-

вия измерительного преобразователя состоит из 
трех областей, то задача расчета магнитного поля 
сводится к решению системы трех интегральных 
уравнений: 
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где 1N  – число ЭП в области магнитопровода на-
магничивающего устройства; 2N  – число ЭП в уп-
рочняемом слое металла; 3N  – число ЭП в области 
сердцевины;  p, l – точки источника и наблюдения в 
сердцевине оси; k, m –  точки источника и наблюде-
ния в упрочненном металле; j, i – точки источника и 
наблюдения в сердечнике датчика. 

При разбиении области решения интегральных 
уравнений на ЭП система интегральных уравнений 
(6) редуцируется к следующей системе алгебраиче-
ских уравнений: 
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Модель трехмерного магнитного векторного поля 
намагниченности датчика 

При построении модели принимаются следую-
щие допущения: магнитный материал колесной оси 
считается изотропным; процесс определения харак-
теристик считается статическим, т.е. не учитывают-
ся магнитная вязкость материала и действие вихре-
вых токов. 

Поскольку процедура расчета поля должна про-
изводиться неоднократно, математическая модель 
должна быть достаточно простой и обеспечивать 
максимальную точность расчета. Основой матема-
тической модели трехмерного поля является про-
странственное интегральное векторное уравнение 
[3]: 
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где H ( Q ) – напряженность магнитного поля внутри 
металла; стH ( Q ) – напряженность намагничиваю-
щего поля; M – вектор намагниченности; n  – нор-
маль к поверхности ферромагнитного материала. 

При разбиении области намагничивания на эле-
ментарные объекты (ЭО) [3] интегральное уравне-
ние (7) редуцируется в выражение  
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где N – число ЭО.  
В качестве ЭО берется параллелепипед. Намаг-

ниченность является функцией Н, т.е. М = ƒ(H). Эта 
зависимость может задаваться в аналитической 
форме. Наиболее удачной аппроксимацией является 
выражение, предложенное в [4]:  
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H  – начальная восприимчивость; sM  – намагни-
ченность насыщения; rM  – остаточная намагничен-
ность; cM  – намагниченность при Н = Нс;  
Hc  – коэрцитивная сила; H  – напряженность маг-
нитного поля в ферромагнитном материале; 

csH  – напряженность при М=Мз; Мз  – намагничен-
ность зеркального изображения поля; mH  – макси-
мальная напряженность; rsM  – остаточная намаг-
ниченность по предельной петле. 

Кривая возврата описывается уравнением 

s c c

o o

c c

o o

M H H H
M arctg arctg

H H

H H H Harctg arctg .
2 H 2 H

 
   

 
  

  
 



 
 

Общее выражение для петли гистерезиса: 

 cs

s

c c

s s

H HMM 2arctg
2 H

H H H Harctg arctg ,
2 H 2 H




 

  
     

  
     

 

    (9) 

где sH  – напряженность насыщения. 
Верхние знаки в (9) относятся к восходящей, а 

нижние – к нисходящей ветви петли гистерезиса. 
При расчете поля M  внутри ферромагнитного 

материала следует учитывать все магнитные пара-
метры материала, в том числе нелинейную зависи-
мость М(Н), поэтому в системе алгебраических 
уравнений (9)  M M H .  

Модель магнитной системы датчика магнитных 
характеристик верхнего упрочненного слоя магнит-
ного материала колесной оси показана на рис. 3. 
Межполюсное расстояние П-образного магнитопро-
вода меньше радиуса колесной оси, поэтому расчет 
магнитного поля целесообразно проводить в прямо-
угольной системе координат. 

При этом i i ijx sin  ; i i iy cos   ; i iz z ; 

nai x i y i1 si1 n 1 cos   ; x i y inbi 1 co1 s 1 sin   ,   

где nai1 , nbi1  – единичные векторы, нормальные к 
граням ЭО; i  – цилиндрическая координата;  

ij  – угол между точками источника и наблюде-
ния i, j. 

Сердечник намагничивающего электромагнита 
разбивается на ЭО, представляющие собой паралле-
лепипеды. 

Источником стороннего магнитного поля явля-
ются катушки, расположенные на стержнях  
П-образного сердечника. Размещение на них кату-
шек вызвано двумя причинами: во-первых, согласно 
[4], это наиболее рационально, во-вторых, на ярме 
будут располагаться магнитоизмерительные преоб-
разователи. 

 
Рисунок 3 – Модель датчика магнитных  

характеристик контролируемого материала 
 
Количество токовых слоев катушки, представ-

ленной на рис. 4, определяются по следующей фор-
муле [4]: 

1 2

40 l F ,
p p



                                 (10) 

где  l  – расстояние между слоями; 1 2 p , p  – пара-
метр катушки и сердечника. 

 

 
 

Рисунок 4 – Представление катушки  
слоями с током  

 
Очевидно, что 

k k

10 lF
a c a c




  
, 

где a, c  – размеры сердечника; k ka , c – размеры ка-
тушки. 

Напряженность магнитного поля, индуцирован-
ного одной катушкой, представляется в виде 
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F

ст i i
i 1

1H M ,
4 

  


 

где i
k

IW 
2b F

   – плотность тока в слое;  I – ток в 

катушке;  W – количество витков;  i M  – вектор-
ная функция, зависящая от геометрии катушек и 
местоположения точки наблюдения. 

Элемент тока  dl , согласно закону Био-Савара, 
создает напряженность поля: 

PQi
i 3

PQ

dl r
dH dS

4 r




 , 

где dS  – элементарная площадка; dl  – элемент 
длины, совпадающий с направлением тока. 

В результате i  имеет следующий вид: 

1 2

3

x
i x y x y3 3

S S

x z
z y z y3 3

S

l r l rd d d d
r r

l r l rd d d d ,
r r

   



  


   

  



 

где x y zl , l , l  – базисные векторы прямоугольной 
системы координат; 1 2 3S ,S ,S  – поверхности слоев 
катушек. 

На рис. 5 изображена трехмерная модель рас-
сматриваемой катушки. 

 

 
 

Рисунок 5 – Трехмерная модель катушки  
в прямоугольной системе координат: 

z z;  x x t;   y y h    
 

При выполнении векторного умножения получа-
ется: 

1 1

3 3

2 2
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После интегрирования для одной катушки имеем 
2 2 2

i x k m k m x m k m k m

2 2 2 2 2 2
k m x m k m k m k m x m k m

1l ln c z ( a x ) (b y ) (c z ) ln c z
2
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(11) 
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     2 2 2
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Расчет поля левой катушки производится с по-

мощью выражений (11), в которых x x t   , а знак 
перед i  изменяется на противоположный. Таким 
образом, напряженность стороннего поля, создавае-
мого катушками, будет равна: 

 
F

ст i i i
i 1

1H ( x t ) ( x t ) .
4 

     


 

Значение cтH  входит в выражение (8). 
На рис. 6 показано разбиение области решения 

уравнения (8) на ЭО. Упрочненный слой металла 3 
имеет магнитные характеристики, отличные от ха-
рактеристик металла всей оси. 

Уравнение (8) в развернутом виде записывается 
следующим образом: 

N N N

xi xx xj xy yj xz zj стxi
j 1 j 1 j 1

H C M C M C M H ;
  

         

N N N

yi yx xj yy yj yz zj стyi
j 1 j 1 j 1

H C M C M C M H ;
  

      (12) 

N N N

zi zx xj zy yj zz zj стzi
j 1 j 1 j 1

H C M C M C M H
  

      . 

Если рассчитывается векторное поле намагни-
ченности при отключении тока в обмотках катушки, 
то cтH 0 . 

 

 
Рисунок 6 – Разбиение области решения  

системы уравнений на ЭО: 
1 – сердечник; 2 – катушки; 3 – упрочненный 

слой; 4 – неупрочненный металл (сердцевина) 
 
Число N определяется количеством ЭО, которые 

составляют сердечник, упрочненный слой металла и 
область неупрочненного металла, т.е.  

c yn 0N N N N   , 

где cN  – число ЭО, входящих в сердечник;  

упN  – число ЭО, входящих в упрочненный слой; 

oN  – число ЭО, входящих в неупрочненный слой 
металла. 
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Коэффициенты C  рассчитываются по следую-
щим уравнениям: 
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4 ( x x x )R
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2 2 2
j i j i j iR ( x x x ) ( y y y ) ( z z z )         , 

где x , y , z  – геометрические параметры ЭО. 
Система уравнений (12) решается итерационным 

методом:  

              
k 1 k k k
ix ix ix ixM M ( H H( M ) );     

    
k 1 k k k
iy iy iy iyM M ( H H( M ) );              (13) 

             
k 1 k k k
iz iz iz izM M ( H H( M ) ),     

где 1 2   подбирается численным эксперимен-
том. 

Предварительно рассчитываются величины o
xM , 

o
yM , o

zM  приближенным способом, а также опре-
деляется область намагничивания материала колес-
ной оси под П-образным электромагнитом. Для уп-
рощения расчета считается, что поверхность колес-
ной оси плоская. Это справедливо при выполнении 
условия 2 5 3 0 2R ( , , ) t   и погрешность расчета не 
превышает 4 % [3]. 

Поскольку П-образный электромагнит находится 
над ферромагнитным металлом, то для расчета маг-
нитного потока в магнитопроводе можно использо-
вать метод зеркальных изображений – метод Сирле 
(рис. 7). 

 

 
 

 
 

Рисунок 7 – Зеркальное изображение 
П-образного электромагнита и эквивалентная 

схема магнитной цепи: Rз – магнитное  
сопротивление участка зеркального изображения;  
Rв – магнитное сопротивление воздушного зазора; 

Rм – магнитное сопротивление магнитопровода; 
 IзW – ампер/витков зеркального изображения;  

IW – ампер/витков катушки 
 
Согласно методу Сирле, ток в обмотке зеркаль-

ного изображения электромагнита равен: 

3
I( 1 )I

1








, 

где I  – ток в обмотке электромагнита;   – относи-
тельная магнитная проницаемость ферромагнитной 
среды. 

Поскольку 1 , можно считать, что 3I I . 
Магнитное сопротивление сердечника и его зер-

кального изображения равно: 

ì 3
o c

lR R
( M )S 

  , 

где l  – длина средней линии двух магнитопроводов; 
( M )  – функция относительной магнитной прони-

цаемости материала сердечника; M  – намагничен-
ность сердечника; 0  – магнитная постоянная;  

cS  – площадь сечения сердечника. 
Индукция в сердечнике электромагнита равна: 

м в c м в c

2IW IWB .
S ( 2R 2R )S ( R R )S

  
 

  

Намагниченность в сердечнике рассчитывается 
следующим образом: 

в в
o c

o c o c

IW( ( М ) 1) IW( ( М ) 1)M ll l l ( М )S ( )
( М )S S

 


  

 
 


. (14) 
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Поскольку имеется нелинейная зависимость 
( M ) , расчет по выражению (14) ведется итераци-

онным методом: 
( k )

k 1
( k )

в

IW( ( M ) 1)M
l l ( M )

 






. 

Результат получается при выполнении соотно-
шения ( k 1 ) ( k ) ( k )

1( M M ) / M ,    где   – вы-
бранные числа 0 05,  . 

Расчет векторного поля намагниченности в фер-
ромагнитном материале производится также мето-
дом Сирле. Величина вектора намагниченности в 
сердечнике П-образного электромагнита рассчиты-
вается по уравнению [1] 

n
2M M

1



,  

где   – относительная магнитная проницаемость 
металла оси; nM  – нормальная составляющая век-
тора намагниченности на поверхности полюсов на-
магничивающего устройства. 

Векторное поле напряженности в металле ап-
проксимируется полем двух полюсов П-образного 
электромагнита (рис. 8). 

 

 
 

Рисунок 8 – Проекции полюса электромагнита  
 
Составляющие вектора напряженности магнит-

ного поля в металле контролируемой детали рассчи-
тывается по следующим выражениям: 
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где ix , iy , iz  – точка наблюдения; jx , jy , jz  – точ-
ка источника. 

Перед расчетом область ферромагнитного ме-
талла контролируемой детали разбивается на ЭО и в 
каждом ЭО определяется ( o )

x xM ( 1)H  ; 
( o )
y yM ( 1 )H  ; ( o )

z zM ( 1)H  , тем самым 
задаются для каждого ЭО начальные значения век-
тора M  и с этих значений начинается итерацион-
ный процесс решения системы уравнений. 

Кроме того, находят ограниченную область в 
ферромагнитном материале, в которой определяют-
ся векторы M . В область включаются только те 
ЭО, для которых pM M

 
( pM  – намагниченность 

меньше значений Релея).  
В результате итерационного решения (13) рас-

считываются модуль вектора намагниченности и 
модуль вектора напряженности: 

k k 2 k 2 k 2
i i ,x i ,y i,zH ( H ) ( H ) ( H ) ;    

k k 2 k 2 k 2
i i ,x i ,y i,zM ( M ) ( M ) ( M ) ,    
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где i 1,N . 
По модулю вектора намагниченности находится 

модуль вектора напряженности поля, при этом ис-
пользуется или кривая намагничивания, или петля 
гистерезиса контролируемого материала. 

Определяются проекции вектора напряженности 
поля по следующим уравнениям: 

k
i ,xk k

i ,x i k
i
k
i,yk k

i ,y i k
i

M
H( M ) H( M ) ;

M

M
H( M ) H( M ) ;

M





 

k
i ,zk k

i ,z i k
i

M
H ( M ) H ( M ) .

M
  

Векторы iH ( M )  и iM коллинеарные.  
Итерационное решение (13) заканчивается при 

выполнении условия 
k 1 k k
i i i 1( M M ) / M ,    

где   – погрешность расчета, 2 310 10 .     
ВЫВОДЫ. Получены математические модели 

для расчета и анализа параметров намагниченности 

в области упрочненного слоя ферромагнитного ма-
териала оси колесной пары. Математические модели 
представляют собой системы алгебраических урав-
нений, коэффициенты системы уравнений приведе-
ны в аналитической форме. 
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MATHEMATICAL MODELS OF THE MAGNETIC FIELD IN THE SYSTEM  
OF SENSOR MONITORING SURFACE LAYER OF METAL 

V. Bezkorovayniy, Yu. Livtsov, O. Tarasenko, V. Yakovenko 
Volodymyr Dahl East Ukrainian National University 
kvart. Molodizhny, 20а, Lugansk, 91034, Ukraine. E-mail: volk_7@ukr.net 
The features of parts subjected knurled design magnetic sensor system control structure of the surface layer of metal 

are viewed. The necessity of developing methods and instruments for conducting high-quality measurements of the sur-
face layer of metal knurled wheel axle are defined. Proposed two mathematical models of the magnetic field of the 
magnetization vector in a controlled axis of rolling stock and in the magnetic sensor. One model is designed for calcula-
tion and analysis of plane field in a two-layer ferromagnetic material and in the core of U-magnetizing device. The se-
cond model is for the analysis of three-dimensional magnetic field.  The tasks for the calculation fields are modeled 
based on the numerical solution of integral equations of vector. Analytical dependences for calculation of coefficients of 
algebraic equations are given. The formulas for the calculation of the field strength generated by the coil with current 
are offered.  

Key words: magnetization, coil, integral equation, sensor. 
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