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Анотація. В роботі описаний математичний алгоритм зміни величини навантаження на 
досліджуваний опорний вузол, що базується на комплексному перерозподілі внутрішніх зусиль або 
параметрів жорсткості в усіх стрижнях конструкції. При цьому застосовується той же 
принцип, що й при управлінні формою конструкції шляхом системного розв’язання 
параметричних рівнянь кожного стрижня із поправкою на плановані зміни величин компонентів 
опорної реакції. 
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Постановка проблеми 

Особливості стрижневих конструкцій з 
шарнірним сполученням усіх в’язей проявляються у 
простоті та відносній передбачуваності їх роботи у 
навантаженому стані. За відсутності згинальних 
моментів кожен стрижень конструкції працює лише 
на стиск або на розтяг. Це дозволяє досить просто 
здійснювати процес формоутворення стрижневих 
конструкцій засобами класичної теоретичної 
механіки та дискретної геометрії  [1, 2, 3]. Якщо 
прийняти умову, що для кожного стрижня моделі, 
який сполучає довільні i-й та j-й її вузли, 
відношення величини внутрішнього зусилля Ri,j до 

його довжини i,j, буде задане сталим: 

,,,,, jijijiji constR 
 (1) 

то рівняння рівноваги кожного i-го вільного вузла 
приймуть наступну форму: 

  ,, 0ss is

n

1j
jiij 



 (2) 

де s – узагальнене позначення координат;і – вектор 
поля (в найбільш загальному випадку) зовнішніх 
навантажень у i-му вузлі; n – кількість вузлів 

конструкції, суміжних із даним (i-м); i,j – параметр 
жорсткості стрижня, який сполучає відповідно i-й та 
j-й вузли. На практиці величини параметрів 
жорсткості не можуть бути завжди сталими і 
змінюються в залежності від характеру розподілу та 

величини вузлових навантаженьі в кожному 
стрижні конструкції індивідуально. Тому рівняння (2) 
виражає найбільш узагальнену форму такого підходу. 
Формоутворення моделі здійснюється шляхом 

розв’язання системи рівнянь (2), складених для 
координат усіх вільних вузлів моделі. Маючи 
координати вузлів конструкції не складно визначити 
й величини опорних реакцій. 

Існує цілий ряд класичних будівельних проблем, 
що можуть сильно ускладнити або навіть повністю 
унеможливити розміщення опор стрижневих 
конструкцій у тому чи іншому проектному місці. Так, 
наприклад, якщо опори (опорні вузли у складі 
моделі) конструкції передають навантаження 
безпосередньо на ґрунтову основу, то у зв’язку з 
неоднорідними властивостями останньої може 
виникнути необхідність локально перерозподілити 
опорні зусилля таким чином, щоб досягти 
рівномірних деформацій (осадки, просадки, усадки 
або горизонтальних переміщень) ґрунтового масиву 
під усіма ділянками споруди. Для вирішення цієї 
задачі потрібно корегувати конфігурацію форми 
стрижневої системи або змінювати принцип 
розподілу експлуатаційних навантажень на її вузли. 
При цьому змінювати топологічні ознаки системи в 
більшості випадків не бажано, так як це може 
вплинути на концептуальну цілісність та візуальне 
сприйняття конструкції загалом. 

Формулювання цілей та завдання 
публікації 

Зважаючи на вище сказане, визначимо 
математичний алгоритм, що дозволить системно 
перерозподіляти реактивні зусилля в опорних вузлах, 
цілеспрямовано розвантажуючи (або довантажуючи) 
окремі з них шляхом варіювання параметрів 
жорсткості стрижнів конструкції без зміни топології 
останньої. 
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Аналіз основних досліджень 

В якості основного інструменту для реалізації 
поставленої мети використаємо математичний 
апарат, комплексного корегування форми сітчастих 
структур, продемонстрований в роботах [4, 5]. Його 
принцип полягає у наступному. Для системного 
контролю параметрів жорсткості кожного зі 
стрижнів необхідно скласти відповідну кількість 
параметричних рівнянь їх стану. При цьому в якості 
параметрів кожного зі стрижнів можна прийняти 
або величини внутрішніх зусиль Ri,j, або параметри 

жорсткості стрижнів i,j, які пов’язані залежністю 
(1). В найбільш загальній та простій формі, 
адаптованій для будь-яких топологічних 
особливостей стрижневої системи, параметричні 
рівняння мають наступний вигляд [6, 7]: 

1) для стержня SaSb I-го типу, що сполучає два 
вільних (навантажених) вузли – a-й та b-й: 
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(3) 

2) для стержня SaSfix IІ-го типу, що сполучає 
один вільний a-й (навантажений) та один базовий 
(опорний) fix-й вузли: 
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  fixfixzfixfixyfixfixx zRyRxR  

., 0B fixaa   

(4) 

Тут: i,j та i,j – довжина в’язі між і-м й j-м вузлами 
та параметр її жорсткості; Rx fix, Ry fix та Rz fix – 

проекції вектора реакції опори; і – функція 
скалярного потенціалу векторного поля впливу в і-
му вузлі, тобто: 

;iiis s  (5) 

m та n – кількість вузлів суміжних із a-м та b-м (або 
fix-м) вузлами відповідно; Bi,j – константа, що є 
сумарним результатом операцій інтегрування 
рівнянь типу (1) та заміни діагональних елементів 
матриці коефіцієнтів системи параметричних 

рівнянь на відмінні від 22
i,j (або нульові) елементи 

типу 2
i,j;  – деяке невід’ємне число, що 

обумовлює швидкість та ймовірність збіжності 
ітераційного числення. 

В матричній формі алгоритм застосування 
рівнянь (2) – (4) ілюструє циклічний ітераційний 
процес, що здійснюється шляхом послідовного 
вирішення наступних тотожностей: 

        ,p1p11pp gs    (6) 

              ./ 1p2ppp
12pp 


  (7) 

Тотожність (6) відповідає розв’язку системи 
рівнянь типу (2), а тотожність (7) – розв’язку 

системи рівнянь типу (3) і (4). Тут: [s], [g] та [] – 
матриці координат, крайових умов та зовнішніх 

впливів відповідно (розмірністю k×3); [] – 
матриця параметрів жорсткості стрижневої 
структури (розмірністю k×k), що характеризує 
топологію останньої; k – кількість вільних вузлів 

моделі. {} – вектор-стовпець параметрів 
жорсткості сітчастої структури, який містить 

параметри жорсткості всіх в’язей моделі; {} та {/} 
– відповідно вектор-стовпці реальних (поточних) та 
бажаних показників вузлових скалярних 
потенціалів; {B} – вектор-стовпець операційних 
констант, які є наслідками побудови параметричних 

рівнянь стану в’язей моделі; [2] – матриця 
геометричних параметрів стрижневої структури 
(розмірністю h×h); h – кількість стрижнів моделі; p 
– індекс, що відповідає порядковому номеру циклу 
корегування моделі. Корегування моделі на 
кожному етапі ітераційного циклу відбувається 
шляхом заміні поточних величин вузлових 
потенціалів на бажані.  

Основна частина 

Очевидно, що сформульований вище принцип 
корегування параметрів стрижнів конструкції не 
може бути використаний для вирішення поставленої 
задачі, оскільки величини вузлових потенціалів 
лише опосередковано пов’язані з опорними 
реакціями. Слід зауважити, що в системі (6) – (7) 
величини опорних реакцій не фігурують у явній 
формі, однак це відбувається лише тому, що вони 
залишаються незмінними до і після підстановки 
потенціалів, а тому самоскорочуються при кожній 
ітерації. 

Відтак, необхідно ввести корективи до 
тотожності (7), замінивши цільові функції зі 
скалярного потенціалу на величини компонентів 
опорних реакції. 

Сформуємо систему рівнянь (3) – (4) у 
матричній формі до початку розв’язання. Всі 
компоненти системи запишемо у розгорнутому 
вигляді, окремо виділивши елементи, що 
відносяться до стрижнів І-го та ІІ-го. Вважатимемо, 
що кількість стрижнів І-го типу становить q. 
Кількість стрижнів обох типів, як і раніше 
становитиме h. Сама система матиме вигляд: 

223

Енергоефективність в будівництві та архітектурі. Випуск № 9



      

 

        .0B2   (8) 

Вектор-стовпець параметрів жорсткості 

сітчастої структури {} матиме наступний вид: 
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T
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(9) 

Вектор-стовпець вузлових показників 

скалярного потенціалу {} матиме такий вигляд: 

   
qbqa2b2a1b1a

T ...

.... h2q1q constconstconst   

(10) 

Вектор-стовпець операційних констант {B} 
матиме наступний вид: 

   
qba2ba1ba

T BBBB ,,, ...

  1qfixfixzfixfixyfixfixx1qfixa zRyRxRB )(,  

 
...)(, 2qfixfixzfixfixyfixfixx2qfixa zRyRxRB  

.)(, hfixfixzfixfixyfixfixxhfixa zRyRxRB   

(11) 

Матриця геометричних параметрів стрижневої 

структури [2] матиме такий вигляд: 

  ,









WV

UT2  (12) 

де блоки [T], [U], [V] та [W] матимуть форму: 
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Тепер, зважаючи на специфіку елементного 

складу вектор-стовпця {B}, розділимо його на дві 
складові, що включатимуть власне операційні 
константи (вектор {B}) та компоненти опорних 
реакцій (вектор {R}) відповідно: 

   
qba2ba1ba

T BBB ,,, ...

,... ,,, hfixa2qfixa1qfixa BBB


  

(17) 

    q21
T 000R ...  

 1qfixfixzfixfixyfixfixx zRyRxR )(  

  ...)( 2qfixfixzfixfixyfixfixx zRyRxR

.)( hfixfixzfixfixyfixfixx zRyRxR   

(18) 

Враховуючи вирази (17) та (18), тотожність (8) 
можна переписати наступним чином для 
попереднього кроку ітераційного числення: 

           .0RB 1p1p1p1p21p    (19) 

В роботі [3] було показано, що на кожному 
етапі ітераційного циклічного числення операційні 
константи {B} залишаються сталими до і після 
заміни цільових функцій. Відтак, виразимо вектор 
{B} з тотожності (19), враховуючи індекси номеру 
ітерації: 

            .1p1p21p1p1pp RBB    (20) 

Підставимо значення вектора {B p-1} до рівності 
(19), записаної для поточного p-го кроку ітерацій, 
зважаючи на одночасну заміну цільової функції, 
якою в нашому випадку буде вектор бажаного 
значення компонентів опорних реакцій {R / p}: 

         1ppp2p  

        1p1p21p R  

       ./ 0RRR ppp   

(21) 

Беручи до уваги те, що розрахункові 
потенціали, опорні реакції та довжини стрижнів на 
поточному та попередньому кроках числення не 

змінюються (тобто: { p}={ p-1}, {R p}={R p-1} і 

[( p)2]=[( p-1)2], так як розрахунок координат, 
потенціалів і опорних реакцій, а також корекція 
параметрів жорсткості стрижнів здійснюються в 
межах одного циклу варіювання), перепишемо 
останнє рівняння наступним чином: 

           1p21pp2p  

    ,/ 0RR p1p   або: 
(22) 
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          1p2pp2p  

    ./ 0RR pp   
(23) 

З останньої рівності виразимо поточну 
величину вектор-стовпця параметрів жорсткості 

стрижнів конструкції { p}: 

              ./ 1p2ppp
12pp RR 


  (24) 

Вектор бажаного значення компонентів 
опорних реакцій {R / p} матиме наступну форму: 
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(25) 

Тут: Rx
 / p

fix, Ry
 / p

fix та Rz
 / p

fix – проекції вектора 
опорної реакції довільного закріпленого вузла на 
координатні осі. 

У поєднанні з формулою (6) рівність (24) дає 
змогу вирішити задачу розвантаження опорних 
вузлів стрижневої конструкції на основі 
ітераційного числення. 

Слід звернути увагу на подібність формул (24) і 
(7). Їх схожість свідчить про аналогічність 
концептуального підходу, використаного для 

вирішення поставленої задачі, до підходу, 
запропонованого для комплексного корегування 
форми стрижневих конструкції шляхом системного 
перерозподілу параметрів жорсткості їх стрижнів. 

Висновки 

Запропонований алгоритм перерозподілу 
опорних навантажень, що передаються стрижневою 
конструкцією на основу, може бути успішно 
використаний для вирішення задач будівельної 
механіки. При цьому абсолютно неважливо чи є 
досліджувана основа ґрунтовим масивом, чи це 
несучий остов будівлі, представлений стіновими 
конструкціями, колонами та пілонами.  

Фактично даний алгоритм може стати у нагоді 
як конструкторам, так і архітекторам, які в разі 
виникнення перевантажень тих чи інших несучих 
елементів можуть використовувати запропонований 
підхід не лише вирішуючи посталу проблему, а й 
зберігаючи основні закономірності логічної роботи 
конструкції. Остання в свою чергу працюватиме 
коректно, так як в основі підходу лежить принцип її 
статичного формоутворення. 

 ____________________________________________________________________________________________  
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