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ВИЗНАЧЕННЯ ДИНАМІЧНИХ ІНДУКТИВНОСТЕЙ АСИНХРОННОГО
ДВИГУНА З УРАХУВАННЯМ ПРОЦЕСІВ НАСИЧЕННЯ

Встановлена математична залежність між динамічними індуктивностями асинхронної машини та пара-
метрами насичення, що є необхідним при оптимізації енергетичних характеристик в залежності від наванта-
ження на електропривод при роботі зі зниженим значенням модуля вектора потокозчеплення ротора. Прове-
дене дослідження виконано в загальному вигляді, що дозволяє використовувати його результати для асинхрон-
них двигунів різних серій.
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ВСТУП
Для встановлення оптимальних режимів роботи елек-

троприводів з метою досягнення кутових швидкостей
обертання асинхронних двигунів вище за номінальну, при
оптимізації енергетичних характеристик в залежності від
навантаження система керування або оператор повинні
переводити двигуни у зону роботи зі зниженим значен-
ням модуля вектора потокозчеплення ротора. При такій
зміні режимів роботи необхідним є врахування в мате-
матичній моделі системи керування тяговою електропе-
редачею зміни параметрів тягового двигуна, що пов’яза-
на з ефектом насичення магнітної системи асинхронної
машини [1–5]. В такому разі необхідним є визначення
динамічних індуктивностей асинхронного двигуна, що
значно змінюються в залежності від насичення [1–3].

АНАЛІЗ ОСТАННІХ  ДОСЛІДЖЕНЬ І
ПУБЛІКАЦІЙ

В даному напрямку виконана значна робота вітчизня-
ними та закордонними науковими школами [1–11], при-
чому дослідження процесів насичення асинхронних ма-
шин продовжуються і надалі, що пояснюється актуальні-
стю даного питання з огляду на стрімкий розвиток систем
керування, підвищенням вимог з боку виконавчих ме-
ханізмів до якості керування та перехідних процесів.

Отже, з наведеного можна зробити висновок  про ак-
туальність проведення досліджень в даному напрямку.

ВИДІЛЕННЯ НЕРОЗВ’ЯЗАНИХ РАНІШЕ
ЧАСТИН ЗАГАЛЬНОЇ ПРОБЛЕМИ

Не дивлячись на значну кількість проведених дослід-
жень, наявність наукових шкіл за даним напрямком [1, 3,
4, 7, 8, 10, 11] залишається ще низка питань, які потребу-
ють уточнення, дослідження чи розрахунку. Серед таких
питань знаходиться встановлення математичної залеж-
ності між динамічними індуктивностями асинхронної
машини та параметрами насичення асинхронного дви-
гуна, чому і буде присвячена дана стаття.
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АКТУАЛЬНІСТЬ ДОСЛІДЖЕННЯ
Вирішення вказаної задачі даної наукової статті доз-

волить проводити розрахунок тангенціальної та радіаль-
ної динамічної індуктивностей асинхронної машини
адекватно реальним фізичним процесам насичення, що
відбуваються у асинхронному двигуні.

Мета роботи – встановлення математичної залежності
між динамічними індуктивностями асинхронної маши-
ни та параметрами насичення двигуна.

МАТЕРІАЛИ ДОСЛІДЖЕННЯ
Розглянемо математичну модель асинхронного дви-

гуна [6]. Напрямок повздовжньої осі d приймається за
дійсну вісь, а напрямок поперечної q осі – за уявну вісь.
Система диференціальних рівнянь, в координатах (d, q),
жорстко пов’язаній з ротором тягового асинхронного
двигуна (рівняння Парка) має наступний вигляд:

;
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;
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(1)

де ,sd squ u  – проекції узагальненого вектора статорної
напруги sU  двигуна; ,rd rqu u  – проекції узагальненого
вектора  роторної напруги rU  двигуна; ,rd rqr r  –
відповідні значення опорів роторних обмоток за напрям-
ками системи координат; ,sd sqr r  – відповідні значення
опорів статорних обмоток за напрямками системи коор-
динат; ,sd sqi i  –  проекції узагальненого вектора статор-
ного струму si  двигуна; ,rd rqi i  – проекції узагальнено-
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го вектора роторного струму ri  двигуна; ,rd rqψ ψ  – про-
екції узагальненого вектора потокозчеплення ротора rψ
двигуна; ,sd sqψ ψ  – проекції узагальненого вектора по-

токозчеплення статора sψ  двигуна; 
d
dt  – оператор дифе-

ренціювання за часом; rω  – відносна кутова швидкість,
яка визначається наступним чином:

r
d
dt
θ

ω =  . (2)

Системи координат ротора і статора переміщуються
одна відносно одної, причому кут θ  є кутом між осями і
саме він визначає значення rω . Проекції векторів пото-
козчеплення статора sψ  та потокозчеплення ротора rψ
можна визначити так:

;
;

;
.

sd sd s rd m

sq sq s rq m

rd sd m rd r

rq sq m rq r

i L i L
i L i L

i L i L
i L i L

σ

σ

σ

σ

ψ = ⋅ + ⋅⎧
⎪ψ = ⋅ + ⋅⎪
⎨ψ = ⋅ + ⋅⎪
⎪ψ = ⋅ + ⋅⎩

(3)

В системі (3) величини sLσ  та rLσ  є власними індук-

тивностями, а величина mL  – взаємною індуктивністю
статора і ротора.

Для значення струму намагнічування можна записа-
ти наступне:

2 2 2 2( ) ( ) .d q sd rd sq rqi i i i i i iμ μ μ= + = + + + (4)

Похідна вектора робочого потокозчеплення на основі
[1] дорівнює

  
d dq

qd q

L Mdi di did d
L

dt di dt dt dtM L

∂ ∂
μ μ μ∂δ δ

∂ ∂μ

⎡ ⎤ψ ψ ⎢ ⎥= ⋅ = ⋅ = ⋅
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, (5)

де L∂  – тензор динамічних індуктивностей насиченої
машини, який за своїм математичним змістом є опера-
тором, що діючи на нескінченно мале прирощення век-
тора намагнічуючого струму iμ , перетворює його у
відповідне прирощення вектора робочого потокозчеп-
лення δψ .

У відповідності до дослідження [1] приймаємо

d dq
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(6)

де динамічний коефіцієнт взаємоіндукції між осями при
зміні струму по осі d
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динамічний коефіцієнт самоіндукції контуру по осі d
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динамічний коефіцієнт взаємоіндукції між осями при
зміні струму по осі q
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динамічний коефіцієнт самоіндукції контуру по осі q
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δ δ∂ δ δ
μ μ

Δ → μ μ μ

Δψ ∂ψ ψ ψ
= = = ⋅ η + ⋅ η
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де μη  – кут повороту системи координат проекцій векто-
ра намагнічування відносно базисної системи координат.

Для проекцій узагальненого вектора потокозчеплен-
ня на осі системи координат (d, q) мають місце наступні
співвідношення:

;sd sd dσ δψ = ψ + ψ (11)

;sq sq qσ δψ = ψ + ψ (12)

;rd rd dσ δψ = ψ + ψ (13)

.rq rq qσ δψ = ψ + ψ (14)

В рівняннях (11)–(14) через , ( , )s r d qσψ  позначено
відповідні проекції узагальнених векторів потокозчеплен-
ня розсіювання статора та ротора, пов’язаних з дією ста-
лих індуктивностей розсіювання обмоток статора sLσ  та
ротора rLσ  відповідно.

Для проекцій узагальненого вектора струму намаг-

нічування iμ   на осі системи координат (d, q) мають місце
співвідношення

;d sd rdi i iμ = + (15)

.q sq rqi i iμ = + (16)
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Розглянемо проекції узагальненого вектора струму
намагнічування iμ на осі системи координат (d, q):

;d
di i δ

μ μ
δ

ψ
= ⋅

ψ  (17)

.q
qi i δ

μ μ
δ

ψ
= ⋅

ψ  (18)

Модуль просторового вектора робочого потокозчеп-
лення складає

2 2 .d qδ δ δψ = ψ + ψ (19)

Знайдемо диференціал за часом від виразів (15) та
(16), використовуючи вирази (17) та (18),

;d sd rd d ddi didi di d i
dt dt dt dt dt
μ μ δ δ

μ
δ δ

⎛ ⎞ψ ψ
= + = ⋅ + ⋅⎜ ⎟ψ ψ⎝ ⎠

(20)

.q sq rq q qdi di di di d i
dt dt dt dt dt
μ δ δμ

μ
δ δ

ψ ψ⎛ ⎞
= + = ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ψ ψ⎝ ⎠

 (21)

У виразах (20), (21) значення похідних можна знайти
наступним чином:
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d
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ψ ψ
ψ ⋅ − ψ ⋅⎛ ⎞ψ

=⎜ ⎟ψ ψ⎝ ⎠
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ψ ψ
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=⎜ ⎟⎜ ⎟ψ ψ⎝ ⎠
(23)

Тоді матимемо наступне:

.
di di d
dt d dt

μ μ δ

δ

ψ
= ⋅

ψ (24)

В роботі [1] введено поняття радіальної динамічної індук-
тивності, яка дорівнює границі відношення прирощення
модуля робочого потокозчеплення до прирощення намагн-
ічуючого струму, якщо останнє прямує до нуля і напрямок
його співпадає з напрямком намагнічуючого струму, а саме

.
d

L
di

∂ δ
ρ

μ

ψ
= (25)

Також в роботі [1] введено поняття тангенціальної
динамічної індуктивності, що являє собою границю відно-
шення прирощення робочого потокозчеплення до при-
рощення намагнічуючого струму, якщо останнє прямує
до нуля таким чином, що модуль вектора намагнічую-
чого струму залишається незмінним:

.L
i

∂ δ
τ

μ

ψ
= (26)

В роботах [7, 8] запропоновано, для спрощення фор-
ми запису повної математичної моделі асинхронного
двигуна, використовувати величини, зворотні до радіаль-
ної динамічної індуктивності:

1 ,
di

Y
dL

μ∂
ρ ∂

δρ

= =
ψ (27)

та тангенціальної динамічної індуктивності:

1 .
i

Y
L

μ∂
τ ∂

δτ

= =
ψ

(28)

Відповідно до дослідження [9], можна наново вирази-
ти величини, зворотні до тангенціальної динамічної індук-
тивності:

( ) 12 4
1 2 33 5

1 2 3
,n

i i
Y i i

i i i

−μ μ∂
τ μ μ

δ μ μ μ
= = = ξ − ξ ⋅ + ξ ⋅

ψ ξ ⋅ − ξ ⋅ + ξ ⋅  (29)

тобто має місце вираз

2 4
1 2 3 ,nL i i∂

τ μ μ= ξ − ξ ⋅ + ξ ⋅ (30)

де 1 2 3, ,ξ ξ ξ  – параметри асинхронної машини, що вра-
ховують дію насичення [9].

Знайдемо також радіальну динамічну індуктивність

2 4
1 2 33 5 .n

d
L i i

di
∂ δ
ρ μ μ

μ

ψ
= = ξ − ⋅ξ ⋅ + ⋅ξ ⋅ (31)

Тоді на основі виразу (31) можна записати:

  ( ) 12 4
1 2 32 4

1 2 3

1 3 5 .
3 5

nY i i
i i

−∂
ρ μ μ

μ μ

= = ξ − ⋅ξ ⋅ + ⋅ξ ⋅
ξ − ⋅ξ ⋅ + ⋅ξ ⋅     (32)

Приведемо рівняння математичної моделі асинхрон-
ного двигуна з урахуванням дії динамічних індуктивнос-
тей та намагнічування:
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(34)
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Введемо наступні позначення:

( )
2

11 2 2 ;d

d q
n Y Y Y∂ ∂ ∂δ

ρ τ τ
δ δ

⎛ ⎞ψ⎜ ⎟= − ⋅ +
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(35)

( )12 2 2 ;q d

d q
n Y Y δ δ∂ ∂

ρ τ
δ δ

⎛ ⎞ψ ⋅ψ
⎜ ⎟= − ⋅
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( )21 122 2 ;d q

d q
n Y Y Y n Yδ δ∂ ∂ ∂ ∂

ρ τ τ τ
δ δ

⎛ ⎞ψ ⋅ψ
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ρ τ τ
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⎜ ⎟ψ + ψ⎝ ⎠

(38)

Тоді будемо мати наступне:

11 12 ;qsd rd d ddi di d
n n

dt dt dt dt
δδ ψψ

+ = + (39)

21 22 .sq rq qddi di dd
n n

dt dt dt dt
δδ ψψ

+ = + (40)

Використовуючи дослідження [6–8] для врахування
кривої намагнічування машини запишемо наступні ви-
рази, що дають змогу розрахувати параметри матема-
тичної моделі тягового асинхронного двигуна (35)–(38):
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i
n

L L

δ δ δ μ

∂ ∂
δ ρ τ

ξ ⋅ψ + ⋅ψ − ⋅ψ ⋅ξ ⋅
= −

ψ ⋅ ⋅

 
( )2 2 4

3
2

4 5
,

q

n n

i

L L

δ δ μ

∂ ∂
δ ρ τ

⋅ψ − ⋅ψ ⋅ξ ⋅
−

ψ ⋅ ⋅
(44)

де величини ijnn  є відповідно записаними величинами

ijn  ( { }, 1,2i j = ) виразів (35)–(38).
Наведена математична модель є універсальною, бо

рівняння записані для використання у відносних одини-
цях з базисними величинами, що розраховані на основі
даних про асинхронний двигун.

НАУКОВА НОВИЗНА
1. Вперше встановлена математична залежність між

динамічними індуктивностями асинхронної машини та
параметрами насичення двигуна.

2. Уточнено математичну модель асинхронної маши-
ни в координатах (d, q), жорстко пов’язаній з ротором
тягового асинхронного двигуна.

ВИСНОВКИ
1. Отримані аналітичні вирази дозволяють встанови-

ти математичну залежність між динамічними індуктив-
ностями асинхронної машини та параметрами насичен-
ня асинхронного двигуна.

2. Використання отриманих залежностей при побу-
дові математичної моделі електропривода дозволить про-
водити розрахунок тангенціальної та радіальної динамі-
чної індуктивностей асинхронної машини адекватно ре-
альним фізичним процесам насичення, що відбувають-
ся у асинхронному двигуні.

3. Подальші перспективи дослідження у даному на-
прямку полягатимуть в уточненні способів апроксимації
наведених коефіцієнтів, використанні нових методів вра-
хування насичення та більш детальному описі математич-
ної моделі асинхронного електропривода для досягнення
високої ідентичності реальним фізичним процесам.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ ИНДУКТИВНОСТЕЙ АСИНХРОННОГО ДВИГАТЕЛЯ С УЧЕ-

ТОМ ПРОЦЕССОВ НАСЫЩЕНИЯ
Проведено исследование способа установления математической зависимости между динамическими ин-

дуктивностями асинхронной машины и параметрами насыщения двигателя, что является необходимым при
оптимизации энергетических характеристик в зависимости от нагрузки на электропривод при работе с
пониженным значением модуля вектора потокосцепления ротора. Проведенное исследование выполнено в об-
щем виде, что позволяет использовать его результаты для асинхронных двигателей различных серий.

Ключевые слова: асинхронный двигатель, намагничивание, потокосцепление, индуктивность, насыщение,
математическая модель.

Kulagin D. O.
Candidate of technical sciences, assistant professor, Zaporozhye national technical University, Ukraine
DEFINITION OF DYNAMIC INDUCTANCES OF THE ASYNCHRONOUS ENGINE WITH REGARD TO

PROCESSES OF SATURATION
Development of mathematical model of asynchronous machines in (d, q) coordinate system with taking into account

the saturation of magnetic circuits is performed. In the paper, we used the method of dynamic inductances, which is
connected with the use of a systematic study of motor properties. An analytical model of asynchronous motor magnetic
circuit, which is taken into account action of the tangential and radial dynamic inductances is created. On the basis of this
the sensor dynamic inductances of rich machine, which was recorded in (d, q) coordinate system of equations of rotor and
stator circles of asynchronous motor with the saturation were built. The author suggests to use the method of dynamic
inductances at construction of asynchronous engine mathematical model, that allows to take into account the saturation
of the main magnetic path for the modes with a wide range of changes in the flow of mutual induction between the stator
and the rotor, saturation flow path, the scattering modes that are characterized by large current circuits of the machine,
induction, due to processes of saturation, between mutually perpendicular to the contours of the machine, as well as the
joint saturation worker thread and threads scattering modes that are characterized by the significant size of the workflow
and large values of currents contours of the machine. The mathematical model allows to take into account the change of
the magnetic state of asynchronous motor as necessity to build adequate systems of control drives and driving.

Keywords: asynchronous motor, magnetization, magnetic, inductance, saturation, mathematical model.
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