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Цель работы. Получение аналитических зависимостей для расчета основных электромагнитных потерь 
энергии частотнорегулируемого асинхронного двигателя в режимах позиционирования с малыми перемеще-
ниями при различных видах (линейном, параболическом и квазиоптимальном) изменения его скорости. 

Методы исследования. Методы подобия, дифференциального и интегрального исчисления, аналитической 
интерполяции,  математического анализа.  

Полученные результаты. Получены аналитические зависимости для расчета текущих электромагнитных 
потерь мощности и основных электромагнитных потерь энергии частотнорегулируемого асинхронного дви-
гателя в режимах позиционирования с малыми перемещениями при различных видах (линейном, параболиче-
ском и квазиоптимальном) изменения его скорости. Получен универсальный вид аналитической зависимости 
для расчета оптимальных времен разгона и торможения частотнорегулируемого асинхронного двигателя при 
позиционировании с малыми перемещениями, соответствующий минимизации основных электромагнитных 
потерь энергии этого двигателя при указанном позиционировании для различных видов (линейном, параболиче-
ском и квазиоптимальном) изменения его скорости. Выполнена сравнительная количественная оценка измене-
ния: оптимальных значений основных электромагнитных потерь энергии частотнорегулируемого асинхронно-
го двигателя и соответствующих им максимальных значений скорости и оптимальных времен разгона и тор-
можения, – в функции отрабатываемых заданных малых перемещений для рассматриваемых разных видов 
траекторий скорости двигателя.  

Научна новизна. Впервые получены аналитические зависимости для расчета основных электромагнитных 
потерь энергии частотнорегулируемого асинхронного двигателя при позиционировании с малыми перемеще-
ниями в функции заданных значений перемещений вала двигателя и заданных значений его времен разгона и 
торможения при отработке упомянутых заданных перемещений. Впервые получены зависимости для количе-
ственной оценки минимальных основных электромагнитных потерь энергии асинхронного двигателя и соот-
ветствующих им максимальных значений скорости и оптимальных времен разгона и торможения в функции 
отрабатываемых заданных малых перемещений для линейной, параболической и квазиоптимальной траекто-
рий скорости двигателя при позиционировании. 

Практическая ценность. Полученные расчетные аналитические зависимости предназначены для количе-
ственной оценки основных электромагнитных потерь энергии частотнорегулируемого асинхронного двигате-
ля в режиме малых перемещений. Посредством определения с помощью предложенных аналитических зависи-
мостей максимальных значений скорости и оптимальных времен разгона и торможения частотнорегулируе-
мого асинхронного двигателя достигается минимизация его основных электромагнитных потерь энергии при 
позиционировании для линейной, параболической и квазиоптимальной траекторий скорости.   

Ключевые слова: асинхронный двигатель, частотное регулирование, электромагнитные потери энергии, 
позиционирование. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Исходя из происходящего широкого применения 
во всех отраслях хозяйства частотнорегулируемых 
асинхронных электроприводов и наблюдающегося 
удорожания электрической энергии, в мире и Украине 
стала актуальной и остро востребованной практикой 
задача оценки и повышения энергоэффективности 
указанных электроприводов. Для этого необходимо 
осуществление количественной оценки в них непро-
изводственных потерь энергии (из которых, как из-
вестно, наибольшая часть приходится на основные 
электромагнитные потери энергии в асинхронном 
двигателе, вызванные основными гармоническими 
составляющими фазных статорных токов и потокос-
цеплений). Для выполнения упомянутой количест-
венной оценки энергоэффективности, в свою очередь, 

требуется наличие расчетных зависимостей для ос-
новных электромагнитных потерь энергии в частот-
норегулируемом асинхронном двигателе (ЧРАД). 
Причем полученные в аналитическом виде такие за-
висимости не только упрощают количественные рас-
четы потерь энергии, но и позволяют решить (с ис-
пользованием методов математического анализа) в 
последующем оптимизационную задачу по миними-
зации непроизводительных потерь энергии в ЧРАД.   

II. АНАЛИЗ ИССЛЕДОВАНИЙ И ПУБЛИКАЦИЙ 

Из известных в отечественной и зарубежной на-
учно-технической литературе публикаций, посвящен-
ных расчету энергетических режимов и потерь энер-
гии для ЧРАД, в подавляющем большинстве рассмат-
риваются расчеты применительно к установившимся 
режимам работы: для средних значений потребляемой 
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мощности и потерь мощности указанного двигателя 
[1] – [6] либо текущих (мгновенных) значений этих 
величин без учета [2], [7] или с учетом [2], [8] несину-
соидальной формы фазных статорных токов ЧРАД 
(при питании от статических преобразователей часто-
ты). При этом лишь в небольшой части из известных 
работ рассматриваются потери энергии для ЧРАД в 
динамических режимах: в пускотормозных режимах 
[9], [10] либо при позиционировании данного двига-
теля с малыми перемещениями [11] – [13]. 

Причем в последних упомянутых работах [11] – 
[13] проводимые в них исследования потерь энергии 
ЧРАД при позиционировании ограничиваются только 
нахождением электрических потерь энергии (от дей-
ствия протекающих токов в статорной и роторной об-
мотках) двигателя, а магнитные потери энергии в дви-
гателе – не учитываются. Это, очевидно, не позволяет 
количественно оценить общие электромагнитные по-
тери в ЧРАД (а, следовательно, – дать объективную 
оценку энергоэффективности функционирования это-
го двигателя). Кроме того, в работах [11] – [13] опре-
деление значений электрических потерь энергии при 
позиционировании осуществляется путем численного 
интегрирования потерь электрической мощности дан-
ного двигателя, находящейся из соответствующей ей 
аналитической зависимости. Однако использование 
численных методов расчета (например, из [14] – [16]), 
которые стали широко применятся с развитием ком-
пьютерной техники, и полученных с их помощью 
численных результатов расчета потерь энергии имеет 
свой недостаток. А именно – они не позволяют (по 
сравнению с аналитическими зависимостями) провес-
ти с применением методов математического анализа 
последующую оптимизацию (минимизацию) указан-
ных потерь энергии. 

III. ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

Целью статьи является получение аналитических 
зависимостей для расчета основных электромагнит-
ных потерь энергии частотнорегулируемого асин-
хронного двигателя в режимах позиционирования с 
малыми перемещениями при различных существую-
щих видах (линейном, параболическом и квазиопти-
мальном) изменениях его скорости.  

IV. ИЗЛОЖЕНИЕ ОСНОВНОГО МАТЕРИАЛА И 
АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

При дальнейших исследованиях приняты исход-
ные допущения, идентичные рассмотренным в [16]. 
При этом объектом исследования являются режимы 
малых перемещений ЧРАД, характеризующиеся от-
сутствием ограничений основных рабочих координат 
(статорного тока, электромагнитного момента и ско-
рости) двигателя (величины которых полагаются на-
ходящимися в пределах допустимых для них значе-
ний). Значения статического момента cM и момента 
инерции J привода (приведенные к валу двигателя) в 
исследуемых режимах малых перемещений прини-
маются неизменными. Значение модуля потокосцеп-

ления ротора rΨ  ЧРАД также полагается неизменным 
и равным своему номинальному значению rнΨ . Все 
последующие аналитические зависимости и расчеты 
приводятся в общепринятой для машин переменного 
тока системе относительных единиц [2], [6]. 

С учетом вышеизложенного в качестве исходных 
математических зависимостей для нахождения основ-
ных электромагнитных потерь мощности эмPΔ  и по-
терь энергии рWΔ  и тWΔ  в режимах малых переме-
щений используются следующие [16]:  
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где a, b , c – коэффициенты, определяемые через 
параметры двигателя в виде [9]: 
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В данных зависимостях применяются обозначе-
ния: рWΔ  и тWΔ  – основные электромагнитные по-
тери энергии (ОЭПЭ) двигателя, соответствующие 
отработке малого перемещения при режимах разгона 
(от нулевой до максимальной скорости, обозначенные 
индексом «р») и торможения (от максимальной до 
нулевой скорости, обозначенные индексом «т»); 

dt/dαα =′  и td/d 22αα =′′  – соответственно первая 
и вторая производные по времени t от текущего зна-
чения положения α  вала двигателя; нP  и нη  – номи-
нальные значения соответственно полезной мощности 
на валу и коэффициента полезного действия двигате-
ля; н.cтPΔ  и rнΨ – номинальные значения соответст-
венно потерь в стали и модуля обобщенного вектора 
потокосцепления ротора двигателя; sR  и rR  – актив-
ные сопротивления соответственно статорной и ро-
торной (приведенной к статору) фазных обмоток дви-
гателя; mL  и rk  – соответственно индуктивность на-
магничивания и коэффициент связи ротора ЧРАД. 

После нахождения из (1) упомянутых состав-
ляющих ОЭПЭ рWΔ  и тWΔ  (соответствующих ре-
жимам разгона и торможения двигателя) значение 

ΣΔW  общих ОЭПЭ для ЧРАД при отработке малого 
перемещения определяется для всех траекторий изме-
нения скорости двигателя в виде суммы указанных 
составляющих [16]: 

тp WWW ΔΔΔ Σ += .          (3) 

На первом этапе выполним для ЧРАД аналити-
ческий расчет составляющих ОЭПЭ, соответствую-
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щих в режиме малых перемещений линейному виду 
изменения скорости ω  двигателя [16]: 

⎟
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при разгоне и торможении соответственно. 
Здесь и далее: pα  и тα  – текущие значения по-

ложения вала ЧРАД (измеряемые от нулевых поло-
жений, соответствующих началу наступления режи-
мов соответственно разгона и торможения); pα′  и тα ′  
– производные по времени от указанных выше теку-
щих значений pα  и тα  положения; мрω  и мтω – 
максимальные значения текущих скоростей ЧРАД со-
ответственно в режимах разгона и торможения при 
малых перемещениях его вала; текущее время t при 
разгоне и торможении, отсчитываемое от начала и на 
протяжении интервалов разгона или торможения со-
ответственно: ptt0 ≤≤  и  тtt0 ≤≤  (где pt  и тt  –
длительности времен разгона и торможения двигателя 
соответственно). 

Взяв определенные интегралы от правых частей 
соотношений из (4) в пределах от нуля до текущего 
значения времени t, получим зависимости для нахож-
дения текущих положений pα  и тα  вала двигателя 
при линейном виде изменения его скорости: 
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– при торможении. 
Для линейного вида изменения скорости задан-

ные (конечные) перемещения *
pα  и *

тα  определяют-
ся при подстановке в интегральные соотношения из 
(5) и (6) величин верхних пределов: ptt =  и тtt =  
соответственно и вычисляются из выражений: 
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Обратим внимание на то, что при исходно при-
нятом законе частотного управления (с постоянством 
потокосцепления ротора: constrнr ==ΨΨ ) ЧРАД для 
всех видов изменения скорости (линейного, парабо-
лического и квазиоптимального) ее максимальные 
значения  мрω  и мтω  должно находиться при отра-
ботке малых перемещений в следующих диапазонах: 

10 мр ≤≤ ω о.е. и 10 мт ≤≤ ω о.е., – что обусловлено 
возможностью практической реализации упомянутого 

закона частотного управления [2].  
Для всех траекторий изменения скорости ЧРАД 

суммарное отрабатываемое положение *
Σα  вала дви-

гателя при малом перемещении находится в виде: 

*
т

*
p

* αααΣ += .               (8) 

Подставив в правые части соотношений (5) и (6) 
значения максимальных скоростей мрω  и мтω , вы-
раженные из (7) через значения заданных положений 

*
pα  и *

тα , получим зависимости для нахождения те-

кущих значений положений pα  и тα  вала двигателя 
при линейном виде изменения его скорости: 
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– при торможении. 
Рассчитаем из (9) и (10) значения первых pα′  и 

тα′  и вторых pα ′′  и тα ′′  производных по времени t 

от текущих значений положений pα  и тα :  
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соответствующие режимам разгона (обозначены ин-
дексом "р") и торможения (обозначены индексом "т") 
ЧРАД при линейном виде изменения скорости. 

После подстановки вычисленных из (11) и (12) 
первых pα′  и тα′  и вторых pα ′′  и тα ′′  производных в 
первое соотношение из (1) получим аналитическую 
зависимость для нахождения текущих значений 

р.эмPΔ  и т.эмPΔ  основных электромагнитных потерь 
мощности ЧРАД в режиме малых перемещений: 
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– при разгоне или  
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– при торможении. 
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Подставив выражения (13) и (14) соответственно 
во второе и третье соотношения из (1) и вычислив в 
них определенные интегралы в пределах от нуля до 
значения времени разгона (или торможения) т,рt , 
получим аналитическую зависимость для расчета 
ОЭПЭ при разгоне (или торможении) ЧРАД в режиме 
малых перемещений: 

( ) +±+=
т,р

*
т,p

cт,р
2
cт,р t

JbM4t  bMa W
α

Δ     

( ) ( )
,

t3,2

t2  c

t

 
bJ4 3,0

т,р

3,1 *
т,р

3
т,р

2 *
т,p2

⋅

⋅
++

αα
    (15) 

соответствующую линейному виду изменения скоро-
сти двигателя. В данной зависимости индекс "р" соот-
ветствует режиму разгона, а индекс "т" – режиму 
торможения; из двойных знаков перед третьим сла-
гаемым в квадратные скобках: знак "+" соответствует 
разгону, а знак "–" торможению. 

Анализ выражения (15) свидетельствует о том, 
что ОЭПЭ в режимах разгона и торможения при отра-
ботке ЧРАД малых перемещений содержат четыре 
слагаемых (составляющих), из которых: первая – 
прямо пропорционально зависит от значения времени 

т,рt  разгона (или торможения), а вторая, третья и 
четвертая составляющие зависят обратно пропорцио-
нально соответственно от первой и третьей степени, а 
также от степени, равной 0,3, от значения времени 

т,рt  разгона (или торможения) двигателя. Такой для 
выражения (15) математический вид (когда при зна-
чительном уменьшении или увеличением значений 
времен т,рt  происходит увеличение величины ОЭПЭ 

т,рWΔ ) вызывает наличие экстремума (миниммума) 
ОЭПЭ при определенных (оптимальных) значениях 
времен разгона (или торможения) двигателя.  

Для нахождения экстремального (минимального) 
значения ОЭПЭ в режимах разгона и торможения при 
отработке малых перемещений ЧРАД возьмем произ-
водную от выражения (15) по времени т,рt  разгона 
(или торможения) и приравняем к нулю: 
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где 
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.
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2
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⋅−+=             (17) 

Преобразуем выражение (16) к виду уравнения 
второго порядка относительно переменной 2

т,рt : 
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t
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t
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2
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⎠

⎞

⎜
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⎝

⎛ αα
∓ (18) 

Из решения уравнения (18) получим аналитиче-
ское расчетное выражение для определения опти-
мальных времен разгона (или торможения) двигателя: 

( )
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л
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cc
л

*
т,pо

т,р yb12bM2bM2
y

J
t ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅++±⋅=

α
,(19) 

соответствующих отработке малых перемещений 
*
т,pα  при линейном виде изменения скорости ЧРАД. 

При этом для примененых двойных знаков в 
формулах (15), (16), (18), (19): верхний знак соответ-
ствует режиму разгона, а нижний знак – режиму тор-
можения двигателя. Оптимальные (минимальные) 
значения составляющих ОЭПЭ о

т,рWΔ в режимах раз-
гона (или торможения) ЧРАД при отработке заданно-
го малого перемещения *

т,pα  находятся путем под-
становки рассчитанного из (19) оптимального значе-
ния времени разгона (или торможения) о

т,рt  в зави-
симость (15). 

На втором этапе проведем для ЧРАД аналити-
ческий расчет составляющих ОЭПЭ, соответствую-
щих в режиме малых перемещений параболическому 
виду изменения скорости ω  двигателя [10]: 
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при разгоне и торможении соответственно. 
Взяв определенные интегралы от правых частей 

соотношений из (20) в пределах от нуля до текущего 
значения времени t, рассчитаем текущие положения 

pα  и тα  вала двигателя при параболическом виде 
изменения его скорости: 
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– при разгоне или  
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– при торможении.  

Заданные (конечные) перемещения *
pα  и *

тα  
для параболического вида изменения скорости опре-
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деляются при подстановке в соотношения (21) и (22) 
величин верхних пределов: рtt = , тtt =  и вычисля-
ются соответственно из выражений:  

рмр
*
p t

3
2

⋅= ωα  и тмт
*
т t

3
2

⋅= ωα  .     (23) 

Подставив в правые части соотношений (21) и 
(22) значения максимальных скоростей мрω  и мтω , 
выраженные из (23) через значения заданных положе-
ний pα ′′  и тα ′′ , получим аналитические зависимости 

для нахождения текущих значений положений pα  и 

тα  вала двигателя при параболическом виде измене-
ния его скорости: 
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при разгоне;  
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при торможении. 
Определим из (24) и (25) значения первых pα′  и 

тα′  и вторых pα ′′  и тα ′′  производных по времени t от 

текущих значений положения pα  и тα :  
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соответствующие разгону (обозначены индексом "р") 
и торможению (обозначены индексом "т") ЧРАД или 
параболическом виде изменения его скорости. 

После подстановки вычисленных из (26) и (27) 
первых pα′  и тα′  и вторых pα ′′  и тα ′′  производных в 
первое соотношение из (1) получим аналитические 
зависимости для нахождения текущих значений 

р.эмPΔ  и т.эмPΔ  основных электромагнитных потерь 
мощности ЧРАД в режиме малых перемещений: 
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- при разгоне или  
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- при торможении. 
Подставив выражения (28) и (29) соответственно 

во второе и третье соотношения из (1) и вычислив в 
них определенные интегралы в пределах от нуля до 
значения времени разгона (или торможения) т,рt , 
получим аналитическую зависимость для расчета 
ОЭПЭ при разгоне (или торможении) ЧРАД при ре-
жиме малых перемещений: 
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соответствующую параболическому виду изменения 
скорости двигателя. В данной зависимости индекс "р" 
соответствует режиму разгона, а индекс "т" – режиму 
торможения; из двойных знаков: верхний знак соот-
ветствует разгону, а нижний знак – торможению. 

Входящий в последнее слагаемое из (30) сомно-
житель т,рИ  вычисляется из соотношений: 
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при разгоне или 
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2
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22
т
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при торможении. 
Вычисленные из (31) и (32) в функции времени 

т,рt  и равные между собой (при одинаковых величи-

нах времен разгона и торможения т,ртр ttt == ) зна-

чения сомножителя т,ртр ИИИ ==  показаны 
сплошной линией в виде графика на рис.1. На этом же 
рисунке пунктиром был показан график интерполи-
рованной кривой (совпавший со сплошной линией), 
рассчитываемой из аналитической зависимости: 
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Рисунок 1. Расчетная зависимость ( )т,рт,р tИ  

т,рт,р t6127,0И ⋅≈           (33) 

Выявлено, что отклонения между вычисленными из 
(31), (32) и интерполированными из (33) значениями 

т,рИ  не превышают 0,001 о.е. 

Для нахождения экстремального (минимального) 
значения ОЭПЭ в режимах разгона и торможения при 
отработке малых перемещениях ЧРАД возьмем с уче-
том (33) производную от выражения (30) по времени 

т,рt разгона (или торможения) и приравняем ее нулю: 
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Преобразуем выражение (34) к виду уравнения 
второго порядка относительно переменной 2

т,рt : 
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Из решения уравнения (36) получим аналитиче-
ское расчетное выражение для определения опти-
мальных времен разгона (или торможения): 
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соответствующих отработке малых перемещений 
*
т,pα  при параболической тахограмме ЧРАД. 

При этом для двойных знаков в формулах (34), 
(36) и (37): верхний знак соответствует режиму разго-
на, а нижний знак – режиму торможения. Оптималь-

ные (минимальные) значения составляющих ОЭПЭ 
о
т,рWΔ  в режимах разгона (или торможения) ЧРАД 

при отработке заданного малого перемещения 
*
т,pα находятся путем подстановки рассчитанного из 

(37) оптимального значения времени разгона (или 
торможения)  о

т,рt   в зависимость (30).  

На третьем этапе осуществим для ЧРАД ана-
литический расчет составляющих ОЭПЭ, соответст-
вующих в режиме малых перемещений квазиопти-
мальному виду изменения скорости ω двигателя [10]: 
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при разгоне и торможении соответственно. 
Взяв определенные интегралы от правых частей 

соотношений из (38) в пределах от нуля до текущего 
значения времени t, рассчитаем текущие положения 

pα  и тα   вала двигателя при квазиоптимальном виде 
изменения его скорости: 
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при разгоне или  
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при торможении.  

Заданные (конечные) перемещения *
pα  и *

тα  
для квазиоптимальной тахограммы определяются при 
подстановке в соотношения из (39) и (40) значений 

ptt =  и тtt =  и вычисляются из выражений: 

pмрp
*
р tz ⋅⋅= ωα    и   тмтт

*
т tz ⋅⋅= ωα  , (41) 

где значения коэффициентов pz  и тz  равны: 
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При этом, в отличие от постоянных значений ко-
эффициентов (равных 1/2 и 2/3) согласно зависимо-
стям (7) и (23) для линейного и параболического из-
менения скорости, при квазиоптимальном изменении 
скорости ЧРАД коэффициенты pz  и тz  в зависимо-
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стях (41) и (42) переменны и зависят от длительностей 
времен разгона рt  и торможения тt  двигателя. На 
рис.2 построена рассчитанная из (42) для параметров 
электродвигателя АДО–2000-6000-12У1 графическая 
зависимость указанных коэффициентов: 

тpт.p zzz ==  (равных между собой при одинаковых 
значениях времен разгона и торможения) в функции 
изменения указанных времен т,pt  или параметра: 

т,p
* tK ⋅ξ . В последнем случае данная зависимость 

является, очевидно, универсальной для всех типов 
ЧРАД, с помощью которой определяются из (41) мак-
симальные значения скоростей мрω  и мтω  при ква-
зиоптимальной траектории скорости двигателя. 

Подставив в правые части соотношений (39) и 
(40) значения максимальных скоростей мрω  и мтω , 
выраженные из (41) через значения заданных положе-
ний *

pα  и *
тα , получим аналитические зависимости 

для нахождения текущих значений положений pα  и 

тα  вала двигателя при квазиоптимальном изменении 
его скорости: 
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при разгоне или 
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при торможении. 
Вычислив из (43) и (44) первые pα′  и тα′ : 
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и вторые производные pα ′′  и тα ′′ : 
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(46) 

по времени t от текущих положений pα  и тα  и под-
ставив их первые соотношения из (1), получим анали-
тические зависимости для нахождения при квазиоп-
тимальном виде изменения скорости двигателя теку-
щих  значений  р.эмPΔ  и  т.эмPΔ  основных электро- 

 
Рисунок 2. Расчетная зависимость ( )т,рт,р t z  

магнитных потерь мощности ЧРАД при разгоне и 
торможении в режиме малых перемещений (из-за 
чрезмерной сложности и громоздкости полученных 
зависимостей они не приводятся). 

Путем последующего интегрирования из второго 
и третьего соотношения из (1) в пределах от нуля до 
заданных времен разгона рt  и торможения тt  с при-
менением численных методов интегрирования [17] 
(вследствие упомянутой сложности и громоздкости 
полученных зависимостей для р.эмPΔ  и т.эмPΔ ) рас-
считываются численные значения составляющих 

рWΔ  и тWΔ  ОЭПЭ для ЧРАД в режиме малых пере-
мещений, соответствующие разгону и торможению 
при квазиоптимальном виде изменения скорости дви-
гателя. По причине отмеченной сложности аналити-
ческих выражений для текущих потерь мощности 

р.эмPΔ  и т.эмPΔ  и вынужденного использования чис-

ленного расчета составляющих рWΔ  и тWΔ  ОЭПЭ 
для ЧРАД становится невозможным аналитически (с 
применением методов математического анализа) точ-
но определить оптимальные значения времен разгона 
и торможения при малых перемещениях вала двига-
теля, соответствующие экстремальным (минималь-
ным) значениям его указанных составляющих ОЭПЭ. 

На четвертом этапе предложено, исходя из 
предыдущего, упрощенное аналитическое определе-
ние оптимальных времен разгона и торможения 
ЧРАД в режиме малых перемещений при квазиопти-
мальном виде изменения его скорости. Оно основано 
на использовании метода подобия [18]. В данном слу-
чае подобие аналитических зависимостей (19) и (37) 
для расчета оптимальных значений времен разгона 
(или торможения) о

т,рt  в режиме отработки малых 
перемещений при линейном и параболическом видах 
изменения скорости ЧРАД состоит в схожести общего 
вида этих зависимостей, какие могут быть представ-
лены следующими универсальными выражениями: 
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(47) 

В формулах (47) из используемых двойных знаков: 
верхний знак соответствует режиму разгона, и ниж-
ний знак – режиму торможения. 

Отличие между собой в указанных зависимостях 
(19) и (37) или в (47) заключается только в различных 
численных значениях коэффициентов p, q и s. В част-
ности, для линейного вида изменения скорости двига-
теля присущи значения: p = 2, q = 12, s = 3/23; а для 
параболического: p = 1,5, q = 9, s = 0,1838. 

Данное подобие, очевидно, объясняется общими 
свойствами исследуемого объекта – ЧРАД. Исходя из 
метода подобия будем полагать, что универсальный 
вид зависимостей (47) сохранится и в случае опреде-
ления из нее оптимальных времен разгона (или тор-
можения) о

т,рt  при квазиоптимальном виде измене-
ния скорости двигателя, а отличие при этом будет со-
стоять лишь в других численных значениях коэффи-
циентов p, q и s в зависимостях (47). 

Предлагается следующая методика нахождения 
указанных коэффициентов применительно к квазиоп-
тимальному виду изменения скорости ЧРАД при от-
работке малых перемещений: 

1) подставив ранее расчитанные из первого соот-
ношения в (1) текущие значения основных электро-
магнитных мощностей р.эмPΔ  и т.эмPΔ  во второе и 
третье соотношения из (1) и варьируя значения вре-
мен т,pt , вычислим численными методами для ре-

жима холостого хода (при 0Mc = ), при половине но-
минальной нагрузки (для  нc M5,0M = ) и для номи-
нальной нагрузки (при нc MM = ) соответствующие 

заданному отрабатываемому положению *
т,pα  и этим 

значениям времен и нагрузок величины составляю-
щих ОЭПЭ ( )pр t WΔ  и ( )тт t WΔ   ЧРАД;  

2) в результате указанного варьирования значе-
ний времен т,pt  находим такие их оптимальные зна-

чения ( о
хх.т,рt  – для режимов разгона и торможения 

на холостом ходу; о
т,рt  – для режимов разгона и тор-

можения с половинной номинальной нагрузкой; 
о

н.т,рt  – для режимов разгона и торможения с номи-
нальной нагрузкой), при которых рассчитанные со-
ставляющие ОЭПЭ рWΔ  и тWΔ  минимальны (то 
есть, равны своим оптимальным значениям); 

3) подставив в левую и правую части первой за-
висимости из (47) значения оптимального времени 

о
хх.т,рt  и статического момент 0Mc =  (соответст-

вующие холостому ходу) и повторив аналогичные 
подстановки в левую и правую части первой зависи-
мости из (47) для: оптимального времен о

т,рt  и стати-

ческого момента:  нc M5,0M =  (соответствующих 
половине номинальной нагрузки), а также оптималь-
ного времени о

н.т,рt  и статического момента 

нc MM =  (соответствующих номинальной нагрузке), 
– получим алгебраическую систему нелинейных 
уравнений третьего порядка, в которой неизвестными 
переменными величинами являются искомые коэф-
фициенты: p, q, s; 

4) преобразуем полученную алгебраическую 
систему уравнений к виду, удобному для вычисления 
искомых коэффициентов:  
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(48) 

где значения параметров y  и  нy  рассчитывались из 
второй зависимости в (47) для значений статического 
момента cM , равных нM5,0  и нM соответственно.  

При этом обратим внимание на то, что анализ 
расчетных для оптимальных времен о

т,рt  зависимо-
стей (19), (37), (47) и (48) свидетельствует о том, что 
данные алгебраические уравнения и системы уравне-
ний содержат переменные величины в левой и правой 
частях уравнений, а потому они решаются с исполь-
зованием численных методов решения нелинейных 
алгебраических уравнений (метода итераций) [17]. 

В результате сравнения между собой значений 
оптимальных времен разгона (или торможения) о

т,рt , 
вычисленных из аналитических зависимостей (19), 
(37), (47), и рассчитанных численными методами (при 
варьировании времен разгона и торможения, опреде-
лении из (1) значений ОЭПЭ и нахождении соответ-
ствующих минимуму ОЭПЭ оптимальных времен 
разгона (торможения) для электродвигателя АДО-
2000-6000-12У1 мощностью 2000 кВт), установлено, 
что их среднеквадратичное отклонение (при измене-
нии значения статического момента cM  в диапазоне 
от нуля до номинального значения двигателя) не пре-
вышает 2%, что на практике вполне допустимо для 
инженерных расчетов. 

На пятом этапе с  использованием  полученных 
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г) д) е) 
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Рисунок 3. Зависимости: а,б,в – оптимальных времен о
т,рt ; г,д,е – основных электромагнитных потерь энер-

гии о
т,рWΔ ; ж,з,и – значений максимальных скоростей т,мpω  ЧРАД, – при отработке малых перемещений 

(а,г,ж – при разгоне и торможении для 0M c = ; б,д,з – при разгоне для нc MM = ; в,е,и – при торможении 
для нc MM = ; Л, П, К – линейный, параболический и квазиоптимальный виды изменения скорости соответ-
ственно) 
аналитических зависимостей (1), (15), (30) определим 
изменения оптимальных значений о

т,рWΔ ОЭПЭ, а с 
применением соотношений (19), (37), (47) – соответ-
ствующих им оптимальных времен о

т,рt  разгона 
(торможения) в функции отрабатываемых малых пе-
ремещений *

pα  и *
тα  при линейном, параболическом 

и квазиоптимальном изменении скорости ЧРАД. На 
этом же этапе после подстановки найденных значений 
оптимальных времен о

т,рт,р tt = в полученные анали-
тические зависимости (7), (23), (42) определим мак-
симальные значения мрω  и мтω  скоростей ЧРАД в 

функции отрабатываемых перемещений *
pα  и *

тα  
при линейном, параболическом и квазиоптимальном 
видах изменения его скорости. 

На рис.3 представлены построенные на основе 
выполненных расчетов (для параметров электродви-
гателя АДО-2000-6000-12У1) графические зависимо-
сти упомянутых величин: о

т,рWΔ , о
т,рt , мрω  и мтω , 

–  в функции отрабатываемых заданных перемещений 
*
pα  и *

тα  (показанных в оборотах (об.), где 1об. = 
37,7 о.е.) соответственно при разгоне и торможении 
двигателя. Для нахождения абсолютных значений 
представленных на рис.3 величин следует умножить 
полученные значения в относительных единицах на 
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соответствующие базисные величины (равные: 
π/01,0  рад./с – для времени; 8,5885 кДж – для энер-

гии; 3/50π  рад./с – для скорости). 

V. ВЫВОДЫ 

1. Полученные в аналитическом виде зависимо-
сти (13) – (15) и (28) – (30) позволяют осуществить 
расчеты основных электромагнитных потерь мощно-
сти и энергии ЧРАД при отработке малых перемеще-
ний для линейного и параболического видов измене-
ния скорости двигателя. 

2. Полученные аналитические зависимости (45), 
(46) для вычисления значений первой и второй произ-
водных от текущего положения вала двигателя при 
квазиоптимальном виде изменения скорости ЧРАД 
позволяют путем подстановки их в соотношения из 
(1) рассчитать численными методами основные элек-
тромагнитные потери мощности и энергии этого дви-
гателя при отработке малых перемещений с указан-
ным видом изменения скорости. 

3. На основе упомянутых полученных аналити-
ческих зависимостей для расчета основных электро-
магнитных потерь энергии ЧРАД определены в ана-
литическом виде математические соотношения (19), 
(37) и (47), позволяющие рассчитать оптимальные 
значения времен разгона и торможения ЧРАД, при 
которых обеспечиваются минимальные значения 
ОЭПЭ при отработке малых перемещений в режимах 
разгона и торможения для линейного, параболическо-
го и квазиоптимального видов изменения скорости 
этого двигателя. 

4. На основе полученных аналитических зависи-
мостей впервые выполнено для линейного, параболи-
ческого и квазиоптимального изменения скорости 
двигателя сравнительная количественная оценка из-
менения: оптимальных значений ОЭПЭ двигателя и 
соответствующих им максимальных значений скоро-
сти и оптимальных времен разгона и торможения, – в 
функции отрабатываемых заданных малых переме-
щений, что позволяет выбрать рациональный вид та-
хограммы ЧРАД при режимах его позиционирования. 
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АНІЛІТИЧНИЙ РОЗРАХУНОК ОСНОВНИХ ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ 
ВТРАТ ЕНЕРГІЇ ЧАСТОТНОРЕГУЛЬОВАНОГО ДВИГУНА ПРИ 

ПОЗИЦІЮВАННІ  

ВОЛКОВ В.О. канд. техн. наук, докторант Національного гірничого университету, г. Дніпро,   
Україна, e-mail: green_stone@ukr.net 

Мета роботи. Отримання аналітичних залежностей для розрахунку основних електромагнітних втрат 
енергії частотнорегульованого асинхронного двигуна в режимах позиціонування з малими переміщеннями при 
різних видах (лінійному, параболическому і квазіоптимальному) зміни його швидкості. 

Методи дослідження. Методи подібності, диференціального та інтегрального числення, аналітичної ін-
терполяції, математичного аналізу. 

Отримані результати. Отримано аналітичні залежності для розрахунку поточних електромагнітних 
втрат потужності і основних електромагнітних втрат енергії частотнорегульованого асинхронного двигуна 
в режимах позиціонування з малими переміщеннями при різних видах (лінійному, параболічному і квазіоптима-
льному) зміни його швидкості. Отримано універсальний вид аналітичної залежності для розрахунку оптима-
льних часів розгону і гальмування частотнорегульованого асинхронного двигуна при позиціонуванні з малими 
переміщеннями, яка відповідає мінімізації основних електромагнітних втрат енергії цього двигуна при зазна-
ченому позиціонуванні для різних видів (лінійному, параболічному і квазіоптимальному) зміні його швидкості. 
Виконана порівняльна кількісна оцінка зміни: оптимальних значень основних електромагнітних втрат енергії 
частотнорегульованого асинхронного двигуна та відповідних їм максимальних значень швидкості і оптималь-
них часів розгону і гальмування, – в функції заданих малих переміщень, що відпрацьовуються, для розглянутих 
різних траєкторій швидкості двигуна. 

Наукова новизна. Вперше отримано аналітичні залежності для розрахунку основних електромагнітних 
втрат енергії частотнорегульованого асинхронного двигуна при позиціонуванні з малими переміщеннями в фу-
нкції заданих значень переміщень вала двигуна і заданих значень його часів розгону і гальмування при відпрацю-
ванні згаданих заданих переміщень. Вперше отримані залежності для кількісної оцінки мінімальних основних 
електромагнітних втрат енергії асинхронного двигуна і відповідних їм максимальних значень швидкості і оп-
тимальних часів розгону і гальмування в функції заданих малих переміщень, що відпрацьовуються, для лінійної, 
параболічної і квазіоптимальної траєкторії швидкості двигуна при позиціонуванні. 

Практична цінність. Отримані розрахункові аналітичні залежності призначені для кількісної оцінки ос-
новних електромагнітних втрат енергії частотнорегульованого асинхронного двигуна в режимі малих пере-
міщень. За допомогою визначення з використанням запропонованих аналітичних залежностей максимальних 
значень швидкості і оптимальних часів розгону і гальмування частотнорегульованого асинхронного двигуна 
досягається мінімізація його основних електромагнітних втрат енергії при позиціонуванні для лінійної, пара-
болічної і квазіоптимальної траєкторій швидкості. 

Ключові слова: асинхронний двигун, частотне регулювання, електромагнітні втрати енергії, позиціону-
вання. 

ANALYTICAL CALCULATION OF THE BASIC ELECTROMAGNETIC 
LOSSES OF THE ENERGY OF THE FREQUENCY-REGULATED 

ASYNCHRONOUS ENGINE IN POSITIONING 

VOLKOV V.A. PhD., Associate Professor, Doctoral Candidate of National Mining University, Dnepr, 
Ukraine, e-mail: green_stone@ukr.net 

Purpose. Obtaining analytical dependencies for the calculation of the main electromagnetic energy losses of a 
frequency-controlled induction motor in positioning modes with small displacements for various types (linear, para-
bolic and quasi-optimal) of its velocity variation. 

Methodology. Similarity methods, differential and integral calculus, analytical interpolation, mathematical analy-
sis. 

Findings. Analytical dependencies for calculation of current electromagnetic power losses and basic electromag-
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netic energy losses of a frequency-controlled asynchronous motor in the modes of positioning with small displacements 
for various types (linear, parabolic and quasi-optimal) of its velocity are obtained. A universal form of the analytical 
dependence for calculating the optimal acceleration and deceleration times for a frequency-controlled asynchronous 
motor for positioning with small displacements, corresponding to minimization of the main electromagnetic energy 
losses of this engine with the indicated positioning for various species (linear, parabolic and quasi-optimal), is ob-
tained. A comparative quantitative assessment of the change is made: the optimum values of the main electromagnetic 
energy losses of the frequency-controlled asynchronous engine and the corresponding maximum speed and optimal ac-
celeration and deceleration times, in the function of the set prescribed small displacements for the various engine speed 
trajectories under consideration. 

Originality. For the first time, analytical dependencies for the calculation of the main electromagnetic energy 
losses of a frequency-controlled asynchronous motor are obtained for positioning with small displacements as a func-
tion of the set values of the movement of the motor shaft and the set values of its acceleration and deceleration times for 
the specified specified displacements. For the first time, dependences are obtained for a quantitative estimate of the 
minimum fundamental electromagnetic energy losses of an induction motor and the corresponding maximum speed and 
optimal acceleration and deceleration times in the function of the set given small displacements for a linear, parabolic 
and quasi-optimal trajectory of the engine speed during positioning. 

Practical value.  The calculated analytical dependencies obtained are intended for a quantitative estimation of the 
main electromagnetic energy losses of a frequency-controlled induction motor in the small-displacement mode. By de-
termining, using the proposed analytical dependencies of the maximum speed values and the optimum acceleration and 
deceleration times of the frequency-controlled asynchronous motor, minimization of its main electromagnetic energy 
losses is achieved by positioning for linear, parabolic and quasi-optimal velocity trajectories. 

Keywords: asynchronous motor, frequency regulation, electromagnetic energy losses, positioning. 
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