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ОСНОВЫ ТЕОРИИ УСТОЙЧИВОСТИ ПРОГРАММНЫХ СИСТЕМ
На базе теории динамики программных систем разработаны теоретические основы их устойчивости.

Введено понятие внутреннего и внешнего равновесия, рядом теорем доказано условие их устойчивости. Пока-
зано существование неизвестных ранее взаимозависимостей между потоками дефектов в программных сис-
темах.
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FUNDAMENTALS OF THE THEORY OF SOFTWARE SYSTEMS STABILITY
Theoretical basis of software systems stability were developed on the basis of the theory of their dynamics. Con-

cepts of internal and external balance were introduced, and their stability conditions were proved by a number of theo-
rems. Existence of previously unknown relations and dependencies between defect flows in software systems was shown.
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ОСНОВИ ТЕОРІЇ СТІЙКОСТІ ПРОГРАМНИХ СИСТЕМ
На базі теорії динаміки програмних систем розроблено теоретичні основи їх стійкості. Введено поняття

внутрішньої і зовнішньої рівноваги, рядом теорем доведено умови їх стійкості. Показано існування невідомих
раніше взаємних залежностей між потоками дефектів у програмних системах.
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Введение. Для оценки надежности про-
граммных систем (ПС) широко используют-
ся методы математического моделирования.
Целью моделирования  показателей надеж-
ности ПС является оценка количества ос-
тавшихся в системе дефектов, а также про-
гнозирование времени и динамики их выяв-
ления. Эта задача не является новой, но ме-
тоды ее решения не могут считаться хорошо
изученными. Например, в [5] авторы отме-
чают: «Необходимо подчеркнуть, что к на-
стоящему времени теорию надежности про-
граммных средств нельзя рассматривать как
сложившуюся науку. … можно констатиро-
вать наличие существенного разрыва между
теорией (математическими моделями и ме-
тодами) и практикой».

Теория динамики программных систем
(ДПС), как показано в [1] и [3] и подтвер-
ждено на практике [2], позволяет уничто-
жить этот разрыв и сделать первый шаг к
приближению науки о надежности ПС к оп-
ределению «сложившаяся».

В теории ДПС процесс выявления де-
фектов в ПС и внесения в нее новых вторич-
ных дефектов рассматривается как процесс

Маевский Д.А., 2011

взаимодействия двух потоков. Первый, вы-
ходной поток выносит дефекты из системы,
второй, входной – вносит в нее вторичные
дефекты.

В связи с существованием в ПС двух
противоположно направленных потоков де-
фектов актуальным является подробное изу-
чение этого влияния и сопутствующих пото-
кам явлениям. Этому изучению и посвящена
настоящая статья.

Фазовые траектории программной
системы. Состояния равновесия. Как пока-
зано в [3], поведение ПС с точки зрения воз-
никновения и развития потоков дефектов
описывается динамической системой (1)
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Для исследования поведения и качест-
венного анализа динамической системы, за-
данной уравнениями (1), построим ее фазо-
вые траектории (фазовый портрет).

Определение 1. Вектором состояния ПС
будем называть вектор 2f,fu 1 где f1 и
f2 – переменные состояния на момент време-
ни t .
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Определение 2. Пространством состоя-
ний (фазовым пространством) системы
будем называть подмножество 2RUX 

с координатами 2f,fu 1 , где
}N:RN{R 0 .

Каждая фазовая траектория соответству-
ет определенному частному решению систе-
мы (1) при определенных начальных услови-
ях. В случае программной системы и иссле-
дования потоков дефектов в качестве коор-
динат фазового пространства следует вы-
брать величины 1f  и 2f , определяющие ко-
личество дефектов выходного и входного
потоков.

Для построения фазовых траекторий ПС
необходимо получить зависимость  1ff2 .
Дифференциальное уравнение, связывающее

2f  с 1f , можно получить из системы (1),
разделив второе уравнение на первое. Полу-
чим
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Здесь учтено, что  в соответствии с [1]
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С учетом этих соотношений уравнение
(2) можно переписать:
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Если разделить числитель и знаменатель
этой дроби на 01 A  и ввести коэффициент
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Уравнение (4) представляет собой ли-
нейное неоднородное дифференциальное
уравнение, в правую часть которого входит
время t . Выполнив его численное решение,
получаем фазовый портрет ПС, показанный
на рис. 1.

Фазовый портрет построен для ПС с та-
кими характеристиками: количество дефек-
тов при t = 0 – F0 = 100, коэффициент
A1 = 0,01 сут-1 коэффициент k  изменяется от
0 до 1,1.

Рис. 1. Фазовый портрет ПС

Поясним образование фазовых траекто-
рий. Каждой точке на траектории (образую-
щей точке) соответствует пара значений
(f1, f2). Движение образующей точки проис-
ходит от начального состояния системы (при
t = 0) к конечному (при t ). В нашем
случае, начальному состоянию f1 = F0, f2 = 0
соответствует начальная точка, лежащая на
оси абсцисс. Движение образующей точки
по траектории осуществляется справа налево
(показано стрелками на рис. 1).

Из рис. 1 видно, что при k < 1 все траек-
тории стремятся к равновесному состоянию,
если скорости изменения потоков становятся
равными нулю. Этому состоянию соответст-
вует равновесие ПС, когда дефектов в ней
нет, следствие, как нет потоков. На рис. 1.
этому состоянию отвечает точка (0,0).

При k = 1, т.е. в случае равенства интен-
сивностей выходного и входного потоков,
образующая точка движется справа налево
по отрезку прямой (f2 в каждой ее точке рав-
но f1). Состояния равновесия, равенства ну-
лю скоростей изменения потоков, система
достигает в конечной точке этой прямой. Эта

точка имеет координаты 







2
F,

2
F 00 , т.е. при

достижении количеством выносимых и вно-
симых дефектов этого значения потоки пере-
стают изменяться.

В случае k > 1 образующая точка дви-
жется по фазовой траектории, стремящейся в
бесконечность. Однако и при этом, как вид-
но из рис. 1, точка сначала выходит на пря-
мую f2 = f1. Количество дефектов в системе
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при этом будет бесконечно возрастать, а
скорость изменения потока никогда не дос-
тигнет нулевого значения.

Из анализа рис. 1 можно сделать и более
важные концептуальные выводы.

Вывод 1. Все фазовые траектории стре-
мятся к прямой f2 = f1, т.е. со временем коли-
чество дефектов, которые вносятся в систе-
му, уравнивается с количеством выносимых
дефектов. Можно сказать, что ПС со време-
нем приобретает внутреннее равновесие ме-
жду действующими в ней потоками. После
обретения равновесия оба потока становятся
одинаковыми как по количеству дефектов,
образующих поток, так и по скорости изме-
нения потоков во времени.

Явление внутреннего равновесия являет-
ся неизвестным ранее и нуждается в тща-
тельном изучении.

Вывод 2. На фазовом портрете ПС есть
точки, в которых сама программная система
как единое целое приобретает равновесие со
своей внешней средой: потоки перестают
изменяться. Такие точки будем называть по-
ложениями внешнего равновесия. Согласно
теории динамических систем [4], эти точки
называются стационарными. Стационарной
точкой при k < 1 является начало координат.
При этом установившемся состоянием
(вспомним переходные процессы) ПС будет
достижение ее равновесия с окружающей
средой (предметной областью), т.е. полное
отсутствие дефектов в ПС.

При k = 1 также образуется стационарная
точка, соответствующая равенству интен-
сивностей прямого и обратного потоков.
Кстати, как уже говорилось, этот вывод пол-
ностью согласуется с ожидаемым.

В отличие от двух рассмотренных случа-
ев, при 1k  , т.е. при превышении интен-
сивности входного потока над выходным,
стационарных точек не наблюдается. При
этом фазовые кривые устремляются в беско-
нечность, что опять таки соответствует ожи-
даемым результатам. Однако в этом случае
ПС сначала достигает состояния внутренне-
го равновесия, а уже потом оба потока син-
хронно устремляются в бесконечность. Это
дает основание предполагать, что достиже-
ние состояния внутреннего равновесия есть
необходимое условие для всех ПС при любых

соотношениях между выходным и входным
потоками.

Докажем это предположение.
Внутреннее равновесие программных

систем. При исследовании явления внутрен-
него равновесия ПС надо дать ответ на сле-
дующие вопросы:

1. Всегда ли любая ПС будет достигать
состояния внутреннего равновесия?

2. Является ли явление внутреннего
равновесия устойчивым?

3. В какой момент времени при извест-
ных параметрах в ПС наступит внутреннее
равновесие?

Перед рассмотрением этих вопросов да-
дим формальное определение состоянию
внутреннего равновесия.

Определение 3. Явлением внутреннего
равновесия ПС будем называть установление
равновесия между выходным и входным по-
токами в ней, при котором совпадают их ин-
тенсивности и количество дефектов.

Отвечая на первый вопрос надо опреде-
лить, не является ли явление внутреннего
равновесия случайным и присуще ли оно
всем программным системам. Существова-
ние явления внутреннего равновесия для
любых ПС доказано теоремами 1 и 2.

Теорема 1 (первая теорема равновесия).
Существует такое значение времени t , что
для всех tt   выполняется условие

 )t(f)t(f 21  для любых сколько угодно
малых  .

Доказательство теоремы 1. Принимая
во внимание то, что разность )t(f)t(f1 2
берется по модулю, надо обратить внимание
на возможные соотношения между величи-
нами  tf1 и  tf2 . Сначала отметим, что в
выражениях (3) произведение t2A  всегда яв-
ляется положительным. Поэтому можно ут-
верждать, что tshAtchA 22  , из чего следует,
что )t(f)t(f1 2 . При таком соотношении
модуль )()( 21 tftf  , согласно свойствам мо-
дуля, можно заменить разностью

)t(f)t(f 21  .
На основании этого составим уравнение

02  )t(f)t(f1 . (5)
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Теорема будет доказана, если будет най-
дено значение tt  , удовлетворяющее этому
уравнению.

Воспользовавшись выражениями (3),
уравнение (5) можно переписать так:

     .0F 220
1  tAshtAche tA

Раскрывая гиперболические функции,
после преобразований получим

  .F 21
0  tAAe (6)

Уравнение (6) разрешимо относительно
t при любых положительных ε. Действитель-
но, прологарифмировав, получаем

  .lnA
10

21 F
tA 


откуда значение tt  :

2AA
F

ln
t

1

0




 . (7)

Знак «минус» в правой части (7) обу-
словлен тем, что сколько угодно малая вели-

чина 0F , поэтому 0
0



F

ln .

Таким образом, значение tt   сущест-
вует, а при tt   левая часть (7) станет
меньше, чем  .

Теорема 1 доказана.
Для рассмотрения интенсивности пото-

ков рассмотрим теорему 2.
Теорема 2 (вторая теорема равновесия).

Существует такое значение времени t  , что

для всех tt   выполняется 
dt

df
dt
df1 2

для любых сколько угодно малых  .
Доказательство теоремы 2. При дока-

зательстве теоремы 2, принимая во внимание
свойства модуля разности, как и в доказа-
тельстве предыдущей теоремы, следует учи-
тывать все возможные случаи.

Во-первых, отметим, что состояние рав-
новесия между потоками возможно только
тогда, когда их интенсивности (скорости из-
менения во времени) имеют одинаковые зна-
ки. Невозможно равновесие, когда один по-
ток увеличивается, а другой уменьшается.

Во-вторых, надо рассмотреть отдельно
возможные соотношения между скоростями
изменения потоков, т.е., случай, когда

dt
df

dt
df 21   и случай

dt
df

dt
df 21  . Поэтому

рассмотрим четыре случая.

Случай 1. 0
dt
df
1 , 0

dt
df
2 ,

dt
df

dt
df 21  .

При этом, как следует из свойств моду-
ля, модуль разности можно заменить обык-

новенной разностью:
dt

df
dt
df

dt
df

dt
df 11 22  .

С учетом (3) запишем

 .22
2dt
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221

12
1021 tAtAtA eAeAeF
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Отсюда получаем уравнение
  .)(

1210
21   tAAeAAF (8)

При 1AA2   значение t , удовлетворяю-
щее этому уравнению, существует, а при
увеличении t  левая часть станет меньше  .

Случай 2.

0
dt
df
1 , 0

dt
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2 ,

dt
df

dt
df 21  .

При этом из свойств модуля следует, что

dt
df
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С учетом (3) получаем
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или после преобразований, подобных прове-
денным в случае 1,

    tAAeAAF )(
2110

21 . (9)
При 2AA1   значение t , удовлетворяю-

щее этому уравнению, существует, причем с
увеличением t  левая часть станет меньше  .

Случай 3.

0
dt
df
1 , 0

dt
df
2 ,

dt
df

dt
df 21  .

При таком соотношении модуль разно-
сти можно записать так:

dt
df

dt
df

dt
df

dt
df 11 22  .

С учетом (3) получаем
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Выражение (10) тождественно получен-
ному в случае 2 (9), но только при 2AA1  .
Это означает, что при любых соотношениях
между 1A  и 2A значение t , удовлетворяющее
этому уравнению, существует, причем при
увеличении t  левая часть станет меньше  .

Случай 4.

0
dt
df
1 , 0

dt
df
2 ,

dt
df

dt
df 21  .

Исходя из свойств модуля можно пере-

писать
dt
df

dt
df

dt
df

dt
df 21 12  .

С учетом (3) получаем
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dt
df tA

2122

2122
10

12 1

dt
df ,

или после преобразований
    tAAeAAF )(

1210
21 . (11)

Выражение (11) тождественно получен-
ному в случае 1 (8), но при 1AA2  . Это
означает, что при любых соотношениях ме-
жду 1A  и 2A  значение t , удовлетворяющее
этому уравнению, существует, причем при
увеличении t  левая часть станет меньше  .

Итак, во всех возможных случаях суще-
ствует такое значение t, которое удовлетво-

ряет уравнению 
dt

df
dt
df1 2 , причем при

увеличении времени t левая часть станет
меньше ε.

Теорема 2 доказана.
Рассмотрим вопрос устойчивости со-

стояния внутреннего равновесия. Нужно вы-
яснить, может ли ПС со временем самопро-
извольно выйти из равновесия. Если ответ
будет положительным, то это значит, что
внутреннее равновесие явление временное. В
какое-то время оно достигается, а впоследст-
вии система сама выходит из этого состоя-
ния и потоки перестают быть согласованны-
ми. Если же состояние равновесия устойчи-
во, то система сама не может выйти из него и
потоки постоянно остаются согласованными.
Они синхронно уменьшаются к нулю или
синхронно бесконечно увеличиваются.

Устойчивость явления внутреннего рав-
новесия доказывается теоремой 3.

Теорема 3 (третья теорема равновесия).
Явление внутреннего равновесия является
устойчивым при всех значениях коэффици-
ентов влияния.

Доказательство теоремы 3. Допустим,
что внутреннее равновесие не является ус-
тойчивым. Это значит, что после достижения
одинакового количества дефектов выходного
и входного потоков в момент времени t  при

tt   равновесие будет нарушено, т.е. при
tt     tftf 21  . Неравенство количества

дефектов обоих потоков после достижения
равновесия возможно, только если скорости
изменения выходного и входного потоков
будут отличаться. Но это входит в противо-
речие с теоремой 2, которая доказывает ра-
венство скоростей изменения потоков после
достижения внутреннего равновесия. Пред-
положение не является верным, следова-
тельно, теорема 3 доказана.

Таким образом, доказана устойчивость
состояния внутреннего равновесия про-
граммных систем. Определим время, при ко-
тором система будет достигать этого состоя-
ния. Для этого используем результаты, полу-
ченные во время доказательства теорем 1и 2.

Значение времени, при котором про-
граммная система достигает состояния рав-
новесия количества дефектов, определяется
выражением (7).

На практике, принимая во внимание то,
что количество дефектов всегда может быть
только целым числом, можно принять, что

1 , т.е. соответствует  минимально разли-
чимому количество дефектов. Тогда из (7)
получим

21

0
AA

Flnt


 . (12)

Для нахождения времени, при котором рав-
новесия достигают скорости потоков, вос-
пользуемся формулами (8) и (9). Формулу (8)
можно использовать при соотношении ко-
эффициентов влияния 1AA2  . При этом
время, необходимое для достижения равен-
ства скоростей

 
21

012

ln

AA
FAAt





 . (13)
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При анализе уравнения (7) было пред-
ложено принять 1 , так как  количество
дефектов может быть только целым числом.
Для анализа и интерпретации (13) тоже надо
оценить возможное значение   в этом урав-
нении. Для этого обратимся к системе (1) и
определим интенсивность обоих потоков при

0t   для начальных условий   00 Ff1   и

  002 f : 0
1 AF

dt
df
 ; 02

2 FA
dt
df
 .

Отсюда, с абсолютной погрешностью не

больше чем
0

1
F

, можно принять 12 AA  .

При таком значении   (13) можно перепи-
сать

2AA
lnFt
1

0


 . (14)

Сравнивая (12) и (14), можно утвер-
ждать, что tt  , т.е. оба условия внутрен-
него равновесия достигаются одновременно.
Те же выводы можно сделать, анализируя
случай 2AA1  .

Теоремами 1 и 2 показана неизбежность
наступления в ПС состояние внутреннего
равновесия. Это дает основание сформули-
ровать закон равновесия потоков в про-
граммных системах.

Закон равновесия потоков. В любой
программной системе выходной и входной
потоки всегда достигают внутреннего равно-
весия. Время достижения внутреннего рав-
новесия прямо пропорционально начальному
количеству дефектов в ней и обратно про-
порционально сумме коэффициентов влия-
ния.

Таким образом, подытоживая получен-
ные результаты, можно утверждать, что со-
стояние внутреннего равновесия присуще
всем программным системам, и это равнове-
сие является устойчивым. Такие выводы
теории динамики программных систем яв-
ляются новыми и нуждаются в детальном
изучении и экспериментальной проверке.

Внешнее равновесие и устойчивость
программных систем. Фазовые траектории
ПС (1) содержат важную информацию о ее
асимптотических состояниях, на основании
которой можно ввести понятие внешнего
равновесия.

Определение 4. Положениями внешнего
равновесия ПС (стационарными точками)
будем называть такие точки фазового про-

странства **
1

* f,fu 2 , что











0

0
*

11
*

12

*
22

*
11

fAfA
fAfA

.

Очевидно, что *u является решением

системы (1) при 0
dt
ud *

.

Определение 5. Положение внешнего
равновесия ПС будем называть устойчивым,
если для любого 0  существует 0 та-

кое, что для любого 0u , 
*

uu0  выпол-

няется неравенство 
*

u)u,t(u 0  для

всех 0t .
Определение 6. Положение внешнего

равновесия ПС будем называть асимптоти-
чески устойчивым, если, при выполнении
условий определения 5, дополнительно вы-

полняется условие 00 
*

u)u,t(u  при

t .
Исследуем положение внешнего равно-

весия ПС, динамика, которой описывается
уравнениями (1). Программная система вхо-
дит в состояние внешнего равновесия со сво-
ей окружающей средой (ПрО), когда потоки
дефектов перестают изменяться во времени.
Обратим внимание, что здесь говорится о
равенстве нулю только скоростей изменения
потоков. Сами значения 1f  и 2f  в общем
случае могут быть отличными от нуля. Толь-
ко в частном случае, когда 1k  ,  в пределе
получаем 01f  и 02f .

В теории динамических систем внешне-
му равновесию отвечают стационарные
(особенные) точки. Поэтому дальше терми-
ны «точка внешнего равновесия» и «стацио-
нарная точка» будут употребляться как си-
нонимы.

Условия наступления в системе внешне-
го равновесия сформулированы в теореме 4.

Теорема 4 (четвертая теорема равнове-
сия). При условии 21 AA   программная сис-
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тема приобретает асимптотически устойчи-
вое состояние внешнего равновесия.

Доказательство теоремы 4. Из урав-
нений (1) для положения внешнего равнове-
сия запишем








0
0

2112

2211

fAfA
fAfA

. (15)

При 21 AA   определитель этой системы

0AAAdet 2
1  2

2 . Поэтому система (15)
может иметь только одно решение

02  ff1 , которое и соответствует поло-
жению равновесия.

Докажем асимптотическую устойчи-
вость этого решения. Для этого рассмотрим
матрицу системы (15)

12

21
AA
AA

A





и найдем ее собственные числа из уравнения
0A2 2

2
2

11
2  AA .

Решая это уравнение, получаем собст-
венные числа:

211 AA  , 212 AA  .
Согласно теореме Ляпунова [4], стацио-

нарная точка устойчива асимптотически, ес-
ли все собственные числа имеют отрица-
тельный знак вещественной части. Корень

2  будет отрицательным при любых значе-
ниях A1 и A2. Отрицательное значение λ1
возможно только при условии A1 > A2.

Теорема 4 доказана.
Теорема 5 (пятая теорема равновесия).

При условии A1 = A2 программная система
приобретает устойчивое внешнее равнове-
сие.

Доказательство теоремы 5. При усло-
вии A1 = A2  определитель системы (15)

0AAAdet 2
1  2

2 , потому эта система ма-
тематически имеет бесконечное количество
решений. Но, учитывая физический смысл,
при равенстве A1 и A2 получим решение каж-
дого из уравнений только при 2ff1  .

Теорема 5 доказана.
Знак « минус» перед 2f , как  видели, оз-

начает противоположную направленность
потоков. В то же время, суммарное количе-
ство дефектов, содержащихся в ПС, как бы-
ло показано в [1], всегда равняется 2ff1  .

Этот факт позволяет определить положение
точки внешнего равновесия при A1 = A2. Рас-
смотрим ПС при t = 0. В этот момент време-

ни 02 Fff1  , откуда
2
0

21
Fff  .

Таким образом, внешнее равновесие при
A1 = A2 устанавливается на уровне половины
от первоначального количества дефектов в
программной системе. Положение равнове-
сия при этом является устойчивым.

Интересно исследовать устойчивость ПС
при A1 < A2. При таком соотношении коэф-
фициентов влияния определитель матрицы
системы (15) 0AAAdet 2

1  2
2 , что гово-

рит о существовании одного положения рав-
новесия. Собственные числа матрицы A в
этом случае 00 21  , , что согласно [4],
отвечает неустойчивой точке типа «седло».

1. Возможные типы положений
равновесия ПС

Соотношение 1A  и 2A Тип положения
21 AA  ; 00 21  , .

Выносятся больше
дефектов, чем вносится Устойчивый узел

21 AA  ; 00 21  ,
Вносятся больше
дефектов, чем выносится Седло

21 AA  ; 00 21  ,
Выносится и вносится
одинаковое количество
дефектов

Устойчивый узел

Выводы. В статье исследован фазовый
портрет ПС и рассмотрены вопросы их ус-
тойчивости.

На основании поведения фазовых траек-
торий сделан вывод о существовании в ПС
состояния внутреннего равновесия, при ко-
тором количества вынесенных и внесенных
дефектов, а также скорости их изменения во
времени одинаковы. Сформулирован закон
равновесия потоков. Возможность существо-
вания состояния внутреннего равновесия и
необходимость его достижения системой до-
казаны рядом теорем.

Одна из таких закономерностей сформу-
лирована в законе равновесия потоков. Вто-
рая очень важная закономерность видна из
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фазового портрета ПС (1). Эта закономер-
ность проявляется в явлении возрастания ко-
личества вторичных дефектов в системе.
Действительно, из рис. 1 следует, что при

2AA1  , даже при неуклонном уменьшении
количества дефектов выходного потока, чис-
ло вторичных дефектов в системе возрастает,
достигает максимума, и лишь потом начина-
ет уменьшаться. На этот факт должны обра-
тить внимание тестировщики ПС. Приведен-
ные зависимости позволяют предсказать ин-
тервал времени, в котором существует по-
вышенная опасность внесения вторичных
дефектов и принять соответствующие меры
для их снижения.
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