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СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО РЕЖИМУ РУХУ МЕХАНІЗМІВ 
ВАНТАЖОПІДЙОМНИХ МАШИН ЗА КРИТЕРІЄМ ДИНАМІЧНОЇ ПОТУЖНОСТІ 

Розв’язано варіаційну задачу визначення оптимального режиму руху механізму вантажопідйомної маши-
ни. Рух механізму описується диференціальним рівнянням другого порядку. Для оптимального закону руху роз-
раховано динамічні, кінематичні та енергетичні показники, які можуть бути використані для вибору приводу 
механізму. 
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OF THE SYNTESIS OF OPTIMAL MOVEMENT MODE OF LOAD-LIFTING 
MACHINES BY DYNAMICAL POWER CRITERION 

The variation problem of load-lifting machine’s mechanism optimal movement mode has been solved.  The mecha-
nism movement is describing by differential equation of second order. Dynamical, kinematical, power indexes has been 
calculated for optimal movement law, which may be using for mechanism drive selection. 
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СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО РЕЖИМА ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ 
ГРУЗОПОДЪЕМНЫХ МАШИН ПО КРИТЕРИЮ ДИНАМИЧЕСКОЙ МОЩНОСТИ 

Решена вариационная задача определения оптимального режима движения механизма грузоподъемной 
машины. Движение механизма описывается дифференциальным уравнением второго порядка. Для оптималь-
ного закона движения рассчитаны динамические, кинематические и энергетические показатели, которые мо-
гут быть использованы для выбора привода механизма. 

Ключевые слова: грузоподъемная машина, оптимизация движения, уравнение Эйлера-Лагранжа, функ-
ционал, условный экстремум, коррекция решения, перегрузочная способность привода 

 

Постановка проблеми 
Для великої кількості механізмів ванта-

жопідйомних машин важливим показником 
їх роботи є рівень динамічної потужності 
приводу. Зменшення рівня динамічної поту-
жності приводу дає змогу експлуатувати ме-
ханізми вантажопідйомних машин з вищим 
ККД, що, у свою чергу, зменшує шкідливі 
витрати енергії на нагрівання приводу та 
зношування елементів механізму. Крім того, 
зменшення динамічної потужності приводу 
дає можливість ґрунтовніше підходити до 
розрахунку потужності приводу. 

Досягти зменшення динамічної потуж-
ності можна, обравши певний режим роботи 
механізму. Під режимом роботи розуміється 
зміна кінематичних та динамічних характе-
ристик механізму в часі  (розглядається  про- 
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грамне керування). Із усього різноманіття 
режимів роботи механізмів вантажопідйом-
них машин необхідно обрати один, за яким 
показник динамічної потужності приводу 
буде найнижчим. Такий режим роботи нази-
вається оптимальним. У даному дослідженні 
відшукується саме оптимальний режим ро-
боти механізму вантажопідйомної машини за 
критерієм середньоквадратичного значення 
динамічної потужності приводу механізму.  

Аналіз останніх досліджень та публі-
кацій 

Оптимізація режимів руху механізмів 
вантажопідйомних машин може виконува-
тись варіаційним численням [1], застосуван-
ням принципу максимуму Л.С.Понтрягіна 
[2], динамічним програмуванням [3] та різ-
номанітними наближеними методами [4–9]. 
Використання вказаних методів для лінійних 
задач дає змогу досить легко отримати фун-
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кцію оптимального керування. Що стосуєть-
ся нелінійних задач оптимізації, до яких на-
лежить задача мінімізації динамічної потуж-
ності приводу, то їх розв’язання не завжди 
можна знайти у аналітичному вигляді і тому 
часто використовують наближені методи. 

Задача мінімізації динамічної потужнос-
ті розв’язана у роботі [8] у неявному вигляді 
для всього циклу переміщення механізму. Це 
накладає обмеження на практичну реаліза-
цію отриманого результату. Ця ж задача була 
розв’язана прямим варіаційним методом у 
роботі [9]. Крім того, у роботі [7] розв’язок 
дозволяє усунути „жорсткі” та „м’які” удари 
у приводі механізму. 

Мети та завдання дослідження 
Метою проведеного дослідження є 

розв’язання задачі оптимізації режиму роз-
гону механізму вантажопідйомної машини у 
варіаційній постановці. Для досягнення по-
ставленої мети потрібно:  

1) розв’язати варіаційну задачу мінімі-
зації інтегрального функціоналу, який відо-
бражає середнє значення квадрату динаміч-
ної потужності приводу механізму вантажо-
підйомної машини; 

2) проаналізувати отриманий результат 
та виконати корекцію розв’язку; 

3) розрахувати кінематичні та динамічні 
показники, які відповідають корегованому 
оптимальному режиму руху механічної сис-
теми. 

Виклад основного матеріалу 
Приймемо таку математичну модель ру-

ху механізму вантажопідйомної машини: 
,динmx F W F                  (1) 

де m – зведена до поступального руху маса 
механізму та його приводу; х –узагальнена 
координата механізму (у даному дослідженні 
використано лінійні координати); F – зведе-
на до поступального руху сила приводного 
механізму; W – сила опору переміщення ме-
ханізму у тому числі технологічного харак-
теру; Fдин – динамічна складова приводного 
зусилля.  

Рівняння (1) у першому наближенні опи-
сує динаміку руху механізмів вантажопідйо-
мних машин: переміщення прольотного кра-
на, зміни вильоту та повороту баштового 
крана, підйому вантажу тощо (вважаємо, що 

маса вантажу приєднана до маси основного 
механізму). 

Таким чином, представлена задача є 
першою спробою синтезу оптимального ке-
рування без врахування впливу зазорів, пру-
жно-в’язких та інших динамічних факторів, 
що діють у механізмі. Зазначимо, що у пода-
льших дослідженнях у цьому напрямку бу-
дуть враховані необхідні ускладнення мате-
матичних моделей механізмів вантажопід-
йомних машин. 

Оптимізацію режиму розгону механізму 
(1) виконаємо за критерієм мінімуму інтег-
рального функціоналу, який із врахуванням 
позначення yx   записується таким чином: 

2 2

0 0

1 1 ( ) min,
T T

дин динI P dt F у dt
Т Т

       (2) 

де динP  – динамічна складова потужності при-
водного механізму; Т – тривалість розгону ме-
ханічної системи. Для коректної постановки 
варіаційної задачі необхідно у підінтегральний 
вираз функціоналу (2) ввести рівняння зв’язку 
(1). Отже, варіаційна задача полягає у тому, 
щоб знайти екстремум функціоналу 

 2

0

1 ( ) ( ) min,
T

ум дин динI F у F my dt
Т

      (3) 

де λ – невизначений множник Лагранжа. 
Умовою мінімуму критерію (3) є система рі-
внянь Ейлера-Лагранжа [1] 

2

2

2 0;

2 0.
дин

дин

F у m
F у





  


 


           (4) 

Здиференціюємо друге рівняння системи 
(4) за часом, у результаті чого отримаємо 

22 4 0.дин динF у F уу              (5) 
Із виразу (5) неважко знайти вираз для  : 

22 4 .дин динF у F уу                (6) 
Знайдемо тепер вираз для динF : проди-

ференціюємо за часом ліву та праву частини 
диференціального рівняння (1) і, враховуючи 
позначення yx  , запишемо: 

.динF mу                            (7) 
Підставляючи   та динF  з виразів (6) та 

(7) у перше рівняння (4), отримаємо остаточ-
но 
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2 2 0.yy y y                    (8) 
Рівняння (8) є нелінійним диференціа-

льним рівнянням другого порядку. Для то-
го, щоб знайти його розв’язок, виконаємо 
заміну 

2( ) ,z y y                       (9) 
як це зроблено у праці [10]. Із врахуванням 
заміни (9) рівняння Ейлера-Лагранжа (5) 
перепишемо таким чином: 

2 0.z z
y

                  (10) 

Рівняння (10) є лінійним однорідним 
диференціальним рівнянням із змінними 
коефіцієнтами. Воно відрізняється від ана-
логічного рівняння, наведеного у роботі 
[10] тим, що його права частина рівна ну-
лю. 

Рівняння (10) має такий розв’язок: 
1
2 ,Сz

y
                     (11) 

де С1 – постійна інтегрування. Із врахуван-
ням заміни (9) та розв’язку (11) сформуємо 
диференціальне рівняння для функції у: 

2 1
2 .Сy

y
                     (12) 

У роботі [10] рівняння, яке аналогічне 
рівнянню (12), розв’язане у неявному ви-
гляді t = t(y). Неявний вигляд розв’язку не 
дає змоги отримати важливі кінематичні, 
динамічні та енергетичні показники руху 
механізму, також ускладнюється реалізація 
оптимального закону руху механізму на 
практиці. Тому будемо шукати розв’язок 
рівняння (12) у вигляді y=y(t). Диференціа-
льному рівнянню (12) із початковою умо-
вою y(0)=0 задовольняє чотири функції. 
Виберемо з них одну, яка відповідає фізич-
ним умовам перехідного процесу: 

12 .y t C                (13) 
Умова досягнення усталеної швидкості 

( vTy )( ) в момент закінчення перехід-
ного процесу приводить до алгебраїчного 
рівняння 

12 ,T C v               (14) 
розв’язуючи яке отримаємо 

4

1 2 .
4
vC
T

                      (15) 

Підставляючи постійну інтегрування з 
(15) у вираз (14), остаточно запишемо екс-
тремаль функціоналу (3): 

.ty v
T

                        (16) 

Знайдемо функцію прискорення меха-
нізму: 

1.
2

d t vy v
dt T tT

 
   

 
      (17) 

Враховуючи вирази (16) та (17), знай-
демо вираз динамічної потужності привод-
ного механізму: 

2

.
2дин

mvP
T

                 (18) 

Таким чином, для досягнення мінімуму 
функціоналу (3) необхідно протягом пере-
хідного процесу до механізму підводити 
незмінну потужність, яка визначається за 
виразом (18). Вираз (18) дає можливість 
виконувати розрахунок приводу механізму 
вантажопідйомної машини. Проте, у пода-
льшому виконаємо корекцію оптимального 
закону (16) і вираз (18) необхідно уточни-
ти. 

Побудуємо графіки функцій (16) та (17) 
(рис. 1) при таких параметрах: Т=0,5 с, v=2 
м/с (графік прискорення обмежений). 

 

 
а 
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Рис. 1. Графіки кінематичних функцій: 
а – швидкість; б – прискорення механізму 

вантажопідйомної машини 
 

Аналізуючи вираз (17), можна записати 
таку рівність 

0

1(0) (0) lim .
2дин t

vF my
tT 

     (19) 

Рівняння (18) несумісне із фізичними 
умовами реалізації оптимального режиму 
роботи механізму. У роботі [10] оптималь-
ний закон руху було змінено (відкореговано) 
таким чином, щоб виключити умови, які по-
дібні умові (19). Використаємо такий же під-
хід. Для цього спочатку знайдемо значення 
кінематичних функцій оптимального закону 
руху (16) у певні моменти часу. Швидкість 
механізму у момент часу t=Tn визначається 
за виразом 

( ) ,y Тn v n                   (20) 

де n – коефіцієнт, який позначає долю пер-
шого етапу розгону механізму від тривалості 
всього розгону; прискорення та ривок в той 
же момент часу: 

( ) ,
2

vy Tn
T n

                  (21) 

( )
4

vy Tn
Tn nT

  ,                (22) 

відповідно. Надалі сформуємо крайові умо-
ви, яким має відповідати коригувальна фун-

кція, що заміняє екстремаль протягом пер-
шого етапу розгону (індекс „кор” означає 
коригувальну функцію, цифра у індексі по-
значає етап розгону механізму, на якому ко-
ригується екстремаль): 

1 1 1

1 1

1

(0) (0) (0) 0;

( ) ; ( ) .
2

( ) .
4

кор кор кор

кор кор

кор

y y y
vy Tn v n y Tn

T n
vy Tn

Tn nT


   

  



 


 





  (23) 

Вибір початкових умов у системі (23) 
дає змогу отримати коригувальну функцію, 
яка забезпечує відсутність „жорстких” та 
„м’яких” ударів на початку руху. Крім того, 
забезпечується плавність сполучення кори-
гувальної функції )(1 tyкор  та екстремалі.  

Будемо шукати коригувальну функцію 
)(1 tyкор  у вигляді полінома шостого степе-

ня: 
6

1
0

( ) ,i
кор i

i

y t At


                    (24) 

де iA  – коефіцієнти полінома, які визнача-
ють виходячи з умов (23). Не будемо деталь-
но описувати методику знаходження коефі-
цієнтів, а запишемо остаточний результат: 

2 3
2 2 2

1 9 5
( ) (35 90 63 ).

8
кор

v ty t t ntT n T
n T

     (25) 

Аналогічно запишемо умови, яким по-
винна відповідати коригувальна функція для 
третього етапу руху (другий етап руху вва-
жаємо рухом за оптимальним законом (16)): 

3 3

3

3 3 3

( ) ; ( ) ;
2

( ) ;
4

(0) ; (0) (0) 0,

кор кор

кор

кор кор кор

vy Tk v k y Tk
T k

vy Tk
Tk kT

y v y y

  

  

   







 

 (26) 

де k – коефіцієнт, який позначає долю тре-
тього етапу розгону механізму від тривалості 
всього розгону. Запишемо вираз для коригу-
вальної функції на третьому етапі: 
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       

      
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(27) 

Остаточно запишемо закон руху механі-
зму вантажопідйомної машини із врахуван-
ням коригування: 

1

.

3

, [0; ];

, [ ; ];

, [ ; ].

кор

опт кор

кор

y t Tn

ty v t Tn Tk
T

y t Tk T



 

 


      (28) 

Для того, щоб закон руху (28) можна бу-
ло реалізувати, також необхідно задати таку 
нерівність: 

0.n k                       (29) 
Якщо нерівність перетворюється у рів-

ність, то закон руху (28) вироджується і стає 
неоптимальним. Проілюструємо отриманий 
результат за допомогою графіків (рис. 2), 
побудованих для випадку k = 0,9, n = 0,1. 

Із рис. 2 видно, що характер руху меха-
нізму є плавним. Динамічна потужність, яка 
витрачається на збільшення кінетичної енер-
гії механізму, має два максимуми, що 
пов’язано із аналогічними максимумами на 
графіку прискорення механізму. 

Необхідно дати оцінку величині глоба-
льного максимуму приводного зусилля, яке 
відповідає одному із локальних максимумів 
на графіку прискорення. Це потрібно для то-
го, щоб забезпечити перевантажувальну зда-
тність приводу. 

Досліджуючи на максимум першу похі-

дну функції 1корy , знайдемо максимальне 
значення прискорення та, із врахуванням 
диференціального рівняння (1), запишемо 
максимальне значення приводного зусилля 
на першому етапі розгону: 

1max
729(407 40 30) .

274400
mvF W

nT


      (30) 

 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 2. Графіки, які відповідають кориго-
ваному оптимальному закону (28): шви-
дкість (а) та прискорення (б) механізму 
вантажопідйомної машини, динамічна 

потужність приводу механізму (в) 
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Відмітимо, що: 
1max0

lim .
n

F


              (31) 

Провівши аналогічне дослідження для 
третього етапу розгону механізму отримаємо: 

3
3max

3 2

1
5 3 22

3 2 5 3

3

3 2 5

1
3 2

[ ( ((6( 1)(1 15 45 )

6 ( 1)(1 2 29 20 295

1030 1125 ) ) ( 3(( 1)(1 2

29 100 335 1670 2925 )

2 6(1 2 15 45 )( 1) )

(1 2 29 20 295 1030

1125 ) ) )]

F m k k k k T

T k k k k k

k k k k

k k k k k

T k k k k T

k k k k k

k v

      

      

     

     

      

      

 4 3 4

3 1

[8000 (1 ) ( (14 48

35 ) 1) ] .

T k k k

k k W

  

   

 (32) 

Для F3max можемо записати рівність 
3max0

lim .
k

F


               (33) 

Побудуємо графіки функцій F1max та F3max 
(рис. 3). При побудові графіків прийнято 
W = 0,1mg; n та k змінюються у межах [0,01; 1]. 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Графіки локально–максимальних 
приводних зусиль: F1max  (а) та F3max (б) 

Якщо при реалізації оптимальних зако-
нів на практиці покласти 1–k=n, що відпові-
дає рівності першого та третього етапів роз-
гону механізму вантажопідйомної машини, 
то тоді правильною буде рівність: 

max 1max ,F F                    (34) 
де Fmax – глобально–максимальне значення 
приводного зусилля.  

Оцінимо зміну величини критерію (2) 
при корекції екстремалі. Для цього необхід-
но знайти визначений інтеграл 

2 2
2

. .
0

2 2 2
1 1 3 3

0

( )

( ( ) ( ) ( ) ).

T

кор опт кор опт кор

Tn Tk T

кор кор кор кор
Tn Tk

m mI y y dt
T T

y y dt yy dt y y dt

  

  



  



  

(35) 

Оцінку будемо робити за відносною ве-
личиною критерію: 

2

0

.
( )

кор кор
T

I I
I

I
yy dt

 





            (36) 

Показник (36) є аналогом запропонова-
ного у роботі [11] показника безрозмірної 
питомої дії за Аппелем. Різниця між показ-
ником (36) та запропонованим у роботі [11] 
полягає у тому, що дійсні витрати динаміч-
ної потужності, які входять у чисельник по-
казника із роботи [11], заміняються на витра-
ти цієї потужності при русі механізму за ко-
ригованим оптимальним законом. 

Побудуємо графік зміни показника I~  
при зміни коефіцієнтів k та n (рис. 4). 

 
Рис. 4. Графік залежності показника I~  

від коефіцієнтів k та n 
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Аналіз графіка (рис. 4) показує, що  

0
1

lim 1.
n
k

I



                       (37) 

Крім того, на основі аналізу виразу I~  
можна записати таку рівність: 

0,5
0,5

lim 1,3919.
n
k

I



                    (38) 

Тобто максимальне збільшення величи-
ни функціоналу (2) при корекції екстремалі 
можливе у 1,3919 раза. 

Висновки 
1) Розв’язано оптимізаційну задачу  

зменшення динамічної складової потужності 
приводного механізму; 

2) оптимальний закон руху механізму 
вантажопідйомної машини був скорегований 
для усунення небажаних динамічних наван-
тажень; 

3) визначено, що максимальне збіль-
шення функціоналу можливе у 1,3919 рази 
при виродженні коригованої екстремалі; 

4) встановлено глобально-максимальне 
значення приводного зусилля, що необхідно 
для перевірки перевантажувальної здатності 
приводного двигуна; 

5) отримані результати можуть бути ви-
користані для розробки алгоритмів керуван-
ня приводами механізмів вантажопідйомних 
машин. 
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