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Анотація: Розглянуто апроксимацію стандартних передавальних функцій та довільних ланок електроме-

ханічних систем, для яких відомий перехідний процес, поліномами дробового порядку з застосуванням удоско-

наленого методу рою частинок. Досліджено вплив його параметрів на точність співпадіння перехідних та 

частотних характеристик. 
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FRACTIONAL ORDER POLYNOMIALS 

Abstract. We consider approximation of the standard transfer functions of binomial form and Butterworth form, as 

well as random parts of electromechanical systems, for which transition process is known, by fractional order polyno-

mials, using an improved method of particles swarm optimization. It is concluded that the influence of parameters on 

the accuracy of the proposed method matches the transient and frequency characteristics.  
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В даний час в наукових виданнях можна 
відзначити підвищений інтерес до дробового 
числення взагалі, а також до застосування 
похідних та інтегралів дробових порядків в 
різних областях науки и техніки і, зокрема, в 
теорії керування [1, 2, 3] для аналізу та син-
тезу систем керування динамічними  систе-
мами. Ці роботи дозволяють зробити ряд 
акцентів, що стосуються тенденцій розвитку 
цього напряму, а також  позначити  пробле-
ми, які могли б стимулювати подальші дос-
лідження і розробки в області використання 
апарату дробового числення. Зокрема вико-
ристання апарату дробового числення в сис-
темах керування електроприводами з ПІД-
регуляторами, які реалізують дробові закони 
керування, дозволяють покращити показни-
ки якості динамічних характеристик елект-
роприводів та підвищити запас їх стійкості у 
порівняння з аналогічними системами, побу-
дованими за класичними законами керуван-
ня [1, 2, 3, 4, 5]. Взагалі дробові системи (чи 
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системи нецілого порядку) можуть розгля-
датися як узагальнення систем цілого по-
рядку. В деяких працях авторами запропоно-
вані алгоритми апроксимації передавальних 
функцій (ПФ) цілого порядку дробовими ПФ 
з аналізом точності співпадіння як в частот-
них [6, 7], так і в часових [2] областях. 

На основі аналізу, проведеному в [1], 
відзначено, що до відкритих і невирішених 
завдань, пов’язаних з дробовим численням і 
його застосуваннями в математичному і 
комп'ютерному моделюванні слід, зокрема, 
віднести: розвиток методів структурної і па-
раметричної ідентифікації динамічних сис-
тем, математичні моделі яких містять інтег-
родиференційні оператори нецілих порядків. 
Необхідність ідентифікації об’єкта керуван-
ня або інших ланок системи, що зводиться, 
як правило, до визначення їх ПФ, виникає 
при аналізі і синтезі систем автоматичного 
керування електромеханічними системами. В 
[8] описана методика апроксимації ПФ ланок 
електромеханічних систем (ЕМС) за їх екс-
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периментальними динамічними характерис-
тиками методом z-перетворення. 

Заміна ланок ЕМС з цілочисельними пе-
редавальними функціями високого порядку 
дробовими поліномами першого–другого по-
рядку має значну перевагу з точки зору 
спрощення моделі, точності та часу апрокси-
мації [9, 10] при побудові мікропроцесорних 
самоналагоджувальних (адаптивних) систем 
керування з дробовими регуляторами.   

Метою даної роботи є: 
– апроксимувати стандартні ПФ біноміа-

льної форми та форми Баттерворта полінома-
ми дробового порядку, застосувавши удоско-
налений метод рою частинок і дослідити 
вплив його параметрів  на точність співпадін-
ня перехідних та частотних характеристик; 

– розробити алгоритм знаходження ПФ 
дробового порядку довільних ланок ЕМС, 
для яких відомий перехідний процес, отри-
маний в результаті експерименту. 

Одним з підходів до вирішення цієї задачі 
є метод рою частинок [4], удосконалений ав-
тором для розв’язування задач апроксимації в 
ЕМС. Якщо застосувати цей  метод для N 
частинок, які рухаються у D-мірному просто-
рі пошуку, то кожна частинка характеризу-
ється випадковими положенням і швидкістю. 
Кожна частинка змінює свою траєкторію на 
кожній ітерації на основі власного і групового 
досвіду. І-та  частинка позначається   

),...,,(
21 iDiii

xxxX = . 

Її найкращий попередній розв’язок (стан, 
положення), який позначають pbest, зафіксо-
ваний у вигляді  

),...,,(
21 iDiii

pppP = . 

Поточна швидкість (швидкість зміни по-
ложення) описується  

),...,,(
21 iDiii

vvvV = . 

Найкраще досягнутий розв’язок цілого 
рою на даний момент (gbest) записується  у 
вигляді  

),...,,(
21 gDggg pppP = . 

На кожному часовому кроці кожна час-
тинка рухається в бік положення pbest і 
gbest. 

В [4] запропоновано оцінювати продук-
тивність (ефективність) руху частинок, які 

формують групи в залежності від кількості 
апроксимуючих параметрів (D) до бажаного 
розв’язку фітнес-функцією, яка встановлює 
зв'язок між положенням і швидкістю і-тої 
частинки для D- вимірного масиву наступ-
ними  рівняннями: 

1 1

2 2
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− + ⋅ ⋅ −
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де 
1
c  і 

2
c  –  дві додатні константи, які нази-

ваються локальний і глобальний ваговий 
коефіцієнт, відповідно; 

1
ϕ  і 

2
ϕ  – дві випад-

кові функції в діапазоні [0,1]; ω – вагова до-
ля інерції (inertia weight) частинок рою (кон-
станта).  

Запропоноване удосконалення методу 
рою частинок полягає в тому, що у відомий 
алгоритм (1,2) внесені наступні зміни: 

– початковий розподіл рою здійснюється 
шляхом ділення діапазону пошуку кожного 
невідомого параметра на кількість елементів 
рою в одному ряді і рівномірного розподілу 
елементів рою в просторі пошуку розв’язку в 
заданих межах; 

– рекомендується встановлювати межі 
пошуку кожного невідомого параметра, ви-
ходячи з очікуваних значень шуканих пара-
метрів (не встановлювати не обґрунтовано 
широкі межі пошуку невідомих параметрів 
дробової ланки, як  прийнято в [4]) і збіль-
шувати тільки у випадку відсутності задові-
льного результату;  

– рекомендується проводити уточнений 
розрахунок знайдених параметрів лише у 
випадку, коли отримана похибка переви-
щує допустиму, шляхом зменшення меж 
пошуку в зоні попередньо отриманих ре-
зультатів; 

– з метою прискорення процедури апро-
ксимації запропоновано оцінювати похибку 
апроксимації на кожній ітерації і, припиняти 
її за умови досягнення бажаної точності; 

– вибір констант 
1
c  і 

2
c  запропоновано 

здійснювати користувачами, оскільки вони 
визначають поведінку й ефективність методу 
в цілому. 

Для оцінки точності апроксимації різни-
ми ланками дробового порядку запропоно-
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вано наступні параметри перехідних та час-
тотних характеристик: 
σ  – абсолютне середньоквадратичне відхи-
лення перехідної функції (

п
σ ), або ЛАЧХ 

(
ч
σ ), знайдене за виразом [4] 

∑
=

−=

N

i

iei
yy

N 1

2
)(

1
σ ,                 (3) 

де уі – значення апроксимуючої перехідної 
функції або ЛАЧХ в і-й точці; уіе – значення 
перехідної функції апроксимованої ланки 
або ЛАЧХ в і-й точці; N – кількість точок 
опрацювання перехідного процесу; δ  – 
відносна похибка апроксимації перехідної 
функції (

п
δ ), або ЛАЧХ (

ч
δ ) знайдена за 

виразом 

y
y

σ
δ =  100 % ,                      (4) 

де уу – усталене значення перехідної функції 
або L (0,01) ЛАЧХ апроксимуючої ланки.  

І. Результати апроксимації стандарт-

них форм поліномами дробового порядку 

Нами запропоновано апроксимувати 
стандартні ПФ біноміальної форми та форми 
Батерворта першого-четвертого порядку  
дробовими поліномами з ПФ  

1
)(

1

1
+

=
α

sa

k
sW ,                         (5) 

1
)(

12

12
++

=
αα

sasa

k
sW .                (6) 

Апроксимацію здійснено за використан-
ня методу рою частинок, на основі вперше 
розробленого оригінального алгоритму для 
трьох (5) або п’яти (6) параметрів (k, a2, α2, 

a1, α1) в середовищі MATLAB з метою апро-
ксимації передавальних функцій цілого по-
рядку поліномами дробового порядку виду 
(5), (6). Результати апроксимації: апрокси-
муючі ПФ дробового порядку, відрізок часу 
перехідної функції tп, на протязі якого про-
ведена процедура апроксимації та похибки 
апроксимації наведені в таблиці 1. Як прик-
лад, наводимо результати пошуку найкра-
щих варіантів апроксимації для двох станда-
ртних ланок з цієї таблиці. 

 

а) Апроксимація ПФ біноміальної фо-

рми і форми Баттерворта першого поряд-

ку. Ці форми співпадають і описуються на-
ступною ПФ: 

1

1
)(

+

=

s
sW .                       (7) 

Оскільки вихідний перехідний процес не 
має перегулювання, то за основу для апрок-
симації вибрано найбільш поширену ланку 
дробового порядку (1). 

На рис.1 крива «1»  показана перехідна 
функція, яка відповідає ПФ біноміальної і 
Баттерворта першого порядку (7), знайдена 
за зворотнім перетворенням Лапласа.  

 

 

Рис. 1. Перехідні функції, які відповідають 
ПФ біноміальної форми і форми Баттерворта 

першого порядку, розраховані за 
ПФ (7) – крива «1» і за (8) – крива «2»  

Застосувавши запропоноване програмне 
забезпечення, отримано апроксимуючу ПФ 
дробового порядку у вигляді: 

10012,1

0009,1
)(

0006.1
+

=

s
sW .             (8) 

Перехідний процес, розрахований за ПФ 
(8), показаний на рис. 1. крива «2». 

Якщо вираз (8) заокруглити, то отрима-
ємо  початкову форму (7),  тобто отриманий 
вираз повністю збігся з заданим, що підтвер-
джує коректність запропонованої апрокси-
мації.  

На рис. 2 крива «1» показано  ЛАЧХ, які 
відповідають ПФ біноміальної і Баттерворта 
першого порядку за виразом (7), а на рис. 2. 
крива «2» –за виразом (8). 
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1. Таблиця результатів апроксимації перехідних функцій стандартних ланок 
цілого порядку дробовими поліномами  

 

№ Тип ланки 

цілого по-

рядку 

ПФ стандартної лан-

ки )s(W i.ст  

ПФ дробових поліно-

мів )s(WДi  

t
п
, 

с. 

Похибки апро-

ксимації 

п
σ  

п
δ ,

% 

1 Біноміальна і 

Баттерворта 

першого  

порядку 

1

1

+s

 
10012,1

0009,1
0006.1

+s

 
10 0,000126 0,01 

2 Баттервор-

та другого 

порядку 14,1

1
2

++ ss

 
13648,2116,4

2611,2
2328.061.1

++ ss

 
10 0,008 0,8 

12169,11811,1

0132,1
923.08749.1

++ ss

 
15 0,0034 0,34  

3 Баттервор-

та третього 

порядку 122

1

23
+++ sss

 
13703,37402,5

8348,1
5408.00917.2

++ ss

10 0,0173 1,73 

13242,23493,2

9996,0
0553.13709.2

++ ss

15 0,0096 0,96 

4 Баттервор-

та четвер-

того поряд-

ку 

16.24.36.2

1

234
++++ ssss

 
15748,42199,6

2470,1
0111.17015.2

++ ss

10 0,0181 1,81 

17739,39775,3

9442,0
2334.1795.2

++ ss

 
15 0,0163 1,63 

17241,30598,4

9634,0
2016.17474.2

++ ss

 
20 0,0189 1,89 

5 Біноміаль-

на  другого   

порядку 12

1

2
++ ss

 
13707,2

9181,0
2378.1

+s

 
10 0,0186 1,86 

12956,17148,3

5757,1
2502.04113.1

++ ss

 
15 0,0095 0,95 

6 Біноміаль-

на  третьо-

го   поряд-

ку 

133

1

23
+++ sss

 
11397,4

7833,0
4824.1

+s

 
10 0,0265 2,65 

1379,32901,3

9994,0
0429.12648.2

++ ss

 
15 0,0042 0,42 

7 Біноміаль-

на  четвер-

того   по-

рядку 

1464

1

234
++++ ssss

 
12882,6

6112,0
7730.1

+s

 
10 0,0268 2,68 

17482,6

8026,0
4868.1

+s

 
15 0,0415 4,15 

16907,422,4

8788,0
2255.12376.2

++ ss

 
15 0,0277 2,77 

10592,521,7

9774,0
1071.14401.2

++ ss

 
20 0,0086 0,86 
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Рис. 2. ЛАЧХ, які відповідають ПФ бі-
номіальної і Баттерворта першого порядку 
крива «1»  відповідає ПФ за виразом (7), а 

крива «2» – за виразом (8) 

Для даного варіанту апроксимації похи-

бки становлять 0002,0=
п
σ , 

п
δ =0,01 %. 

ч
δ =0,23 %.  

б) Апроксимація ПФ форми Баттер-

ворта  четвертого порядку. 
Така  форма описуються ПФ  

16,24,36,2

1
)(

234
++++

=

ssss
sW ,   (9) 

а результати  найкращого варіанту її апрок-
симації  наведені в табл. 1 (№ 4, п. 3). 

На рис. 3. крива «1» показана перехідна 
функція, яка відповідає ПФ Баттерворта чет-
вертого порядку (9), що знайдена за зворот-
ним перетворенням Лапласа. Оскільки  пере-
хідний процес рис. 3 крива «1» має перегу-
лювання, то за основу для апроксимації виб-
рано найбільш поширену ланку дробового 
порядку (6). Процес апроксимації проведе-
ний на відрізку часу 10 – 20 с. 

Застосувавши запропонований алгоритм 
на основі методу  рою частинок, отримано 
апроксимуючу ПФ дробового порядку у ви-
гляді  

17241,30598,4

9634,0
)(

2016.17474.2
++

=

ss
sW ,   (10) 

перехідна функція якої показана на рис. 3 
(крива «2»). Похибки апроксимації для цього 
варіанта  найменші (табл.1, позиція 4). 

На рис. 4 показані ЛАЧХ, які відповіда-
ють ПФ форми Баттерворта четвертого по-
рядку: «1»  – за ПФ (9), а «2» – за ПФ (10). 

 

Рис. 3.  Перехідні функції, які 
відповідають ПФ форми Баттерворта 
четвертого порядку, розраховані за 

ПФ (9) – крива «1» і за (10) – крива «2» 

 

 
 

Рис. 4. ЛАЧХ, які відповідають ПФ форми 
Баттерворта четвертого порядку крива «1» 

відповідає ПФ за виразом (9), а крива 
«2» – за виразом (10) 

 
Для даного варіанту апроксимації похи-

бки становлять 0189,0=
п
σ , 

п
δ =1,89 %. 

ч
δ =4,67 %. 

ІІ. Знаходження ПФ дробового поряд-

ку об’єкта керування на основі його ди-

намічної характеристики 

Знаходження ПФ дробового порядку 
об’єкта керування на основі його динамічної 
характеристики за використання методу рою 
частинок показано  на прикладі апроксимації 
перехідного процесу контура швидкості 
(рис. 5, крива 1), отриманого у результаті 
експериментального дослідження ЕМС [8].  
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Рис.5. Перехідні процеси, отримані у 
результаті експериментального дослідження 

електромеханічної системи (крива 1) 
і наближеної за ПФ  вар.5, табл. 2 (крива 2) 

У [8] показано можливість апроксима-
ції цього перехідного процесу методом z-
перетворення. Це дозволить порівняти точ-
ність запропонованого підходу до апрок-
симації перехідних функцій передавальни-
ми функціями дробового порядку на основі 
методу рою частинок порівняно з відомими 
методами, зокрема за використання методу 
z-перетво-рення, який застосовують при 
дослідженні динамічних властивостей ла-
нок ЕМС. 

Оскільки вихідний перехідний процес 
має коливний характер, то за основу для 
апроксимації вибрано найбільш поширену 
ланку дробового порядку (6). 

Проведемо дослідження впливу на точ-
ність апроксимації методом рою частинок 
наступних його параметрів: 

а) параметрів методу рою частинок : ω 
– вагова доля інерції (inertia weight) части-

нок рою (константа), 
1
c  і 

2
c  – дві додатні 

константи, які, відповідно, називаються 
локальним і глобальним ваговим коефіціє-

нтами (
1
c =

2
c ) або «коректувальними фак-

торами»; 
б) тривалості відрізку часу перехідного 

процесу, на протязі якого відбувається за-
стосування методу рою частинок – tп; 

в)  кількості точок апроксимації  –  N  
(N вибираємо з розрахунку мінімум 100 
точок на 1 с перехідної функції). 

Застосувавши розроблене програмне 
середовище, отримано апроксимуючі ПФ 
дробового порядку для різних варіантів 
налаштувань параметрів методу рою час-
тинок, а також проведено оцінювання точ-
ності апроксимації шляхом порівняння пе-
рехідних функцій. Результати досліджень 
зведені в табл. 2. 

На рис. 5 (крива «2») показано перехі-
дну функцію, яка відповідає варіанту на-
лаштування 5 (табл. 2), а також перехідний 
процес, отриманий в результаті експериме-
нтального дослідження крива «1». 

 

 
2. Таблиця результатів досліджень впливу параметрів методу апроксимації на її точність 

 

 Апроксимуюча ПФ Параметри методу рою 
частинок  

Похибки  
апроксимації 

ω  
1
c ,

2
c  tп,с. N 

п
σ  

п
δ ,% 

1 

15629,0195,0

7058,15
)(

184.07415.1
++

=

ss
sW  

0,8 1,0 3,5 701 0,4248 4,05 

2 

12254,01418,0

2158,12
)(

4164.07755.1
++

=

ss
sW  

0,9 1,1 3,5 701 0,3762 3,58 

3 

11893,01149,0

5675,11
)(

6557.08657.1
++

=

ss
sW  

1,0 1,2 3,5 701 0,3124 2,98 

4 

11360,01042,0

9379,10
)(

8262.08595.1
++

=

ss
sW  

1,0 1,2 5,0 501 0,3545 3,37 

5 

11817,00301,0

6117,10
)(

2987.13580.2
++

=

ss
sW  

1,0 2,0 6,0 601 0,3135 2,96 
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Висновки 

1. З аналізу наведених у табл. 1 резуль-
татів випливає, що при апроксимації перехі-
дних функцій біноміальної форми і форми 
Баттерворта вище першого порядку перевагу 
треба надавати дробовій ланці виду (6), яка 
забезпечує високу точність співпадіння за 
перехідними функціями і достатню – за час-
тотними характеристиками. 

2. Варіація параметрів методу рою части-
нок, особливо кількості точок апроксимації  N, 
призводить до суттєвого зростання машинного 
часу для здійснення апроксимації, але не сут-
тєво впливає на зниження похибки  з  4,05 % 

до =δ 3,37 %, тому параметр N рекомендуєть-
ся  вибирати з розрахунку: мінімум 100 точок 
на 1 с перехідної функції. 

3. Збільшення тривалості вихідного пере-
хідного процесу призводить до зниження по-
хибки апроксимації. Таким чином для отри-
мання задовільної похибки апроксимації необ-
хідно враховувати тривалість перехідного 
процесу, а тривалість усталеного відрізку пе-
рехідного процесу  повинна бути не меншою, 
ніж  половина від його загального часу. 

4. На основі аналізу усіх  перехідних 
процесів спостерігається розходження між 
заданим і отриманими для різних варіантів  
апроксимуючих ланок на відрізку усталеного 
значення. Це розходження можна пояснити 
тим, що середньоквадратичне відхилення на 
цій ділянці є невелике і метод рою практич-
но нехтує ним, віддаючи перевагу іншим 
ділянкам, хоча ця невелика похибка  суттєво 
впливає на кінцевий результат.  

5.  Запропонований метод апроксимації 
може бути використаний, зокрема, для побу-
дови самоналаштувальних систем керування 
електроприводами  виробничих механізмів 
на базі сучасних дробових  контролерів.  
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