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Вступ. Одним із важливіших напрямів підви-
щення ефективності підготовки диспетчерів управ-
ління повітряним рухом (УПР) є рейтингова (практи-
чна) підготовка, основний обсяг якої відводиться 
практичній підготовці на диспетчерських тренажерах 
з високим ступенем реалістичності. Вона передбачає 
оволодіння професійними навичками, необхідними 
для надання конкретного виду аеронавігаційних пос-
луг екіпажам повітряних суден. 

Таких послуг є три види: аеродромне диспетчер-
ське обслуговування, до якого відноситься управління 
повітряними суднами при вильоті та посадці, а також 
упорядкування їх руху на аеродромі; диспетчерське 
обслуговування повітряних суден, які маневрують для 
набору заданої висоти після злету або для зниження 
при здійсненні посадки); районне диспетчерське об-
слуговування – обслуговування повітряного руху на 
маршруті польоту заданим курсом до місця призна-
чення [1]. 

Вирішення практичної задачі щодо підвищення 
ефективності підготовки диспетчерів УПР може бути 
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досягнуто за допомогою використання спеціалізова-
них тренажерів, які повинні «вміти» синтезувати тра-
єкторії повітряних об’єктів з урахуванням їх техніч-
них характеристик та можливих конфліктних ситуа-
цій (неприпустиме наближення до іншого повітряного 
судна, різке зниження висоти при заході на посадку в 
складних погодних умовах або  внаслідок пожежі на 
борту, відмови двигуна або терористичного захвата 
повітряного судна). Формування необхідної кількості 
імітованих конфліктних ситуацій у ході тренувань 
дозволить диспетчеру УПР здобути емоційну стій-
кість та специфічні навики, що гарантують безпеку 
польотів. Для імітації подібних ситуацій за допомо-
гою тренажера необхідно розробити математичний 
апарат синтезу компромісно-оптимальних траєкторій 
руху повітряних об’єктів у конфліктному середовищі. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій [2 – 4] 
показує, що на даний час в тренажерних системах 
диспетчерів УПР застосовуються імітаційні моделі 
дій повітряних об’єктів, в яких не в повному обсязі 
враховуються конфліктні ситуації. Це пов’язано з 
тим, що в сучасній літературі не достатньо повно ви-



Гунченко Ю.О. Опубліковано в журналі   Електротехнічні  та  комп’ютерні системи   № 19 (95), 2015  276 – 280 

Моделювання динамічних систем 

277 
 

світлені методи та моделі синтезу компромісно-
оптимальних траєкторій руху повітряних об’єктів у 
конфліктному середовищі, що потребує більш дета-
льного розгляду цих питань. 

Метою статті є створення та обґрунтування ме-
тодики синтезу компромісно-оптимальних траєкторій 
руху повітряних об’єктів у конфліктному середовищі. 

Напруженість та конфліктне середовище 
В основу методичного підходу, що пропонуєть-

ся, для інтенсифікації навчання покладено те, що 
«внутрішня переконаність» авіадиспетчерів в обме-
женості часу, що залишається на виконання навчаль-
ного завдання, викликає в них стан напруженості.  
Якщо ж напруженість в ході тренувань не перевищує 
граничне значення – вплив стає організуючим. Перед-
бачається, що загальний час тренування підрозділяєть-
ся на N етапів, кожен з яких характеризується певною 
напруженістю роботи у конфліктних ситуаціях 

),1( NR
R

=λ , на які авіадиспетчери реагують вико-

нанням певних операцій на АРМ. Напруженість робо-
ти змінюється від етапу до етапу в наростаючому під-
сумку: 

NR
λλλλ <<<<< LL

21
.                  (1) 

На кожному з етапів тренування забезпечується 
відтворення такої мінімально-достатньої кількості 
конфліктних ситуацій, при якій забезпечується під-
готовка персоналу до необхідного прогнозованого 
рівня. 

Моделювання траєкторій повітряних об’єктів 
повинно здійснюватись з урахуванням того, що повіт-
ряний об’єкт знаходиться під впливом конфліктного 
середовища. Під конфліктним середовищем будемо 
розуміти сукупність різноманітних предметів (рухо-
мих та нерухомих), розташованих в зоні польоту, на-
ближення повітряного об’єкта до яких небажано.  

Предмети, що складають конфліктне середови-
ще, будемо називати конфліктуючими. Як правило, 
конфліктне середовище складається з конфліктуючих 
предметів рельєфу місцевості, наявність яких в зоні 
пошуку оптимальної траєкторії зумовлена процесами, 
не зв'язаними з проходженням через цю зону повітря-
ного об’єкта. Конфліктуючі предмети даного класу 
будемо називати пасивними. 

Однак, при розв’язанні деяких специфічних за-
дач синтезу компромісно-оптимальних траєкторій, 
доводиться мати справу з конфліктуючими предмета-
ми, що штучно або випадково встановлюються в зоні 
польоту для того, щоб максимально ускладнити про-

сування повітряного об’єкта до кінцевої цільової точ-

ки. Конфліктуючі предмети цього класу будемо нази-
вати активними. До їхнього числа можна віднести 
наприклад, зграю птахів, появу літака-порушника 
режиму польоту та інше. 

Таким чином, для правильного розв’язання зада-
чі синтезу компромісно-оптимальних траєкторій об'є-
ктів, що рухаються у конфліктному середовищі, необ-
хідно щоб методика розрахунку цих траєкторій до-
зволяла враховувати та на підставі властивостей акти-
вних та пасивних конфліктуючих предметів кількісно 

оцінювати вплив конфліктного середовища на траєк-
торію повітряного об'єкта. 

Синтез траєкторій в пасивному середовищі 
В праці [5] розглянута задача синтезу компромі-

сно-оптимальних траєкторій повітряного об'єкта в 
пасивному конфліктному середовищі та без ураху-
вання їх тактико-технічних характеристик. Для 
розв’язання даної задачі запропоновано метод багато-
критеріального динамічного програмування, суть яко-
го полягає в наступному. 

Відправна задача приводиться до дискретного 
виду. Для цього область простору станів, що нас ціка-
вить, накривається мережею розмірністю n 

NNN
n)()2()1(

...×××

, при цьому вважається, що точки тра-
єкторії руху повітряного об’єкта можуть переміщува-
тися тільки з одного вузла цієї мережі до іншого. 

Вузли мережі, що розташовані в заборонених об-
ластях, будемо називати забороненими точками. Шу-
кана траєкторія не може проходити через ці точки ні 
за яких обставин. 

У вузлах мережі, які розташовані у безпосеред-
ній близькості від конфліктуючих предметів та меж 
заборонених зон (в тому випадку, якщо наближення 
до заборонених зон небажано), розміщують точки-

носії ( )**, xy  потенціалу небезпеки. Усі інші вузли 

мережі є точками допустимої області, в якій і викону-
ється пошук оптимальної траєкторії. 

Для кількісної оцінки небезпеки наближення по-
вітряного об'єкта до конфліктуючих предметів засто-
совується метод потенційних функцій [6 – 7]. В якості 
потенційної функції обрана функція наступного виду:  

αρ
ρ

−

⋅= eKP )( ,               (2) 

де ( ) ( )22
** yyxx −+−=ρ ; ( )**, yx  – координати 

точок-носіїв потенціалу небезпеки (пасивних конфлі-

ктуючих предметів); ( )yx,  – координати повітряного 

об'єкта; α  та K  – позитивні коефіцієнти, що визна-

чають ступінь небезпеки наближення до тих або ін-
ших конфліктуючих предметів (задаються евристич-
но). Далі для кожної точки  з допустимої області ви-
значається сумарний потенціал близькості до конфлі-
ктуючих предметів. 

Довжина шляху характеризується довжиною пе-

реходу з рівня 1−j  по координаті y на рівень j . При 

цьому вважається, що повітряний об’єкт, знаходячись 
в одній з допустимих точок на 1−j -му рівні мережі, 

може переходити лише в одну з допустимих точок на 

j -му рівні. 

Довжина переходу визначається за формулою 

( ) ( )21
2,

,1 −−

−+−= jjim
mj

ij yyxxL ,             (3) 

де ( )
1

,

−ji yx  –  координати повітряного об’єкта на 

1−j -му рівні мережі; ( )jm yx ,  – координати допусти-

мої точки на j -му рівні мережі. 
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Враховуючи те, що критерій, який оцінює небез-
пеку від зближення «свого» та «чужого» об’єктів, по-
винен мінімізуватися, то вибрана функція 

( )
min

Sψψ = , яка убуває при зростанні відстані між 

ними, визначається наступним чином: 

( )
min

exp Sµψ = ,                            (4) 

де µ  – позитивний коефіцієнт; minS  – відстань між 

об'єктами. 

Синтез оптимальної траєкторії руху в заданих 
умовах 

Задача синтезу оптимальної траєкторії руху в за-
даних умовах розв’язується методом динамічного 
програмування з узагальненим критерієм оптималь-
ності по нелінійній схемі компромісів. При цьому для 

визначення оптимального шляху в кожну m -у допус-

тиму точку по координаті x  j -го рівня по y  на кож-

ному кроці розв’язується функціональне рівняння 
Беллмана 

( ) ( )[ ] [ ]Jjijmj
mj
ij

Ii j

,1,,1min,
,

,1
1

∈−Φ+∆Φ=Φ
−

∈
−

,      (5) 

з граничною умовою ( ) 0,0 =Φ s , де j  – кількість рів-

нів переходу по координаті y  на мережі; 
1−jI  – кіль-

кість допустимих точок на 1−j -му рівні мережі; s  – 

номер початкової точки по координаті x  на нульово-

му рівні мережі; ( )mj,Φ  – сумарні втрати по узагаль-

неному критерію оптимальності при переході з поча-

ткової точки ( )s,0  в точку ( )mj,  мережі;  

mj
ij

,
,1−∆Φ  – прирощення узагальненого критерію при 

переході з точки ( )ij ,1−  в точку ( )mj,  мережі. 

В узагальнений критерій якості входять три при-
ватних критерії. Перший критерій кількісно визначає 
ступінь небезпеки наближення до пасивних конфлік-
туючих предметів. Другий – характеризує довжину 

переходу з точки ( )ij ,1−  в точку ( )mj,  мережі. Тре-

тій приватний критерій визначає ступінь небезпеки 
наближення «чужого» повітряного об’єкта до рухомо-

го «свого» об'єкта під час переходу з точки ( )ij ,1−  в 

точку ( )mj,  мережі. 

Структура узагальненого критерію будується у 
відповідності з методологією нелінійної схеми комп-
ромісів [5 – 8] та визначається виразом 

.
,
,1max

max

,
,1max

max

,max

max,
,1

mj
ij

mj
ijmj

mj
ij

LL

L

PP

P

−

−

−

−

+

+

−

+
−

=∆Φ

ψψ

ψ
        (6) 

В якості оптимальної точки на рівні j  вибира-

ється та допустима точка даного рівня, якій відповідає 
мінімум сумарних втрат по узагальненому критерію 
оптимальності. Таким чином забезпечується визна-
чення опорних точок траси польоту повітряного 
об’єкта. 

Для побудови траєкторій польоту повітряних 
об’єктів між опорними точками траси та з урахуван-
ням їх тактико-технічних характеристик пропону-
ється використовувати математичну модель руху 
повітряних об’єктів, за допомогою якої забезпечу-
ється наближення розрахункових траєкторій цілей до 
реальної траєкторії руху повітряних об’єктів (літак, 
гелікоптер тощо). З цією метою розглянемо спроще-
ну модель літака, представляючи її у вигляді керова-
ного твердого тіла постійної маси, яке має шість 
ступенів свободи. 

Модель руху з урахуванням моделі повітряно-
го об’єкту 

При розгляді руху такого тіла будемо мати 6 рів-
нянь руху з шістьма змінними параметрами, які і бу-
дуть описувати відповідні ступені свободи. Три з цих 
рівнянь будуть описувати рух центру ваги літака від-
носно певним чином обраного початку координат на 

1−j -му рівні мережі. Інші три – рух літака відносно 

свого центру ваги (так звані кути Ейлера). В ці три 
рівняння ввійдуть, як відомі величини, всі моменти 
від керуючих площин літака (елеронів, рулів висоти, 
рулів напряму, закрилків тощо). Фізично це припу-
щення означає, що літак може відхилитись відносно 
положення рівноваги у будь-якому напрямку за не-
значний час. 

При цьому доцільно вибирати шість наступних 
змінних руху повітряного об’єкта: 

V – швидкість літака відносно обраного початку 
координат (її абсолютна довжина або модуль); 

Θ  – кут тангажа (кут між вектором швидкості 

літака та горизонтальною площиною); 
Ψ  – кут рискання (кут між проекцією вектора 

швидкості на горизонтальну площину і віссю ОХ); 

α  – кут атаки (кут між проекцією вектора швид-

кості на площину симетрії літака та повздовжньою 
віссю літака, яка проходить через центр маси повітря-
ного об’єкта); 

β  – кут ковзання (кут між вектором швидкості 

літака і площиною симетрії. 

a
γ  – кут крену (кут між вертикальною до пове-

рхні землі віссю та віссю, перпендикулярною до пло-
щини швидкості. 

Математична модель руху повітряного об’єкта 
описується наступними рівняннями [10]: 

 

.cossincossin)(

;sincoscoscos)sin(

;sincos)(

dt

d
mVZYPссо

dt

d
mVZYmgP

dt

dV
mXmgРсоs

aaaaaдв

aaaaaдв

aдв

ψ
γγγβϕα

θ
γγθγϕα

θβϕα

=−−+

=−+−+

=−−+

                                     (7) 



Гунченко Ю.О. Опубліковано в журналі   Електротехнічні  та  комп’ютерні системи   № 19 (95), 2015  276 – 280 

Моделювання динамічних систем 

279 
 

Будемо вважати, що параметри m (маса літака), 

дв
ϕ (кут закріплення двигунів) – фіксовані і визначають-

ся конкретним типом повітряного об’єкта. Також можна 
вважати g постійною (не залежить від висоти польоту). 

Величини Xa, Ya, Za – аеродинамічні сили. Вони 
виражаються через квадрат швидкості. 

Величина Р – максимальна сила тяги всіх двигу-
нів. Вона залежить від числа двигунів, їх максималь-
ної потужності і висоти польоту. 

У моделі руху повітряного об’єкта припускаєть-
ся обмеженість сили тяги та перенавантаження. З ці-
єю метою розглядається тангенційна складова вектора 
перевантаження, що направлена перпендикулярно 
траєкторії польоту. Дотична складова вектора перева-
нтаження залежить тільки від сили тяги, і будемо 
вважати, що вона не перевищує допустимого значен-
ня. В цьому випадку маємо наступне представлення 

g
n  (горизонтального перенавантаження) через кут 

рискання Ψ  і 
ν
n  (вертикального перенавантаження) 

через кут тангажа Θ : 

V

n

dt

d g
=

Ψ
 та 

V

n

dt

d
v

=
Θ

.                    (8) 

Тоді загальне перенавантаження визначається за 
формулою 

[ ].,0;
22

Nnnnn Vg ∈+=                  (9) 

Остаточно система диференціальних рівнянь ру-
ху повітряного об’єкта має наступний вигляд: 
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         (10) 

Перші 3 рівняння – це перехід від звичайної 
прямокутної системи координат до змінних, якими 
описується рух літака. Четверте рівняння – взяте з 
першого рівняння наведеної вище системи загальних 
аеродинамічних рівнянь і виражає собою залежність 
швидкості від сили тяги при тому чи іншому куті тан-

гажа. Якщо 2/π=Θ  (політ вертикальний) сила тяги 

Р взаємодіє проти сили ваги і сили лобового опору 

СV
2. Якщо ж 0=Θ , то Р взаємодіє лише проти сили 

лобового опору. Рівняння 5 та 6 – використовуються 
для врахування перенавантаження [10]. 

Метод розв’язання задачі синтезу траєкторії 
руху 

Розв’язуючи дану задачу за методом, в основу 
якого покладено принцип максимуму Понтрягіна 
отримаємо ще 6 додаткових рівнянь з 6 додатковими 

змінними. З умови максимуму відповідно складеного 
Гамільтоніану визначаються оптимальні керування 

vg
nnР ,, , підстановка яких в систему диференціальних 

рівнянь і надає замкнену систему рівнянь (кількість 
невідомих співпаде з кількістю рівнянь). Розв’язуючи 
крайову задачу для цієї системи з параметрами почат-
кового і кінцевого стану літака отримаємо шукану 
траєкторію. 

Ця траєкторія буде оптимальною в сенсі оптима-
льної швидкодії [9 – 10] й може складатися з наступ-
них етапів: 

– зменшення швидкості і просторовий маневр 
для виходу в напрямку на задану точку простору; 

– політ з розгоном або гальмуванням літака; 
– просторовий маневр для виходу в задану точку 

під заданим напрямом з заданою швидкістю. 
Висновки. Таким чином, застосування спеціалі-

зованих тренажерів та тренажерних систем з компле-
ксним використанням вищезазначених моделей і ме-
тодів вирішення задачі синтезу компромісно-
оптимальних траєкторій руху повітряних об’єктів 
допоможе скоротити час на формування навчальних 
завдань та значно підвищити ступінь адекватності 
обстановки, що моделюється і, як наслідок забезпечи-
ти інтенсифікацію підготовки диспетчерів управління 
повітряним рухом. 
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