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Анотація. В статті представлена модель оцінки «шести рівнів успішності», яка описана ергодичним ла-
нцюгом Маркова. Також показано декілька способів знаходження фінальних ймовірностей при відомому поча-
тковому розподілі і заданій матриці переходу, яка здобута за допомогою оцінки експертів. 
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Аналіз світового досвіду показав доцільність ви-
користання кількох параметрів для оцінки результа-
тивності проектів, що дозволяє найбільш ефективно 
вирішити важливі завдання щодо забезпечення вимог 
ефективності проектів в умовах обмеженості часу, 
фінансових, людських та інших видів ресурсів [1 - 2].  

У разі розв’язання задачі оцінки виробничої сис-
теми щодо створюваної цінності оберемо за цільову 
функцію сукупність ймовірностей певних станів, які 
відображають рівень досконалості системи у сенсі 
відповідності деяким критеріям [3 - 5]. Систему мож-
на змінювати і вдосконалювати за рахунок управлін-
ня. Це можливо при використанні впливів на ресурси, 
технології, комунікації або структурні зміни в системі 
[6 – 7]. Розглянемо шкалу ступенів відповідності на 
прикладі екологічних оцінок проектів, що відповіда-
ють заданим критеріям (табл. 1). 

Залежно до градації станів відповідності як сту-
пеня досконалості проектів пропонується модель 
«шести рівнів успішності». Ця модель є універсаль-
ною і може бути застосована для будь-яких проектів 
та їх складових, що характеризують основні аспекти 
проектів. Для опису такої моделі використовуємо ла-
нцюги Маркова з дискретним часом. 

Представимо орієнтованим графом модель оцін-
ки ступенів відповідності екологічних оцінок критері-
ям якості (табл. 1). Вершини графа відповідають ста-
нам ступенів відповідності екологічних оцінок пев-
ним критеріям, а дуги ненульовим ймовірностям пе-
реходів (рис. 3). При цьому приймемо гіпотезу, що 
переходи здійснюються між сусідніми станами. 

© Олех Т.М., Барчанова Ю.С., 2015  

1. Ступені відповідності екологічних оцінок критеріям  

«шести рівнів успішності» 

Оцінка Пояснення, критерії оцінки Стан 

A 

в цілому виконано добре, ніякі важ-

ливі завдання не залишилися невико-

наними 

D1 

B 
в цілому задовільний і повний, є ли-

ше незначні упущення 
D2 

C 
задовільний, незважаючи на упущен-

ня і/або невідповідності 
D3 

D 

є добре виконані розділи, але в ціло-

му має розглядатися як незадовіль-

ний через значні упущень і/або не-

відповідностей 

D4 

E 
незадовільний, істотні упущення або 

невідповідності 
D5 

F 

вкрай незадовільний, важливі за-

вдання погано виконані або не вико-

нані взагалі 

D6 

Перехідні ймовірності πik {i= 1…n; k= 1…n; 
n=6}можуть бути отримані експертним методами. 
Переходи між станами у певній мірі характеризують 
рівень технологічної зрілості організації. Ймовірності 
«затримки» πii, доповнюють до одиниці суму перехід-
них ймовірностей з i-го стану до інших станів за один 
крок. 
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Рис. 1. Розмічений граф моделі оцінки «шести рівнів успішності» 

Загальне рішення ланцюга Маркова, представле-
ного орієнтованим розміченим графом на рис. 1 
отримаємо на основі матриці перехідних ймовірнос-
тей, за умови, що початковий стан {p1(k), p2(k),…p6(k)} 
системи відомий: 
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«Марковість» моделі оцінки системи підтвер-
джується тим, що і в запропонованій системі і у лан-
цюгах Маркова існують переходи між станами у часі 
(за кроками), існують перехідні ймовірності між 
окремими станами, що є підставою для висновку що-
до обґрунтованості застосування ланцюгів Маркова 
для відображення системи оцінки проектів. 

Поведінка системи визначається матрицею пере-
хідних ймовірностей, яка для кожного нового проекту 
і параметра, що оцінюється, має різні значення елеме-
нтів. Приклад результатів моделювання для гіпотети-
чного варіанта системи оцінки із застосуванням мар-
ківського ланцюга показує можливість здійснення 
багатовимірної оцінки ймовірності настання певних 
подій (рис. 2). Результати відображають перехід до 
нового стану від існуючого рівня досконалості систе-
ми, який визначений за експертними оцінками таким, 
що відповідає наступній сукупності ймовірностей 
станів: 

;0)0()0()0()0()0(
65321

===== ppppp  

.1)0(
4

=p  

Матриця ймовірностей переходу ||πij||: 

 

Для інших систем матриця ||πij|| (1) буде мати ін-
ші значення елементів. 

Математичній опис моделі оцінки проектів або 
портфелю проектів дозволяє моделювати траєкторію 
зміни ймовірностей станів системи у залежності від 
кроків проекту k. 

 

Рис 2. Зміна станів успішності як степеня досконалос-
ті системи: ( )

i
p k  − ймовірності станів, 

i = 1 ,…, 6;  k − номер кроку 
Застосування ланцюгів Маркова моделі дозволяє 

визначити необхідну кількість проектних кроків задля 
досягнення конкретних результатів проектів. Модель 
відображає марківський ланцюг, для якого викону-
ються усі властивості ергодичності марківського лан-
цюга і теорема Маркова про граничні ймовірності. 

Обчислення фінальних ймовірностей при відо-
мому початковому розподілі і заданій матриці ймові-
рностей переходів являє собою найбільш важливе 
завдання для ергодичних ланцюгів. Перший шлях 
визначення ймовірностей дає теорема Маркова, згідно 
з якою зведення матриці переходів в досить велику 
ступінь n повинно дати матрицю-рядок шуканих ймо-
вірностей [8 – 9]. Визначати ймовірності подібним 
чином досить трудомістко. Набагато простіше вони 
знаходяться з розв’язку системи алгебраїчних рівнянь, 
яка складається, виходячи з наступних міркувань. У 
відповідності з формулою повної ймовірності запи-
шемо співвідношення, яке справедливо при довільно-
му n: 

( ) ( ) ij

n

i

jj kpkp π∑
=

=+

1

1 . 
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Але в стаціонарному режимі (при великому n) 
безумовні ймовірності дорівнюють фінальним 

( ) ( ) jjj pkpkp =+= 1 , тому 

∑
=

=

n

i

ijij pp

1

π .

  

 (2) 

Система з n алгебраїчних рівнянь є однорідною і, 
отже, має лише нульове значення. Якщо з системи 
взяти n-1 рівняння і доповнити їх умовою нормування  

0
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=−∑
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(3) 

то така система дає вже ненульове рішення. 
Розглянемо на прикладі моделі «шести рівнів ус-

пішності» 
61

DD ÷ , як змінюються матриці переходу і 

безумовні ймовірності станів із зростанням числа k. 
Нехай матриця переходів має вигляд 

)( ijπ=π  (1), 6,1, =ji . 

Зводячи цю матрицю (1) в другу ступінь, отри-
муємо: 

 

=
2

π

 

0,57 0,37 0,057 0 0 0 
0,14 0,53 0,29 0,037 0 0 
0,02 0,26 0,47 0,21 0,036 0 

0 0,04 0,24 0,46 0,24 0,019 
0 0 0,072 0,41 0,42 0,1 
0 0 0 0,15 0,47 0,37 

Перший рядок матриці в другому ступені збіга-
ється з вектором перехідних ймовірностей на другому 
кроці k=2 

k=2 0,574 0,370 0,057 0,000 0,000 0,000 
 

Вже на 36 кроці очевидно, що матриця переходу 
поступово вироджується в матрицю, повністю визна-
чається матрицею-рядком. Існуючі невеликі похибки 
можна віднести на рахунок обчислень. 

 
 

 

=
36

π  

0,098 0,251 0,271 0,224 0,129 0,027 
0,097 0,249 0,270 0,226 0,131 0,029 
0,095 0,246 0,270 0,226 0,133 0,028 
0,092 0,242 0,269 0,232 0,136 0,029 
0,091 0,240 0,268 0,233 0,138 0,030 
0,090 0,238 0,268 0,235 0,139 0,031 

 

k=36 0,098 0,251 0,271 0,224 0,129 0,027 
 

Згідно з теоремою Маркова фінальні ймовірності 
для цього прикладу рівні: 1

p =0,0942, 2
p =0,2511, 

3
p =0,2707, 4

p =0,2239, 5
p =0,1287, 6

p =0,0272. 

Матриці показують зміну безумовних ймовірно-
стей зі зростанням числа кроків. Добре помітний 
ефект «забування» початкового розподілу. Незалежно 
від виду початкового розподілу вже через певне число 
кроків (в даному випадку 30-40) настає стаціонарний 
режим. 

Обчислимо тепер фінальні ймовірності станів 
шляхом вирішення системи рівнянь. Згідно (3) маємо: 















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=−+
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.1

,058,009,0

,042,055,021,0

,02,063,022,0

,02,068,026,0

,01,074.0

654321
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5654

3432

2321
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ppp

pppp

pppp
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 (4) 

Рішення цієї системи рівнянь призводить до ре-
зультату, який вже отримано у імітаційному експери-
менті: 

1
p =0,0942, 2

p =0,2449, 3
p =0,2694, 4

p =0,2290, 

5
p =0,1336, 6

p =0,0286. 

За допомогою ергодичних ланцюгів можливо 
отримати більш докладні відомості про внутрішню 
структуру процесу, ніж ті, які даються знанням фіна-
льних ймовірностей. 
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