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РЕФЛЕКСИВНО-ТРАНЗИТИВНЫЕ ЗАМЫКАНИЯ БИНАРНЫХ ОТНОШЕНИЙ 
 

Аннотация. Работа посвящена математическим основаниям алгоритмов линеаризации – одного из 

методов разрешения конфликта имен, возникающего при множественном наследовании в объектно-

ориентированных языках программирования. Объект исследования – рефлексивно-транзитивное замыкание 

бинарного отношения. Установлены свойства замыкания: критерий быть частичным порядком, замыкание 

является оператором замыкания, приведены три неявных представления замыкания, исходя из его свойств, и 

как наименьшего решения характеристического уравнения. 
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РЕФЛЕКСИВНО-ТРАНЗИТИВНІ ЗАМИКАННЯ БІНАРНИХ ВІДНОШЕНЬ 

 

Анотація. Робота присвячена математичним основам алгоритмів лінеаризації – одного з методів 

вирішення конфлікту імен, що виникає при множинному спадкуванні в об'єктно-орієнтованих мовах 

програмування. Об'єкт дослідження – рефлексивно-транзитивне замикання бінарного відношення. 

Встановлено властивості замикання: критерій бути частковим порядком, замикання є оператором 

замикання, наведені три неявних представлення замикання, виходячи з його властивостей, і як 

найменшого рішення характеристичного рівняння.. 
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REFLEXIVE-TRANSITIVE CLOSURES OF BINARY RELATIONS 
 

Abstract. The paper is devoted to the mathematical foundations of the linearization algorithms – one of the 

methods of names conflict resolution that occurs in object-oriented programming languages which support multiple 

inheritance. The main object of study is the reflexive-transitive closure of a binary relation. The properties of this 

closure are found: the criterion to be partial order, closure is the closure operator, three denotation representations of 

closure in terms of its properties and as the least solution of some characteristic equation are established. 
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1. Введение 

 

В объектно-ориентированных языках 

программирования, которые поддерживают 

множественное наследование, возможен 

конфликт имен: один и тот же метод (либо 

поле), имея различную реализацию, 

присутствуют в нескольких родительских 

классах данного класса. 
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Существует два основных подхода к 

разрешению конфликта имен [1]. Во-первых, 

конфликт разрешается тривиально с 

помощью явного указания одного 

соответствующего родительского класса из 

нескольких возможных (C++). Во-вторых, 

применяется специальный алгоритм для 

выбора нужного родительского класса 

(языки CLOS, LOOPS, Python, Perl, Dylan [2-

5]). 

Основная идея второго подхода 

заключается в линеаризации всех предков 

класса с последующим выбором первого 

соответствующего предка [6]. 

Несмотря на то, что алгоритмы 

линеаризации были предложены 25 лет 

назад, они не имеют формального 

математического обоснования. 

Предлагаемая работа посвящена 

математическим основам линеаризации: в 

ней представлен фрагмент математической 

теории бинарных отношений, касающийся 

рефлексивно-транзитивных замыканий. 

Теория бинарных отношений занимает 

важное место в математике вообще, и в 

дискретной математике, в частности; мы 

упомянем только не очень известные 

фундаментальные классические работы [7, 

8], не потерявшие и сейчас свою 

актуальность. 

Для указанного замыкания: (1) 

установлен критерий быть частичным 

порядком; (2) замыкание является 

оператором замыкания включения; (3) 

замыкание имеет три неявных 

(денотативных) задания. 

Все стандартные понятия для бинарных 

отношений понимаются в смысле [9], для 

замкнутости изложения и удобства читателя 

приведены основные определения. 

Зафиксируем универсум D , элементы 

которого обозначим ...,,, zyx ; бинарные 

отношения на D  обозначим ...,,VU  

Мы будем использовать две 

вспомогательные операции – инверсию 

 UyxxyU  ,,1

 
и произведение 

  VyzUzxzyxVU  ,,, . 

 

 

2. Вспомогательные результаты 

 

Рефлексивность бинарного отношения 

понимается стандартно: 

U  – рефлексивно  Uxxx  , . 

Антисимметричность понимается 

стандартно: 

U  – антисимметрично 

 yxUxyUyxxy  ,, . 

Предложение 1.  

U  – антисимметрично
DUU  1 .  

Следствие 1. 

U  – антисимметрично и 

рефлексивно DUU  1 . 

Транзитивность понимается стандартно: 

U  – транзитивно 

 UzxUzyUyxxyz  ,,, . 

Далее UUU 2 . 

Предложение 2. 

U  – транзитивно UU  2
. 

Следствие 2. 

U  – транзитивно и 

рефлексивно UUU D  2 . 

Предложение 3. 

U  – частичный порядок 

UUUUU DD   21 . 

Следствие 3. 

U  – частичный 

порядок UUUU D   21 .  

 

3. Рефлексивно-транзитивное 

замыкание 

 

Рефлексивно-транзитивное замыкание 

имеет явное определение: 


,...2,1,0

*




i

iUU , где DU 0 , UU 1 , 

ii UUU 1 , ...,2,1i  

Предложение 4. *U  – рефлексивно и 

транзитивно. 

Предложение 5. 
*U  – антисимметрично 

  D

ji UUji  1,...2,1, . 
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Теорема 1. 
*U  – частичный порядок 

  D

ji UUji  1,...2,1, . 

Именно этот результат важен для 

алгоритмов линеаризации, когда по 

иерархии классов, удовлетворяющей 

условию отсутствия циклов в 

соответствующем индуцированном графе на 

классах, строится частичный порядок на 

множестве классов. 

 

4. Денотативные задания 

рефлексивно-транзитивного замыкания 

 

4.1. Рефлексивно-транзитивное 

замыкание как наименьшее рефлексивное 

и транзитивное отношение, содержащее 

исходное отношение 

 

Зафиксируем отношение U  и 

рассмотрим семейство: 

 VVFU  – рефлексивно и 

транзитивно VU  . 

Предложение 6. Семейство UF  замкнуто 

относительно произвольных пересечений. 

Теорема 2. 
UFV

VU


* .  

Таким образом, замыкание *U  – 

наименьшее рефлексивное и транзитивное 

отношение, содержащее отношение U . 

Следствие 3. 

U  – рефлексивно и транзитивно 

UU  * . 

Предложение 7. Имеет место: 

1) 
** VUVU  (монотонность); 

2) 
*UU  (возрастаемость); 

3)   *** UU  (идемпотентность). 

Ниже понятие оператора замыкания 

используется в смысле [10]. 

Следствие 4. Оператор *UU   

является оператором замыкания. 

 

4.2. Рефлексивно-транзитивное 

замыкание как специальная подалгебра 

 

Рассмотрим следующую унарную 

параметрическую операцию над парами: 

DDDD
yx

 ~:
,

, 

 xDdom
yx


,

,   yzxz
yx

,,
,

  

(используем постфиксную форму 

записи).  

Зафиксируем отношение U  и 

рассмотрим частичную параметрическую 

алгебру всех пар UU DDA  , , где 

 Uyx
yxU  ,

,
 – сигнатура. 

Далее  
U

D 
  – подалгебра алгебры UA , 

порожденная диагональю D . 

Теперь можно сформулировать 

утверждение о втором денотативном 

представлении рефлексивно-транзитивного 

замыкания. 

Теорема 3  
U

DU


* . 

 

5. Рефлексивно-транзитивное 

замыкание бинарного отношения как 

наименьшее решение уравнения 

 

Зафиксируем отношение U  и 

рассмотрим (параметрическое) уравнение 

относительно переменной DDX 2 : 

 XUXX D  . (1) 

Теорема 4. Рефлексивно-транзитивное 

замыкание *U  является наименьшим 

решением уравнения (1). 

Теорема 5. Отношение вида 

VUU
k

k 
,...1,0

*



  для любого отношения V  

является решением уравнения (1). Любое 

решение имеет указанный вид. 

 

6. Основные результаты и выводы 

 

Приведем основные результаты и 

выводы, которые они позволяют сделать. В 

статье установлены следующие свойства 

рефлексивно-транзитивного замыкания 

бинарного отношения: 

1) рефлексивно-транзитивное замыкание 

отношения U является частичным порядком 

тогда и только тогда, когда 

  D

ji UUji  1,...2,1,  (теорема 1); 

2) оператор построения по отношению 

его рефлексивно-транзитивного замыкания 
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является оператором замыкания (следствие 

4); 

3) рефлексивно-транзитивное замыкание 

отношения является наименьшим 

рефлексивным и транзитивным отношением, 

содержащим исходное отношение (теорема 

2); 

4) рефлексивно-транзитивное замыкание 

отношения порождается диагональю в 

частичной параметрической алгебре пар 

вида UA (теорема 3); 

5) рефлексивно-транзитивное замыкание 
*U  является наименьшим решением 

уравнения XUXX D   (теорема 4); 

6) установлена структура множества 

всех решений этого уравнения (теорема 5). 

Из указанных результатов следуют 

выводы: 

1) рефлексивно-транзитивное замыкание 

отношения является частичным порядком 

тогда и только тогда, когда граф этого 

отношения является ациклическим; 

2) наряду с явным заданием 

рефлексивно-транзитивного замыкания 

имеются и три денотативных (теоремы 2-4). 
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