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СТАЛЕПЛАВИЛЬНОЙ ПЕЧИ НА ОСНОВЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ДЕНАВИТА-ХАРТЕНБЕРГА 

Аннотация. В статье разработана математическая модель механизма перемещения электродов дуговой 

сталеплавильной печи на основе представления Денавита-Хартенберга и метода Лагранжа. Даная модель 

позволяет проанализировать влияние конструктивных элементов механизма перемещения на упругие колеба-

ния электрода и установить частоту собственных колебаний. Проведено компьютерные исследование рабо-

ты системы автоматического управления перемещением электрода с использованием разработанной мате-

матической модели.  
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Анотація. В статті розроблена математична модель механізму переміщення електродів дугової сталеп-

лавильної печі на основі представлення Денавіта-Хартенберга і методу Лагранжа. Дана модель дає змогу 

проаналізувати вплив конструктивних елементів механізму переміщення на пружні коливання електрода та 

встановити частоту власних коливань. Проведено комп’ютерні дослідження роботи системи автоматичного 

керування переміщенням електрода з використанням розробленої математичної моделі.  
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THE MATHEMATICAL MODEL OF THE MECHANISM OF ELECTRODES MOVEMENT OF 

ARC STEEL-MELTING FURNACES ON THE BASIS OF DENAVIT-KHARTENBERG  

PRESENTATION 

Abstract. The mathematical model of electrodes movement mechanism of arc steel-melting furnaces on the basis 

of Denavit-Khartenberg presentation and Lagrangian method has been created in the article. The given model enables 

to analyze influence of structural elements of the shift mechanism on elastic vibrations of electrodes as well as to de-

termine the frequency of natural vibrations. The computer research of the automatic control of electrode shifting with 

the usage of created mathematical model has been carried out. 
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Введение. Дуговая сталеплавильная 

печь (ДСП) представляет собой сложный 

стохастический технологический объект. 

Основные технико-экономические показате-

ли функционирования ДСП в значительной 

мере зависят от конструкции механизма пе-

ремещения электродов и от системы автома-

тического управления (САУ) перемещением 

электрода. Их главной задачей является 

обеспечение такого движения электродов 

каждой из трех фаз в вертикальной плоско-

сти, чтобы длина дуги между электродом и 

переплавляемой шихтой (металлоломом) 

была неизменной для заданного периода 

плавки. Тогда введение электрической энер-

гии в печное пространство согласно дирек-

тивным значениям происходит путем изме-

нения длины дуги. Какие-либо колебания 

электрода в вертикальной плоскости относи-

тельно заданного значения длины дуги при-

водят к колебанию мощности дуги, а это 

увеличивает длительность плавки, и в след-

ствии ухудшаются технико-экономические 

показатели эксплуатации печи. Такие коле-

бания электродов могут быть спровоцирова-

ны некачественным процессом регулирова-

ния со стороны САУ перемещением элек-

тродов, либо упругими деформациями эле-

ментов механизма передачи движения от 

приводного двигателя к электроду. Особен-
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ностью работы ДСП является то, что значи-

тельную часть времени плавки на дугу по-

стоянно воздействуют возмущения со сторо-

ны шихты, которая в процессе плавки произ-

вольно перемещается. Это тянет за собой 

потребность вмешательства в процесс плав-

ки САУ перемещением электродов, тем са-

мым обуславливая динамические колебания 

электродов. Следовательно, доминирующим 

режимом для электродуговой печи, пока 

шихта не расплавится, является динамиче-

ский режим. Это значит, что в течение дли-

тельного времени плавки существуют коле-

бания электродов, а, следовательно, и мощ-

ности, вводимой в печное пространство. 

Демпфирование колебаний электродов поз-

воляет повысить эффективность эксплуата-

ции ДСП. Поэтому актуальной является про-

блема исследования функционирования ме-

ханизма перемещения электродов с целью 

уменьшения колебания электродов в верти-

кальной плоскости, а значит обеспечение 

стабилизации длины дуги, которая связана с 

ее мощностью.  

Анализ исследований. В большинстве 

случаев механизм перемещения электродов 

ДСП представляется двухмассовой системой 

[1] с упругими деформациями изгиба элек-

трододержателя, который характеризуется 

соответствующими коэффициентами жест-

кости и внутреннего вязкого трения. Эти 

коэффициенты в большинстве случаев неиз-

вестны, а потому для их определения необ-

ходимо проведение натурного эксперимента 

на ДСП, что довольно проблематично. Кро-

ме того, такая двухмассовая математическая 

модель без информации о параметрах упру-

гих элементов не дает возможность исследо-

вать демпфирующие свойства элементов 

различного исполнения, которые формируют 

механизм перемещения электрода.  

Поэтому предлагается математическая 

модель исполнительного механизма переме-

щения электрода на основе представления 

Денавита-Хартенберга и метода Лагранжа 

[2-5]. Такое их совместное использование 

приводит к компактной векторно-матричной 

форме записи уравнений динамики механи-

ческой части системы, которые удобны для 

анализа.  

Для создания математической модели 

механизма перемещения электродов на ос-

нове представления Денавита-Хартенберга и 

метода Лагранжа предлагается рассмотреть 

электрододержатель абсолютно жестким 

элементом, и тем самым его упругие колеба-

ния заменить эквивалентным поворотным 

(вращающим) движением жесткого элемен-

та. Тогда, под воздействием динамических 

усилий (моментов), жесткий элемент будет 

поворачиваться на некоторый угол , кото-

рый со временем стремится к нулю. Иначе 

говоря, электрододержатель, к концу, кото-

рого крепится электрод, осуществляет зату-

хающие колебания, эквивалентные упругим 

колебаниям в реальной системе с упругими 

деформациями. 

Задачи исследования. Задачей после-

дующих исследований является создание 

математической модели механизма переме-

щения электродов ДСП, которая давала бы 

возможность проанализировать влияние 

конструктивных элементов этого механизма 

на демпфирование колебаний электродов. 

Данную модель следует использовать, как 

модель объекта регулирования, необходи-

мую для синтеза САУ перемещением элек-

тродов с демпфирующими свойствами.  

Решение проблемы. Учеными Денави-

том и Хартенбергом для описания враща-

тельных и поступательных связей между 

соседними звеньями был предложен [2-5] 

матричной метод последовательного постро-

ения системы координат, связанных с каж-

дым звеном кинематической схемы. Для ме-

ханизма перемещения электродов ДСП суть 

представления Денавита-Хартенберга за-

ключается в том, что формируется однород-

ная матрица преобразования, которая имеет 

размерность 44 и она описывает положение 

системы координат каждого звена относи-

тельно системы координат предыдущего 

звена. Это дает возможность последователь-

но преобразовать последнюю систему коор-

динат, которая связана с концом электрода, в 

базовую систему координат. Она является 

инерциальной системой координат и связан-

ная с концом колонны перемещения, к кото-

рой прикладывается сила, которая осуществ-

ляет перемещение электрода. 

Обобщенная кинематическая схема ме-

ханизма перемещения электродов ДСП для
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одной из трех фаз изображена на рис. 1. Ме-

ханизм состоит из колонны перемещения 1, 

электрододержателя 2, электрода 3, противо-

веса 4, реечной передачи 5, барабана 6, ре-

дуктора 7, электродвигателя 8, направляю-

щих роликов 9.  

Общеизвестное уравнение Лагранжа в 

векторно-матричной форме имеет вид: 

(t) = D(q(t)) (t)q  + h(q(t), (t)q ) + C(q(t)),  (1) 

где (t) = [1(t), 2(t), ... ,n(t)]
Т – вектор 

обобщенных сил (моментов), которые со-

здаются силовыми приводами в сочленени-

ях; q(t) = [q1(t), q2(t), ..., qn(t)]
Т , (t)q , (t)q – 

вектор присоединенных переменных и их 

производные; D(q(t)) – симметричная матри-

ца размерностью nn; h(q(t), (t)q ) = [h1, h2,…, 

hn]
T - вектор кориолисовых и центробежных 

сил; C(q(t)) = [С1, С2,…, Сn]
T – вектор грави-

тационных сил (моментов). 

Найдем элементы этих векторов и мат-

риц для механизма перемещения электрода 

ДСП. 

 
Рис. 1. Обобщенная кинематическая схема 

механизма перемещения электрода ДСП для 

одной фазы 

 

Считаем, что колонна – это первое звено, 

электрододержатель – второе звено, электрод 

– третье звено. Приведем колебания элек-

трододержателя к концу колонны и предста-

вим их с помощью вращающего движения 

жесткого элемента. В результате такой про-

цедуры электрододержатель и электрод бу-

дет поворачиваться на некоторый угол . 

Таким образом, будем рассматривать такие 

движения: первое движение – это поступа-

тельное движение всего механизма под воз-

действием электропривода (1 сочленение); 

второе движение – это поворотное (враща-

тельное) движение жесткого электрододер-

жателя и электрода (2 сочленения); третье 

движение – фиктивное поступательное дви-

жение электрода (3 сочленения). Третье 

движение введено для того, чтобы сформи-

ровать систему координат согласно алгорит-

му, приведенному в [2, 3]. Кроме того, это 

упрощает выражения моментов инерции и 

центра веса второго и третьего звена. 

Согласно представления Денавита-

Хартенберга сформируем систему координат 

в соответствии с этим алгоритмом. При этом 

принято следующие обозначения: dі, i – 

присоединенные переменные. Здесь: dі – 

расстояние от начала (і-1) -й системы коор-

динат до пересечения оси zi-1 с осью xі, вдоль 

оси   zi-1; i – угол, на который нужно повер-

нуть ось xі-1 вокруг оси zi-1, чтобы она оказа-

лась направленной совместно с осью xі. 

Кроме того, в дальнейшим изложении при-

няты обозначения: і – угол, на который 

нужно повернуть ось zi-1 вокруг оси xі, чтобы 

она оказалась направленной совместно с 

осью zi; аі – расстояние между пересечением 

оси zi-1 с осью xі и началом і-й системы коор-

динат вдоль оси xі; b1 – высота колонны пе-

ремещения; b2а2 – длина электрододержа-

теля, b3 – длина электрода, m1, m2, m3, m4 – 

массы колонны перемещения, электродо-

держателя, электрода и противовеса соответ-

ственно. Параметры системы координат зве-

ньев механизма перемещения электрода, с 

учетом этих обозначений, приведены в табл. 

1.  
 

Таблица 1. 

Параметры системы координат. 

Сочленение I I аi di 

1. 0 90 0 d1 

2. 2 = 

 

90 а2 0 

3. 0 0 0 d3 

 

Запишем однородную матрицу преобра-

зования для вращательного движения [2, 3]: 

1000

0

1

iii

iiiiiii

iiiiiii

i

i

dcossin

sinacossincoscossin

cosasinsinsincoscos




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




A
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для поступательного движения: 

1000

0

0

0

1

iii

iiiii

iiiii

i

i

dcossin

cossincoscossin

sinsinsincoscos


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






A . 

Для принятых систем координат на ос-

новании табл. 1 найдем матрицы превраще-

ния: 

1000

010

0100

0001

1

1

0

d


A , 

1000
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0

0
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2222

2

1
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3
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2
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

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

A , 
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0
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0
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3

2

2

1

1

0

3

0

dsinbcosdcossin
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






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, 

1000
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0

0

222322

222322

3

2

2

1

3

1





sinbcosdcossin

cosbsindsincos







 AAA

. 

Частные производные матрицы по при-

соединенным переменным можно найти со-

гласно следующим выражением: 





















i.j                               ,

ij      ,

q

i

j

ij

j

i
ij

если0

если1

1

00 AQAA
U  

Здесь Uij описывает изменение положе-

ния і-го звена, которое вызвано движением в 

j-ом сочленении [2-4]. Матрица Qі для вра-

щательного и поступательного сочленений 

имеет вид: 

0000

0000

0001

0010

оберт



iQ ,  

0000

1000

0000

0000

поступ iQ . 

Отсюда получим: 

0000

1000

0000

0000

312111  UUU ,  

0000

0

0000

0

2222

2222

22




cosbsincos

sinbcossin 

U . 

Поскольку движение электрода в треть-

ем сочленении фиктивное, то d3  b3, а пото-

му U32 и U33 имеют вид: 

0000

0

0000

0

222322

222322

32




cosbsinbsincos

sinbcosbcossin





U , 

0000

0000

0000

0000

33 U . 

Элементы матрицы D в выражении (1) 

вычисляются [5] как 

 



n

)k,imax(j

jijjkik TrD
T

UJU ,          (2) 

где n – количество звеньев, Jj – матрица 

инерционности і-го звена. 

В свою очередь матрица инерционности 

і-го звена Jі определяется согласно [5]
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 следующим образом: 

 

 

 

iiiiiii

ii

zzyyxx

yzxz

iiyz

zzyyxx

xy

iixzxy

zzyyxx
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mzmymxm

zm
III
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ymI
III

I

xmII
III

2

2

2







J

. 

Здесь ix , iy , iz  – однородные координа-

ты центра масс і-го звена в і-й системе коор-

динат.  
Элементы Dik матрицы D часто называ-

ют динамическими коэффициентами. Они 

определяют момент или силу, которые воз-

никают в і-ом сочленении под воздействием 

ускорения в k-ом сочленении.  

Элементы матрицы Jі вычисляются за 

известными [3, 4] выражениями. Согласно 

принятым систем координат в механизме 

перемещения и геометрических размеров его 

элементов, найдем Jі для каждого звена. 

Матрица инерционности для колонны пере-

мещения, поперечное сечение которой имеет 

форму прямоугольника длиной v и шириной 

c, запишется в следующем виде: 















111

2

1

11

2

11

2

1

1
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01200

2030

00012

mbm
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bmbm

vm

J . 

Здесь m1= m1 + m4 + m– суммарная 

приведенная масса к колонне  

Рассмотрим теперь электрододержатель 

в виде полого прямоугольного параллелепи-

педа с такими геометрическими размерами: 

длина – b2, ширина – k1, высота – f1, ширина 

полости – k2, высота полости – f2. Его матри-

ца инерционности запишется следующим 

образом: 

2
22

2211

2

3

21

3

12

2211

2

3

21

3

12

22

2

22

2

00
2

0
12
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0

2
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3

m
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m
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













kfkf

kfkf

kfkf

fkfk

b

J

. 

Так как графитированый электрод имеет 

форму цилиндра радиусом R и длиной b3, то 

матрица J3 будет такой: 

 

333

33

2

33

2

3

2

3

3

200

2300

0040

0004

mbm

bmbm

Rm

Rm




J . 

Изменяя форму поперечного сечения 

элементов механизма перемещения, изменя-

ются элементы матрицы инерционности. 

Вследствие этого можно исследовать пове-

дение механизма перемещения электрода 

при разных конструкциях и геометрических 

размерах его элементов, например, сплош-

ной электрододержатель, полый электродо-

держатель и т.д. Таким образом, имеется 

возможность выбрать наилучшую конструк-

цию исполнительного механизма с точки 

зрения демпфирования колебаний электрода 

в вертикальной плоскости. 

Согласно выражению (2) элементы мат-

рицы D рассчитываются как: 






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,mmmD
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2
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2

2
222

2232332222112

32111

bb
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kfkfkfbkfb

bbb

3



 

Остальные элементы этой матрицы рав-

ны нулю. 

Для определения составляющих, кото-

рые описывают центробежные и кориолисо-

вые силы, используем соответствующее со-

отношение: 


 


n

k

n

m

mkikmi qqhh
1 1

 ,  і = 1, 2, ... , n,    (3) 

где hikm – динамический коэффициент, кото-

рый определяет связь момента (силы), кото-

рый возникает в і-ом сочленении в результа-

те движения в k-ом и m-ом сочленениях, со 

скоростями изменения k-й и m-й присоеди-

ненных переменных, причем: 

 



n

)m,k,imax(j

T

jijjkmikm Trh UJU ,  (4)
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где 



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 если0
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 если

1

1

1

1

0

1

1

1

1

0

AQAQA

AQAQA

U . 

Используя выражения (3) и (4), рассчи-

таем h1, h2, h3 с учетом того, что 03 d . 

 

221221212121112111111   hdhdhddhh  ; 

222221222121212112112   hdhdhddhh  ; 

223221232121312113113   hdhdhddhh  . 

где h111 = 0; h121 = h112 = 0; h211 = 0; h212 = h121 

= 0; h222 = 0; h311 = 0; h312 = h321 = 0; h322 = 0; 

 
 

 sinmbcosmbsinmb

Tr

Trh

T

T

323322
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
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2

2

. 

Следовательно, 

h1 =  2

23
3322

22
 










sinbmcos

mb
sin

mb
,  

h2 = 0,  h3 = 0. 

Влияние гравитационных сил (момен-

тов), которые воздействуют на механизм 

перемещения электрода, учитываются сле-

дующим образом: 

 



n

ij

j

j

jijiC rgUm ,        (5) 

где 000 gg  – вектор строка, 

которая описывает гравитационное ускоре-

ние в базовой системе координат; j

j r  – ра-

диус-вектор центра масс j-го звена. 

Для звеньев, которые создают данный 

механизм, можно записать:  

T
b

10
2

0r 1
1

1  ; 

T
b

100
2

r 2
2

2  ; 

T
b

1
2

00r 3
3

3  . 

Отсюда 

 3

3

3132

2

2221

1

1111 rgUrgUrgU mmmC   = 

gm1 + + gm2 + gm3 ; 

 3

3

3232

2

2222 rgUrgU mmC   = 

= 223233222
2

1

2

1
 cosbgmsinbgmcosbgm  ; 

3

3

3333 rgUmC  = 0. 

Вектор обобщенных сил (моментов), ко-

торые создаются внешними воздействиями в 

сочленениях, имеет вид: 

(t) = 
Т

f2f141 ,0MM,FGF  , (6) 

где F1 – сила, воздействия со стороны при-

вода; G4 = gm4 – вес противовеса; Ff1 = а1V – 

сила внешнего вязкого трения в направляю-

щих колонны; M – момент удержания элек-

трододержателя и электрода; Мf2 = а2 2
  – 

момент внешнего вязкого трения во втором 

сочленении. 

Следовательно, на основании выражений 

(1), (2), (3), (5), (6) можно записать следую-

щую систему дифференциальных уравнений: 

























































































.MM

cosgmsingmcosgm

mmRm

m

dcosmsinmcosm

,FGFgmgmgm

sinmcosmsinm

cosmsinmcosm

d)mmm(

f

f

2

223233222

2

2

33

2

23

2

3

2211

221

3

122

2

211

2

2
2

1223233222

141321

2

2232233222

2223233222

1321

2

1

2

1

3

1

4

1

44

12

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1











bbb

bb

kfkf

kfkfkfbkfb

bbb

bbb

bbb











3

  (7) 

Перемещение электрода lэ запишется:
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lэ = d1 + b3(cos(2) – 1) + b2sin(2)  (8) 

На рис. 2 показана структурная схема 

механизма перемещения электрода, которая 

построена на основе системы уравнений (7), 

дополненных выражением (8).  

 

 
Рис. 2. Структурная схема, отображающая систему дифференциальных уравнений, которые 

описывают механизм перемещения электродов  

 

Такую структурную схему легко реали-

зовать в пакете прикладных программ, 

например, MATLAB+Simulink и исследовать 

динамические процессы на цифровой моде-

ли. 

Для ДСП-200 были исследованы дина-

мические процессы lэ(t), представленные на 

рис. 3. Здесь кривой 1 соответствует случай, 

когда конструкция электрододержателя име-

ет форму полого прямоугольного параллеле-

пипеда, а кривая 2 -  форму сплошного пря-

моугольного параллелепипеда. 
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Рис. 3. Динамические процессы перемещения 

электрода 

 

При исследованиях принято, что пара-

метры конструкции механизма перемещения 

электрода ДСП -200 имеют [6] следующие 

значения: m1 = 15000кг, m3 = 5750кг, b1 = 

12м, b2 = 10м, b3 = 9м, R = 0,305м, m2 = 

4625кг, m4 = 25380кг, f1 = 1м, f2 = 0,5м, k1 = 

0,8м, k2 = 0,4м  – для полого электрододер-

жателя; m2 = 9250кг, m4 = 30000кг, f = 1м – 

для сплошного сечения электрододержателя. 

Как видно из этого рисунка две различные 

конструкции электрододержателя имеют 

фактически одинаковые демпфирующие 

свойства, а колебания координаты lэ имеют 

практически одинаковую частоту собствен-

ных колебаний на уровне fч = 0,71 Гц. Сле-

довательно, нет надобности изготовления 

электрододержателя со сплошным сечением. 

Выводы: 

1. Создана математическая модель ме-

ханизма перемещения электрода на основе 

представления Денавита-Хартенберга и ме-

тода Лагранжа, которая позволяет исследо-

вать динамику движения электрода с учетом 

особенностей конструкции элементов его 
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механизма перемещения.

2. Проведенные исследования позволи-

ли выбрать форму сечения электрододержа-

теля с наилучшими демпфирующими свой-

ствами механизма перемещения электродов. 

3. Установлена частота собственных ко-

лебаний механизма перемещения ДСП-200 

которую трудно получить экспериментально. 
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