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Аннотация. Исследованы замкнутые системы с дробным порядком астатизма от 0,5 до 2. 

Найдены соотношения параметров дробных пропорционально-интегрирующих и интегрально-

дифференцирующих регуляторов, обеспечивающих оптимальные динамические и статические ха-

рактеристики систем. Предложены методы расчета сигналов дробных регуляторов для применения 

в микропроцессорных системах управления как медленными, так и быстрыми процессами. 
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для управления электротехническими объектами, 

обеспечивающий заданные динамические и ста-

тические показатели, с использованием дробных 

интегрально-дифференцирующих регуляторов. 

Рассмотрим систему с единичной отрица-

тельной обратной связью, передаточная функция 

разомкнутого контура которой: 
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где ,a b  – параметры настройки; T


 – некомпен-

сируемая малая постоянная времени объекта 

управления;   – выбираемый порядок астатиз-

ма. Рассмотрим системы с 0,5  , так как дроб-

но-дифференциальные уравнения именно такого 

порядка описывают некоторые физические про-

цессы, в частности, изменение температуры в 

объектах управления климатических систем, 

диффузионные процессы при заряде/разряде су-

перконденсаторов. 

В зависимости от , ,a b  могут быть полу-

чены различные показатели качества замкнутого 

контура. В частности, хорошо известны соотно-

шения настроек на модульный 

 1, 2, 0a b     и симметричный 

 2, 8, 4a b     оптимумы с целочисленным 

порядком астатизма. Необходимо отметить, что 

при [0.5;1]  в (1) можно принять 0b  , так как 

даже такая система характеризуется приемлемы-

ми запасами устойчивости.  

Исследуем реакцию системы ( )Y t  на еди-

ничный скачок на некотором временном интер-

вале, соответствующем расчету N  точек пере-

 Введение 

 При  синтезе  замкнутых  систем  управления 

для  устранения  статической  ошибки  по  заданию 

и  возмущению  в  контур  включают  интегрирую- 
щее звено требуемого порядка, а устойчивость и 

желаемые  динамические  показатели  обеспечи- 
вают  дополнительными  форсирующими  звенья- 
ми. Однако возможности настройки получаемых 

ПИ- или  ПИД-регуляторов  не  всегда  позволяют 

получить  оптимальное  сочетание  быстродей- 
ствия,  перерегулирования  и  точности.  А  в  неко- 
торых случаях (например, в климатических уста- 
новках,  в  электротехнических  устройствах  с  су- 
перконденсаторами, в устройствах с нелинейной 

зависимостью,  близкой  к  степенной  функции  с 

дробным  порядком),  объект  управления  может 

быть  описан дифференциальными  уравнениями 

дробного  порядка  [1,2,7].  Тогда  параметры  ПИ- 

или  ПИД-регуляторов  подбирают  по  упрощен- 
ным  моделям  с  целочисленным  порядком,  в  ре- 
зультате  чего  добиться  соответствия  между  тео- 
ретическими  и  реальными  показателями  систем 

оказывается  невозможно.  Существенное  улуч- 
шение  сочетания  всех  показателей  может  быть 

получено  за  счет  использования  регуляторов  с 

дробным  порядком  интегрирования,  обеспечи- 
вающих  соответственно  дробный  порядок  аста- 
тизма замкнутого контура [3,6,8]. 

 Материалы исследования 

 Целью  работы  является  синтез  систем  с 

дробным  порядком  астатизма  в  пределах  0,5…2 
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ходного процесса с шагом t . Чтобы обеспечить 

высокое быстродействие и минимальное перере-

гулирование при выборе параметров настройки, 

зададим критерий оценки качества системы сле-

дующим образом: 
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где   – допустимое перерегулирование.  

При такой постановке задачи ( , , )F a b  име-

ет минимумы во всем исследуемом диапазоне  .  

Зададимся  0.05  , удовлетворяющим тре-

бованиям большинства технических систем. На 

рис.1,а показаны графики зависимостей ( , )F a  

в диапазоне [0.5;1] . На рис.1,б в качестве 

примера показаны зависимости ( , , )F a b  при 

1.5  , а на рис.1,в – семейства экстремальных 

точек при некоторых ]1;2] .  

Интерполяция полученных результатов с 

помощью инженерного пакета программ DataFit 

позволила получить приближенные аналитиче-

ские зависимости между параметрами , ,a b , 

при которых достигаются минимальные значе-

ния F . В области [0.5;1]  зависимость между 

заданным   и оптимальным значением a  при-

ближенно описывается выражением: 

 
2
.

4.683 5.897 1.595
a



 


 
  (3) 

В области ]1;2]  зависимости между за-

данным   и оптимальными значениями a  и b  

приближенно описываются выражениями: 

 
 exp 10.27 7.831

7.336 0.792 3.83ln( ).

a

b a a

  

  
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Расчеты переходных процессов для найден-

ных оптимальных соотношений параметров, вы-

полненные при различных [0.5;2] , показали, 

что система с дробным порядком астатизма мо-

жет превосходить системы с классическими 

настройками на модульный (МО) и симметрич-

ный (СО) оптимумы по совокупности показате-

лей. В частности, при перерегулировании не бо-

лее 3% время первого согласования может быть 

уменьшено в 3-6 раз. Однако при [0.5;1]  фи-

нальная часть переходного процесса затянута, 

после достижения максимума наступает просад-

ка выходного сигнала до 7%. При подаче линей-

но-возрастающего сигнала такая система будет 

характеризоваться возрастающей скоростной 

ошибкой.  

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 1. Зависимости ( , , )F a b  

Если такие свойства не приемлемы, то зада-

ваясь 1 2  , можно сохранить желаемое 

быстродействие, уменьшить  просадку сигнала 

до 3%, обеспечить отсутствие статической 

ошибки при подаче скачка и уменьшающуюся 

скоростную ошибку при линейно-возрастающем 

задающем сигнале. На рис.2. показаны нормиро-

ванные (по оси абсцисс отложено относительное 

время /t T


) графики переходных процессов при 

единичном скачке задания для систем с 

0.5 1   (рис.2,а) и 1 2   (рис.2,б).  
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Желаемое значение   может быть выбрано 

равным порядку дробно-инерционного звена или 

дробно-интегрирующего звена в объекте управ-

ления. Но может быть также выбрано по пред-

ставленным на рис.2 нормированным графикам 

переходных процессов исходя из требуемого 

быстродействия системы.  

 
а) 

 
б) 

Рис.2. Нормированные переходные функции 

Для обеспечения настройки (1) объекта 

управления с передаточной функцией 

( )
ОУ

H p необходимо использовать регулятор, пе-

редаточная функция которого определяется из 

выражения 
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В случае, если объект управления является 

реальным дробно-инерционным звеном 
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необходимо использовать регулятор с переда-

точной функцией 

1 1

1
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В табл. 1 приведено несколько сочетаний 

значений , ,a b , удовлетворяющих этому 

условию, и соответствующие значения 

max1 max 2, ,t t , что позволяет выбрать 

необходимые параметры системы. 

Таблица 1. 

Оптимальные соотношения параметров 

  1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 

a  
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Приближенно для произвольного 

1,1 1,9   значения a  и b  могут быть 

определены по эмпирическим формулам: 

   
2

0,33026 0,01351
0,0384 ,

ln ln

12,5 .

a

b a

 
   



 (8) 

Показатели переходной характеристики 

также определяются по приближенным 

зависимостям: 

4,3

max1 0,368 ,t   (9) 

max 2 11,2 7,2,t    (10) 

20,0262 0,0191 0,092.      (11) 

Из (9) – (11) легко могут быть получены 

обратные зависимости и по требуемым 

показателям переходного процесса найдено 

необходимое значение   и далее по (8) 

определены a  и b . 

Для обеспечения выбранных настроек регу-

лятор, включенный последовательно с объектом 

управления, должен иметь передаточную функ-

цию, определяемую из соотношения 

 
 

 
,

ОПТ

РЕГ

ОУ

H p
H p

H p
  (12) 

и в его состав могут входить как дробные инте-

грирующие звенья, так и дробные дифференци-

рующие звенья. 

Передаточные функции регуляторов для не-

которых типовых объектов управления при 

настройках контура с различным порядком аста-

тизма приведены в табл. 2. Видно, что в состав 
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регуляторов могут входить как дробные инте-

грирующие звенья, так и дробные дифференци-

рующие звенья. Очевидно также, что предло-

женные методы синтеза замкнутого контура мо-

гут быть применены для объектов управления 

как с дробным, так и целочисленным порядком 

дифференциальных уравнений. 

 

Таблица 2. 

Передаточные функции регуляторов 
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Для реализации вычислений дробных инте-

гральных составляющих сигнала регулятора в 

микропроцессорной системе с периодом кванто-

вания t  целесообразно использовать модифи-

цированную дискретную форму Римана-

Лиувилля [7],  

1

1

I ,
i

i i j j

j

f f k 

 



  (13) 

где I  – символ операции интегрирования по-

рядка  , jk 
 – постоянные коэффициенты, вычи-

сляемые по формуле 

  
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11
1

1

1
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t j j
k k

 

 


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 
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Так как количество слагаемых в реальных 

системах ограничено объемом запоминающего 

устройства микропроцессора, то в системе с 

1   возникает дополнительная статическая 

ошибка.  При 1   ПИ-звено 
1

1
bT p

  компен-

сирует эту ошибку. Поэтому выбор систем с 

1   является предпочтительным. 

Сигнал дробных дифференцирующих 

звеньев может вычисляться также с примене-

нием формулы (13) на основании зависимости 

1 1
1 1I I

D I .i i
i i

f fd
f f

dt t

 
 

 
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 


 (15) 

Современные процессоры позволяют вы-

числять до 1 миллиона операций умножения и 

сложения чисел в формате float в течение 1 с. 

Соответственно, сейчас это дает возможность 

применять методы дробно-интегрального счис-

ления как для управления медленными процес-

сами (в климатических установках, в системах 

заряда/разряда суперконденсаторов и аккумуля-

торов с периодом квантования порядка 1 с), так и 

в относительно быстрых системах, например, 

управления током в цепи с катушкой индуктив-

ности с учетом кривой намагничивания с перио-

дом квантования порядка 1-10 мс.  

Выводы  

Выполнено исследование динамических и 

статических характеристик замкнутых систем с 

передаточной функцией (1) с дробным порядком 

астатизма от 0.5 до 2. На основании анализа ча-

стотных характеристик и переходных процессов 

таких систем предложены методы синтеза регу-

ляторов как для 1  , так и для 1 2  . Регу-

ляторы, передаточные функции которых опреде- 
ляются по таблице или в общем случае по (12), а 

параметры  выбраны  в  соответствии  с  предло- 
женными  расчетными  зависимостями,  обеспечи- 
вают  ограничение  перерегулирования  на  задан- 
ном  уровне  и  быстродействие  выше,  чем  у  си- 
стем  с  целочисленным  порядком  астатизма. 
Найдены  приближенные  аналитические  выраже- 
ния (3) и (4), позволяющие рассчитать параметры 

регуляторов  без  предварительного  расчета  пере- 
ходных  процессов.  Передаточные  функции  (7) 

определяют  правила  выбора  структуры  регуля- 
торов,  а  выражения 

Ошибка!  Источник  ссылки  не  найден. и 

Ошибка!  Источник  ссылки  не  найден. описы- 
вают способ вычисления выходных сигналов ре- 
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гуляторов с дробными интегральными и диффе-

ренцирующими составляющими, применимый в 

современных микропроцессорных системах 

управления. 
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FRACTIONAL PROPORTIONAL-INTEGRAL-DIFFERENTIATING REGULATORS  

IN ELECTROTECHNIC SYSTEMS 

V. BUSHER 

Odessa National Polytechnic University 

Abstract. Fractional PID-regulators in astatic closed-loop control systems allow to significantly im-

prove the dynamic performance due to the increase in stability stocks with simultaneous expansion of the 

bandwidth of the circuit. In addition, when an object can be described by fractional-differential equations, or 

in its mathematical model power functions of fractional order are present, such regulators more accurately 

compensate for such features of the object. The aim of the work is research of the dynamic and static charac-

teristics of closed loop systems with a fractional order of astaticism from 0.5 to 2. Based on the analysis of 

frequency characteristics and transient processes of such systems, methods for the synthesis of regulators for 

the order of astaticism are proposed, both less than 1 and more 1. Rules for selecting the structure of regula-

tors and necessary transfer functions of regulators for typical control objects. Their parameters are chosen 

in accordance with the proposed calculation dependencies. This ensures that the overshoot is limited at a 
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given level and the speed is higher than for systems with an integer order of astaticism. Approximate analyt- 

ical expressions are found that allow us to calculate the parameters of regulators without preliminary calcu- 

lation of transient processes. A method for calculating the output signals of regulators with fractional inte- 

gral  and  differentiating  components,  which  is  applicable  in  microprocessor  control  systems,  is  described. 

Taking into account the processing power of modern single-chip processors, this makes it possible to apply 

fractional-integral  calculus  methods  both  for  controlling  slow  processes  (in  microclimate  appliances,  in 

charge / discharge systems of supercapacitors and accumulators with a quantization period of 1 s), and in 

relatively fast systems , for example, controlling the current in  the circuit with the inductor taking into ac- 

count the magnetization curve with a quantization period of the order of 1-10 ms. 

 Keywords: Electrotechnical  system,  astatic  closed  loop  system,  fractional  proportional-integrally- 

differentiating regulator, optimal dynamic and static properties. 

 ДРОБОВІ ПРОПОРЦІЙНО-ИНТЕГРАЛЬНО-ДИФЕРЕНЦІЙНІ РЕГУЛЯТОРИ 

 В ЕЛЕКТРОТЕХНІЧНИХ СИСТЕМАХ» 

 В. В. Бушер 

 Одеський національний політехнічний університет 

 Анотація. Дробові  пропорційно-інтегрально-диференційні регулятори  в  астатичних  замкнених 
системах  управління  дозволяють  істотно  поліпшити  динамічні  показники  за  рахунок  підвищення 

запасів  стійкості  при  одночасному  розширенні  смуги  пропускання  контуру.  Крім  того, коли  об'єкт 

може  бути  описаний  дробовими  диференційними  рівняннями  або  в  його  математичної  моделі  при- 
сутнє статечні функції дробового порядку, такі регулятори точніше компенсують особливості об'- 
єкта. Метою роботи є дослідження динамічних та статичних характеристик замкнених систем з 

дробовим порядком астатизму від 0.5 до 2. На підставі аналізу частотних характеристик і перехі- 
дних процесів таких систем запропоновано методи синтезу регуляторів для порядку астатизму як 

менше  1,  так і  більше  1.  Визначено правила  вибору  структури  регуляторів  і  необхідні  передавальні 

функції регуляторів для типових об'єктів управління. Їх параметри обрано відповідно до запропоно- 
ваних  розрахункових залежностей. Це  забезпечує обмеження  перерегулювання на  заданому  рівні  і 

швидкодію вище, ніж у систем з цілочисельним порядком астатизму. Знайдено наближені аналітич- 
ні вирази, що дозволяють розрахувати параметри регуляторів без попереднього розрахунку перехід- 
них процесів. Описано спосіб обчислення вихідних сигналів регуляторів з дробовими інтегральними і 

диференціальними складовими, який можна застосовувати в мікропроцесорних системах управління. 
З  урахуванням  обчислювальної  потужності  сучасних  процесорів  це  дає можливість  застосовувати 

методи  дрібово-інтегрального  числення  як  для  управління  повільними  процесами  (в  кліматичних 

установках, в системах заряду / розряду суперконденсаторів і акумуляторів з періодом квантування 

близько 1 с), так і у відносно швидких системах , наприклад, управління струмом в ланцюзі з котуш- 
кою індуктивності з урахуванням кривої намагнічування з періодом квантування 1-10 мс. 

 Ключові  слова:  електротехнічна  система,  астатична  замкнена  система  управління,  дробовий 

пропорційно-інтегрально-диференційний регулятор, оптимальні динамічні і статичні показники. 
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