
ISSN 2221-3805. Електротехнічні та комп’ютерні системи. 2018. № 27 (103) 

 

 

 

УДК 621.316.13 

 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ МНОГОПРОВОДНОЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЛИНИИ  

С МИНИМАЛЬНЫМИ ДИСИПАТИВНЫМИ И ДИСПЕРСИОННЫМИ ЭФФЕКТАМИ   

 

В. И. Пацюк, В. П. Берзан, Г. А. Рыбакова 
 

Институт энергетики Академии наук  Молдовы 

 

Аннотация. Приведена математическая модель многопроводной электрической линии с рас-

пределенными параметрами, дано обоснование численного метода расчета в фазной системе коор-

динат, разработана модифицированная расчетная схема, получены условия минимизации диссипа-

тивных и дисперсионных членов и минимизации погрешности численного решения. Приведены ре-

зультаты расчета волнового процесса в фазе воздушной многопроводной линии напряжением 110 

кВ. 
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ного поля. Такие явления можно исследовать в 

фазной системе координат используя для описа-

ния процессов в многопроводной линии систему 

дифференциальных уравнений в частных произ-

водных [4-6], часто называемых телеграфными 

уравнениями.  

В случае длиной линии для получения ре-

шения применяют численные методы [6-8], но в 

данном случае, в численном решении могут поя-

виться осциляции, которые не являются отраже-

нинем физической сущности процессов в линии 

[8-10]. 

В данной работе, рассматривается задача 

расчета режима в длинной многорповодной ли-

нии численным методом и обоснование способа 

минимизации паразитных осциляций в числен-

ном решении телеграфных уравнений. 

1. Модель многопроводной линии  

Математическая модель распространения 

электромагнитной энергии по многопроводной 

трехфазной высоковольтной линии электро-

передач представляет собой систему дифферен-

циальных уравнений для векторов напряжения 

( x,t )u  и тока ( x,t )i : 

( , ) ( , )
( , ) 0;

( , ) ( , )
( , ) 0.

i x t u x t
L Ri x t

t x

u x t i x t
C Gu x t

t x

 
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  
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          (1) 

Областью решения задачи и областью оп-

ределения неизвестных вектор-функций тока и 

напряжения является прямоугольник 

      max, : 0, , 0, ,D x t x l t T    где l – длина 

линии, maxT  – максимальное время расчета век-

тор-функций ( , )x tu  и ( , )x ti . В n-проводной ли-

 Введение 

 Как  отмечено  в  [1],  при  расчете  режима 

электрической  цепи можно  использовать  два 

подхода  для  их  представления.  Первый  подход 

базируется  на  представление  цепи  как  объект, 

который  состоит  из  отдельных  физических  эле- 
ментов  связанных  между  собой  электро- 
магнитными полями. Второй подход имеет в ос- 
нове  представление  электрической  цепи  в  виде 

совокупности  элементов  со cосредоточенными 

параметрами, в  которых  происходит  локализо- 
ванный  процесс  диссипации и накопле- 
ния/отдачи  энергии  поля.  Степень  приближения 

этих двух трактовок зависит от скорости измене- 
ния  поля  во  времени,  характеристик  и физиче- 
ской  протяжности  среды  в  которой  происходят 

эти изменения параметров поля во времени. 

 Примером такой физической среды в элек- 
троэнергетике  на  частоте  промышленного  тока 

являются электрические сети [2,3]. Вдоль прово- 
дов  электрической  линии  имеет  место  распро- 
странение  потока  передаваемой  электрической 

энергии.  Этот  поток  результатом  является  (сум- 
мой)  взаимодействий  отдельных  магнитных  и 

электрических  полей  электрической  линии.  В 

этом  контексте  электрические  линии  следует 

рассматривать как цепи с элементами  связанны- 
ми между собой электромагнитными полями. 

 Следует отметить, что одновременно с рас- 
пространением  энергии  вдоль  линии  будет  про- 
исходить взаимный обмен энергии между прово- 
дами  многопроводной  линии  через  электриче- 
ские и магнитные составляющие электромагнит- 
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нии вектор-функции ( , )x tu  и ( , )x ti  имеют по n 

компонент, а в (1) символами L, C, R и G обозна-

чены симметричные матрицы размерности xn n  

погонных индуктивностей, емкостей, сопротив-

ления проводов и проводимости изоляции (жир-

ным шрифтом обозначены векторные объекты), 

представленные матрицами: 
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(2) 

Для получения единственного решения к 

уравнениям (1) следует добавить начальные при  
0t   и граничные при 0x   и x l  условия. Бу-

дем полагать считать, что в начальный момент 

0t   в линии отсутствуют напряжения и токи  

 ( , ) ( , ) 0, [0,l]x t x t x  u i ,          (3) 

на входе линии при 0x   заданы напряжения, а 

на выходе линии при x l  имеем нагрузку с со-

противлением SR , следовательно, имеем:  

(0, ) ( ), ( , ) ( , ).t t l t l t 0 Su U u R i
                   (4) 

При решении задачи будем предполагать, 

что у нас имеется 6-проводная линия 6n   и ве-

личины уравнений (4) имеют вид: 

sin
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SR   

где,  2 f  – круговая частота (1/сек); f – час-

тота колебаний (1/сек); 
2 1

T
f




  – период ко-

лебаний (сек);  , ,a b c    – сдвиг фазы тока и на-

пряжения в проводах; 

6611 22
11 22 66

11 22 66

, ,...,
LL L

Z Z Z
C C C

   -волновое 

или характеристическое сопротивление проводов 

линии. 

Если определены функции напряжения 

( x,t )u и тока ( , )x ti в линии можно вычислить 

активную P  и реактивную Q  мощности линии 

используя соотношения для мгновенного значе-

ния ( , ) ( , ) ( , )x t x t x tp u i : 
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         (5) 

В формулах (5) используется покомпонент-

ное умножение векторов, т.е. , 1, .k k kp u i k k   . 

2. Построение численного метода 

Задачу предлагается решать методом ко-

нечных разностей. Для построения разностной 

схемы модифицируем исходную систему урав-

нений (1) и приведем ее к диагональной форме, 

используя инварианты Римана. 

2.1. Вывод системы уравнений для инва-

риантов Римана 

На первом шаге приведем матрицы L и C к 

диагональной форме. Так как в линии электропе-

редачи электромагнитная волна распространяет-

ся с одинаковой скоростью 0a c  , где 0c   – ско-
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рость света, то должно выполняться условие, что 

2

1
LC CL E

a
   , где E – единичная матрица     

[4, 5]. Это означает, что симметричные матрицы 

L и C приводятся к диагональной форме одной и 

той же ортогональной матрицей Q: 

2 2; ,L CL Q Q C Q Q                        (6) 

где L  и C  – диагональные матрицы, по диа-

гонали которых расположены величины 

, ,,L k C k   и 1,k n , которые равны корням квад-

ратным от собственных значений матриц L и C. 

Величины , ,,L k C k  , располагаются в матрицах 

L  и C таким образом, что их произведение с 

одинаковым номером k равняется скорости рас-

пространения электромагнитной волны, т.е. 

1
, 1,

L C

a k n
 

   .                  (7) 

Вместо токов и напряжений вводим новые 

функции ,Q Q  1 2w i w u , и преобразуем сис-

тему (1), приведя к виду 

2

2

0, ,
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 
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   (8) 

Вместо 1 2w ,w  вводим функции 1 2v ,v  по 

правилу 

1 1

,
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Получаем систему уравнений: 
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Вводим инварианты Римана 1r  и 2r вида 

1

1 1
( ); ( )
2 2

   1 2 2 1 2r v v r v v  и получаем  

уравнения:
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Таким образом, вместо исходной системы 

уравнений (1) для неизвестных функций 

( x,t )u , ( , )x ti  получаем систему (11) для неиз-

вестных 1 ( x,t )r  , ( x,t )2r  . Эти функции связаны 

соотношениями: 

   

   1 1

1 1
; ;

2 2

1 1
; .

2 2
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Начальные и граничные условия (3) и (4) 

для 1 2r , r  принимают вид: 

   

1 2

1
1 1 1 1

( , ) ( , ) 0, [0, l]

(0, ) 2 ( ) (0, );

( , t) ( , ),

.
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2.2. Построение разностной схемы 

В прямоугольнике     , : 0,D x t x l   при 

 max0,t T  введем сетку 

  , : , , 0, , 0,h p q p qx t x ph t q p N q M       

с шагами h и  : max/ , /h l N T M  , где N и M, 

соответственно, количество шагов по коорди-

натам x и t. На этой сетке определим функции 

дискретного аргумента 1, ( , );
q

p qp x t 1r r  

2, ( , ); ( , ); ( , )
q q q

p q p p q p p qp x t x t x t  2r r u u i i  и 

разностные производные вычисляются как:  

 

 

 

1
1 1, 1, 1,

1 1, 1, 1, 1

2 2, 2, 1 2, 1

( ) / ;
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q q
t t p p

q q
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q q
x x p p
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Разностная схема, которая аппроксимирует 

систему (11) будет иметь вид: 

   

   

1
1, 1, 1, 2,

1
2, 2, 1, 2,

1 1
0;

2 2

1 1
0;

2 2

q q
t x R C R Cp p

q q
t x R C R Cp p

    

    





     
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r r r r

r r r r

(14) 

Из (14) вычисляются последовательно зна-

чения инвариантов 1 2r , r  для значений номеров 
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временных слоев 1,2,..., ,q M  начиная с извест-

ных значений на нулевом слое: 
0 0
1, 2, 0, 0, .p pr r p N    На каждом временном 

слое с номером q из уравнения системы (14) вы-

числяются значения 1, , 1,
q
p p Nr  и 

2, , 0,( 1)
q
p p n r . Недостающие значения инва-

риантов в начале и конце линии доопре-

деляются из граничных условий (13). 

1,0 2, 2, 1,2 ( ) ; .
q q q q

C q N N NQ t r A   0r U r r       (15) 

2.3. Минимизация эффектов диссипации 

и дисперсии 

Покажем, что построенная разностная схе-

ма (14), (15) обладает минимально возможными 

величинами диссипационных и дисперсионных 

членов. Для этого воспользуемся методом перво-

го дифференциального приближения (ПДП) (the 

method of modified equation) [11]. Запишем урав-

нения системы (11) в виде одного уравнения: 

0
dt dx


 

   
r r

r ,                     (16) 

где 
1

2

0
, , ,

0

r
A

r

 

 

 

 

    
       

    
r   

1 1
( ), ( ).
2 2

R C R C            

Запишем разностную схему с весовой мат-

рицей    

ˆ[ ( ) ] 0
2

t x xx

h
A A E       r r r r r          (17) 

и построим матрицу  исходя из условия мини-

мизации диссипативных и дисперсионных эф-

фектов. В (17) использовали обозначения:  

1 1

1 1

2

0.5( ) ;
2

2
;

q q
p p

x x x

q qq
pp px x

xx

h

h h

 

 


  


 

r r
r r r

r r + rr r
r

 

1 0 1 0
ˆ; ; ; .

0 0 1

q q
p p A E E









   
       

   
r r r r   

Так как ˆ
tr = r r  и 

ˆ ( ) tE    r r = r r , то схему (17) можно за-

писать в виде 

( ) 0.
2

t x xx

h
E A A       r r r r       (18). 

Разложение в ряд Тейлора в окрестности 

точки ( , )p qx t  получим следующие аппрокси-

мации разностных производных: 

 

2
2 2

2

2
2

2

( ); ( );
2

( ).

t x

xx

O O
t xt

O h
x


 

  
    
 


 


r r r
r r

r
r

   (19) 

Подставляя (19) в (18), и отбрасывая члены 

второго порядка точности по шагам   и h, полу-

чим гиперболическую форму ПДП уравнения 

(18): 

2 2

2 2
0.

2 2

h
A A

t x tt x


  

     
        

    

r r r r r
r (20) 

Из формулы (20) видно, что это уравнение 

отличается от исходного уравнения (16), которое 

имеет первый порядок точности по   и h и опре-

деляет диссипативные и дисперсионные члены. 

Это выражение называется первым дифференци-

альным приближением (ПДП) [11] и определяет 

порядок аппроксимации диссипативных и дис-

персионных членов и качественные свойства по-

строенной разностной схемы. Минимизация дан-

ного выражения позволит минимизировать эф-

фекты диссипации и дисперсии.  

Преобразуем часть уравнения (20), которая 

представлена членами:  

2 2

2 22 2

h
A

tt x


  

  
  

 

r r r
.           (21) 

В качестве следствия из (16) можно полу-

чить следующее дифференциальное уравне-ние 

второго порядка: 

2 2
2 2

2 2
( ) 0.A A A

xt x

  
     

 

r r r
r      (22) 

Исключая при помощи (22) производную 
2

2t





r
 в компонентах, представленных в (21), по-

сле некоторых преобразований, получим пара-

болическую форму ПДП: 

2 2

2 2

2
2

2

2 2

2 2

1
( ) ( 2 ) .
2 2

h
A

tt x

h
A A

x

A A A
x


 




  





  
   

 

 
   

 

 
            

r r r

r

r
r

/h a 

 (23)

Из выражения (23) видно, что если выбрать 

 ,  то  первый  член,  определяющий  дисси- 
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пацию разностной схемы становится равным ну-

лю. Для обнуления второго члена, определяюще-

го дисперсию схемы, выберем матрицу   из ра-

венства нулю выражения в квадратных скобках: 

1 11 1
( ) ( )
2 2

A A A или E A A           . (24) 

Если подставить полученное выражение 

(24) для весовой матрицы   в разностную схему 

(17) и учесть, что 

11
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 
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то свободный член преобразуется к уравнениям 

вида, представленных в уравнение (14). 

3. Результаты апробации схемы расчета 

волнового процесса численным методом 

Предложенная разностная схема была реа-

лизована в виде комплекса программ в системе 

Матлаб. В качестве объекта исследования была 

выбрана двухцепная воздушная линия электро-

передач номинальным напряжением 110 кВ при 

расположении проводников фаз в горизонталь-

но[3]. Математическая модель учитывает 6 про-

водников линии, а проводники фаз сближены. 

Геометрия расположения провод компактной  

линии 110 кВ приведена в работе [7.]   

При расчете волнового процесса использо-

ваны параметры линии с 6 проводами при сле-

дующих значениях погонных параметров: 

( / );L H m  ( / ); / ; ( / ).C pF m R Om m G Sm m    

Погонное сопротивление проводов линии 

равно: 0.0042 / ,R Ом м  а компонента обозна-

ченная как Е, представляет единичную матрицу. 

Длина линии равна 150 км, количество шагов 

разностной сетки N = 40. 

В расчетную программу были введены два 

весовых параметра 1  и 2  таким образом, что-

бы при значениях 1 21; 0    вычисления про-

изводились по построенной схеме с матрицей   

представленной соотношениями (24). При дру-

гих значениях 1  и 2  вычисления проводятся 

по расчетным схемам с большими значениями 

дисперсионного члена. 
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С целью получения наглядных результатов 

влияния предложенного подхода минимизации 

дисперсионных и диссипативных эффектов при-

нято в качестве тестового сигнала использовать 

единичный скачок напряжения. Такие сигналы 

являются тестовыми при исследовании динами-

ческих свойств различных объектов. При выпол-

нении тестового расчета волнового процесса 

принято, что начальные значения токов и напря-

жений являются, а форма входного напряжения 

( )t0U  из (4) имеет вид ступеньки.  

На рис. 1,а,б,в представлены результаты 

расчетов при /h a   для различных значений 

параметров 1  и 2 . Для сравнения, на рис. 1,г 

приведены результаты вычислений для случая 

1 20.9 / ; 0.5.h a      Результаты расчета 

волнового процесса даны на момент времени ко-

гда волны напряжения и тока прошли половину 

длины линии для разных значений параметров 

1  и 2 .  

Из графика на рис. 1(а) видно, что при зна-

чениях весовых параметров 1 21; 0   , опре-

деленных согласно соотношениям (24), входной 

импульс распространяется по линии без диспер-

сионных искажений (затухание вызвано наличи-

ем в линии ненулевого продольного сопротивле-

ния R и поперечной активной проводимости G). 

Если вычисления проводятся со значениями мат-
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рицы  , отличными от оптимальных 

1 20; 1    (рис.1б) или 1 20.5; 0.5    

(рис.1в), что следует из (24), то на фронте волны 

появляются нефизические искажения. Эти иска-

жения являются ошибкой численного метода 

расчета волнового процесса в линии с распреде-

ленными параметрами. В данном исследовании 

показано, что при оптимальном выборе весовых 

коэффициентов 1  и 2  имеется возможность 

значительно снизить дисперсионный и диссипа-

тивные эффекты, а следовательно повысить точ-

ность численного решения задач распростране-

ния волн в цепях с распределенными параметра-

ми.  

Для сравнения, на рис. 1,г приведены ре-

зультаты расчетов со значением шага по времени 

равным 0.9 /h a  и значениями весовых коэф-

фициентов 1 20.5; 0.5   . Видно, что в этом 

случае на результаты численного решения ока-

зывает существенное влияние диссипативный 

член, представленный в соотношении (23). 
В случаях рис 1б, рис 1в временной шаг 

вычисляется как t=h/a. При этом диссипативный 

член меньше дисперсионного и как следствие 

диссипации не видно, а дисперсия явно проявля-

ется, когда 1  и 2  не равны 1 и 0.  

 

 

 

 

 

 

 Рис. 1. Распределение тока I и напря- 
 жения U вдоль линии 

 Выводы 

 1.Разработана математическая модель мно- 
гопроводной  электрической  линии  с  распреде- 
ленными  параметрами  с  потерями  и  получены 

соотношения  для  расчета  токов  и  напряжений  в 

фазной системе координат. 

 2.Дано  обоснование  численного  метода 

расчета  режима  в  линии  с  распределенными  па- 
раметрами  с  учетом  взаимовлияния  фаз  и  на- 
грузки  и  сформулированы  условия  для  миними- 
зации  диссипативных  и  дисперсионных  эффек- 
тов  численной  схема  расчета  волновых  процес- 
сов,  построена  и  проверена  разностная  схема 
численного  счета,  обладающая  минимальными 

значениями  диссипативных  и  дисперсионных 

эффектов для двухценой воздушной линии элек- 
тропередач 110 кВ. 
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MATHEMATICAL MODEL OF A MULTIWIRE TRANSMISSION LINE  

WITH MINIMAL DISSIPATIVE AND DISPERSIVE EFFECTS 

 

V. I. Patsyuk, V. P. Berzan, G. A. Rybakova 

 

Institute of Power Engineering of the Academy of Sciences of Moldova
 

 

Abstract. In this paper, we consider the problem of calculating the regime in a long multiwire line by a 

numerical method and the justification of the method for minimizing parasitic oscillations in the numerical 

solution of telegraph equations. A mathematical model of a multiwire electric line with distributed parame-

ters with losses is given. Relations are obtained for the calculation of currents and voltages in the phase 

coordinate system. The justification of the numerical method for calculating the regime in such a line is giv-

en, taking into account the mutual influence of the phases and the load of the line. For this, the method of the 

first differential approximation was used. A difference modified calculated scheme for telegraph equations in 

a diagonal form is constructed using Riemann invariants, with dissipative and dispersion terms in these rela-

tions. This expression is called the first differential approximation and determines the order of approxima-

tion of the dissipative and dispersion terms and the qualitative properties of the constructed difference 

scheme. Minimizing this expression will minimize the effects of dissipation and dispersion. The conditions for 

minimizing the dissipative and dispersion terms in the calculated numerical scheme and minimizing the error 

in the numerical solution are obtained. The results of the calculation of the wave process in the phase of an 

air multiwire line with a voltage of 110 kV are presented. Two weight parameters were introduced into the 

calculation program in such a way as to take into account the limiting states of the calculated scheme-

dispersion and dissipation effects. For values that correspond to the condition for minimizing the dispersion 

effect, the input pulse propagates along the line without distortion, the damping is caused by the presence in 

the line of non-zero longitudinal resistance and the transverse active conductivity of the line. If the calcula-

tions are performed with non-optimal values of the weight parameters, non-physical distortions appear at 

the wave front. The obtained results confirm the possibility of minimizing the dissipative and disperse effects 

of the numerical solution when using the proposed mathematical model of a multiwire line and the calcula-

tion scheme. 

Keywords: mathematical model, difference scheme, Riemann invariants, first differential approxima-

tion, minimization of dissipative and dispersion terms. 

 

 МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ МНОГОПРОВОДНОЇ ЕЛЕКТРИЧНОЇ ЛІНІЇ З 

 МІНІМІАЛЬНИМИ ДИСИПАТИВНИМИ І ДИСПЕРСІОНАЛЬНИМИ ЕФФЕКТАМИ 

 В. І. Пацюк, В. П. Берзан, Г. А. Рибакова 

 Інститут енергетики Академії наук Молдови 

 Анотація. У даній роботі розглядається задача розрахунку режиму в довгій многорповодной лі- 
нії  чисельним  методом  і  обгрунтування  способу  мінімізації  паразитних  осциляцій  в  чисельному  рі- 
шенні  телеграфних  рівнянь. Наведено  математичну  модель  многопроводной  електричної  лінії  з 

розподіленими параметрами з втратами. Отримано співвідношення для розрахунку струмів і напруг 

в  фазной  системі  координат. Дано  обгрунтування  чисельного  методу  розрахунку  режиму  в  такій 

лінії з урахуванням взаємовпливу фаз і навантаження лінії. Для цього був використаний метод пер- 
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шого диференціального наближення. Побудована разностная модифікована розрахункова схема для 

телеграфних рівнянь в діагональної формі з використанням інваріантів Рімана з виділенням в цих 

соотнощеніе дисипативних і дисперсійних членів. Цей вислів називається першим диференціальним 

наближенням і визначає порядок апроксимації дисипативних і дисперсійних членів і якісні 

властивості побудованої різницевої схеми. Мінімізація цього виразу дозволяє мінімізувати ефекти 

дисипації і дисперсії. Отримано умови мінімізації дисипативних і дисперсійних членів в розрахунковій 

чисельної схемою і мінімізації похибки чисельного рішення. Приведены результаты расчета волново-

го процесса в фазе воздушной многопроводной линии напряжением 110 кВ. У розрахункову програму 

були введені два вагових параметра таким чином, щоб врахувати граничні стани розрахункової схе-

ми - ефекти дісперссіі і дисипації. При значеннях, які відповідають умові мінімізації ефекту 

дисперсії, вхідний імпульс поширюється по лінії без дисперсійних спотворень, загасання викликано 

наявністю в лінії ненульового поздовжнього опору і поперечної активної провідності лінії. Якщо об-

числення проводяться з неоптимальними значеннями вагових параметрів, то на фронті хвилі 

з'являються нефізичні спотворення. Отримані результати підтверджують можливість мінімізації 

дисипативних і дисперсних ефектів чисельного рішення при використанні запропонованої 

математичної моделі многопроводной лінії і схеми розрахунку. 

Ключові слова: математична модель, різницева схема, інваріанти Рімана, перше диференціа-

льне наближення, мінімізації дисипативних і дисперсійних членів. 
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